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Processo Estocastico

Modelo matematico para fendmenos aleatdrios que ocorrem em
sequéncias. Exemplos de fendmenos:

1.

Sucessivos resultados de lances de moeda / dado:
CCKCKKCCCK... / 351214..;

situacdo pluviométrica em dado local em sucessivos dias

(C = chove; N = n3o chove): CCNNNCNNCCCNNNCC... ;
nimero de clientes/trabalhos esperando para serem atendidos/
executados por um servidor em sucessivos instantes:
0123212345432343210..;

letras de um texto (alfabeto = {a,b,c,@}): aba@bcab@cc...;
configuracdo microscépica de um fluido unidimensional em
dado instante (0 = espaco vazio, 1 = presenca de molécula
do fluido): ..01010011..;

opinides de moradores de uma rua sobre questdo que afeta o
bairro (C= contra, F = a favor): ...CF CF F C...



Observacao

1. Razoavel supor independéncia entre sucessivas posi¢cdes no
Exemplo 1, mas n3o necessariamente nos demais exemplos.

2. Ha uma evolugdo temporal subjacente nos exs 1-3, mas nao
necessariamente em 4-6 (talvez em 4).

Processo estocdstico (em tempo discreto)
Sequéncia de v.a.'s Xp, X1, X2, ... ou (Xp)s>0 ou (X,) ou X,
S = espago de estados (X, € S, n > 0);
S finito ou infinito enumerdvel (normalmente um subcj de N)
Nos exs: 1. S ={CK} / {1,2,3,45,6}; 2. S={CN};
3. $=N; 4. §={a,b,c,g}; 5. S={01};
6. S ={CF}



Interesse: distribuicdo de probabilidades de (X))

Descrita pelas distribuicdes finito-dimensionais:
P(Xo = x0, X1 = X1, ..., Xn = Xn), X0,---,Xn €S, n >0
Exemplo 1
Podemos supor independéncia:
P(Xo = x0, X1 = x1, ..., Xn = Xn)
= P(Xo = x0)P(X1 = x1) -+ - P(Xp, = xn)
= p(x0)p(x1) - - pu(xn),

onde p(+) é a distribuicdo de probabilidade associada a um lance.



Cadeias de Markov

(Xn) é uma Cadeia de Markov se valer a propriedade de Markov:
IPJ()<n—&—1 = Xn—i-l’Xn = Xp, Xn—1 = Xp—1, ..., X0 = XO)
= IP)()<n+1 = Xn+1|Xn = Xn),
X0, X1,... €8; n>0.
Homogeneidade temporal (em 1 passo)

Suporemos também que:

P(Xpt1 = y|Xn = x) = P(X1 = y|Xo = x), x,y €S; n>0.



Cadeia de Markov

Distribuic3o inicial
Seja 1 uma distribuicdo de probabilidade em S, isto €,

p:S —[0,1]; Zu(x):l.

xeS

Dizemos que p é a distribuicdo inicial de X se

P(Xo = x) = p(x), x € S.

Probabilidades de transicao

P(x,y) = Py =P(Xi =y|Xo =x), x,y €S



Matriz de transicao

S=1{12..}
1 2

1 /P P

2 P Px
P=: : :

X 'Dxl 'DX2

Obs. 1) P = (P(x,y), x,y € §) é uma matriz estocdstica, isto é

P(x,y) €0,1], x,y €8 3 P(x,y) =1, x € 8.

yesS

2) P sempre tem autovalor 1 associado a autovetor constante.



Exemplos

1) Meteorologia. 1 = chuva; 2 = sem chuva; S = {1, 2}

1 2
p_ ! l—«o «
2\ B8 1-p3)
ie, Pu=1—a, Pp=a, P1=05,Pn=1-05; o B¢c][01].

a = prob(sem chuva amanh3|chuva hoje)

B = prob(chuva amanh3|sem chuva hoje)



Exemplos

2) Passeio aleatério. S =7 = {0,£1,+2,...}

m XEL

Px,x+1 =P Px,xfl =1l-p=gqg,pc [0,1]



Exemplos

3) Apostas. S ={0,1,..., N}

1 q p 1
0 x—1 x x+1 N
0<x<N

Poo = Pun = 1;

0<x<N: Peyi1=p; Pexcr=1—p=gq;pe]0,1].

10



Cadeia de Markov — caracterizacao

Proposicao 1. A distribuicdo inicial 1 e a matriz de transicao P
determinam a distribuicdo de probabilidades de toda Cadeia de
Markov (X,).

Dem. Basta mostrar que as distribuicdes finito-dimensionais sio
determinadas por e P: dados xp,...,x, € S, n > 0, temos que,
condicionando sucessivamente,

P(XOIXO,X:[ :Xl,...,Xn:Xn)
= I[D(XO = Xo)P(Xl = Xl‘XO = Xo)]P)(Xz = X2’X1 = X1, Xo = X0)><
e ’P(Xn = Xn|Xn—1 = Xn-1,---,X0 = XO)

Markov P(XO = Xo)IP(Xl = x1|X0 = XO) .. ]P’(Xn = Xn’Xn—l = Xn—l)
= M(XO)P(X07X1) ce P(Xn—la Xn)- (*)
O

11



Cadeia de Markov — caracteriza¢do (cont.)

Proposicdo 1’. Reciprocamente, dadas uma distribuicio de
probabilidade © e uma matriz estocdstica P em S, existe uma
Cadeia de Markov (X,) em S com distribui¢do inicial p e
matriz de transicao P.

Demonstracado. Basta notar que u(xo)P(xo,x1) - - - P(Xn—1, Xn),

X0,-..,Xp €S, n >0, formam uma familia consistente de
distribuicdes finito-dimensionais, e invocar o Teorema de
Kolmogorov.* g

Notacdo. (X,) ~ CM(u,P): (X,) é uma/a Cadeia de Markov em
S com distribuicdo inicial © e matriz de transi¢cdo P.

*O Teo de Kolmogorov de fato afirma que hd uma dnica distribuicio de
probabilidade em SY =& x & x --- cujas distribuicdes finito-dimensionais s3o
dadas pelo lado direito de (x).
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Constru¢do/Simulagdo de uma Cadeia de Markov

Dada uma distribuicdo de probabilidades ;1 e uma matriz
estocastica P em S enumerdvel, vamos definir as seguintes
parti¢des de [0, 1] (isto é, familias de subintervalos de (0, 1),
{h,h,...}, com a seguinte propriedade: [N Iy =0, j # k, e
UJ'le' =[0,1]):

PO ={l, xeS}ep/xeS, Py={l), y €S} tais que

|| = px € |[Y| = Py, x,y €8, onde |- | denota o comprimento.

S ={1,2,34} P, = =
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Construcao

Sejam agora as fungdes W0, W, : [0,1] — S tais que

Vo(u)=x,seucl;eWV(u)=y, seuecl

1L

Finalmente sejam Uy, Uy, ... va's iid com distribuicdo Uniforme em [0,1].

Construgdo de (X))

Xo = VO(Up), e, para n > 1, dado que X,_1 = x, fagamos X, = V,(U,).

Vé-se prontamente que (X,) ~ CM(u, P).
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Transicao em n passos
Def.
P (x,y) = P(X, = y|Xo = x) ... probabilidade de transicio em n
passosde x ay, x,y €S, n>1
P(n = (P(”)(x,y), x,y € 8) ... matriz de transi¢do em n passos

Obs. 1) (Homogeneidade temporal em n passos)
Verifique que P (x,y) = P(Xnsm = ¥|Xm = x), m,n > 1f;
2) P = p: PO :—= |, 2 matriz identidade;
3) Também usaremos a notagdo P)((;) = P("(x,y);
4) Também usaremos a notagdo P, = IP, quando quisermos

explicitar a distribuicdo inicial pu, e

1 =
Py, quando p(y) = 6xy = { , sex=y

0, sex#y

TSegue da homogeneidade temporal em 1 passo, condicionando-se
apropriadamente, e usando-se a propriedade de Markov.




Transicdo em n passos (cont.)

Proposicdo 2. P(M =P" n>0

Dem. Casos n =0 e 1 sdo claros. Suponha a tese valida para

n > 1; entdo, introduzindo a notagdo P" =: (P ) yes,

PO = P(Xpp1 = y[Xo =x) = Y P(Xpj1 =y, X = 2|Xo = x)

zeS
cgd‘ ZP(Xn+1 = y|Xn =2z, XO = X)P(X" = Z‘XO = X)
zeS
Markov ZP(XM—I =y|X, = z)P)((g)
zeS
hipgnd. Z szP),(-,Z — Pg};}»l
zeS
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Transicdo em n passos (cont.)

Obs. 1) P" é uma matriz estocéstica, n > 0.

2) Valem as Equagées de Chapman-Kolmogorov

IED()<m4rn = y‘XO = X) = P(m+n)(X7.y) Pm:PQ Pm+n(Xay)

=(P™P")(x,y) =Y ,es PRPE =3 ,cs pim) ng)
=2 ,es5 P(Xm = 2| Xo = x)P(X, = y|Xo = 2),

x,y €S, nm>1.
3) Distribuigdo de X,
P(Xn = Y) = ngSP(XO = X)P(Xn = Y|X0 = X)
= Vs HX)PY) = (WPM)(y) = (P")(y), y € S

Em outras palavras, P(X, =) = uP", n > 0.
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Exemplos

1) Meteorologia

1
2

(

1 2

07 03\  p2_
0.4 06

-

0.583 0.417
0.556 0.444

0.61 0.39
0.52 0.48

)
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Exemplos

H4 exemplos (mais ou menos simples) em que se podem obter as
probabilidades de transicdo em n passos explicitamente.
1 2

2) CM com dois estados: S = {1,2}; P = 1 l-a a ,
2\ f 1-p

ie, P11 = 1*0[, P12 = q, P21 :B, P22 = 1*ﬁ; a,ﬁ S [0,1].
Suponha que a+ 8 > 0, se ndo P = I, e temos um caso trivial.
De P(") — P(”_l)P, segue

P = plrDpy, 4 P p,) = P — o) 4 P13

=(1- )1; 1)‘1'5( 1; 1)):( l—a-pB)P 1;14‘5’
n>1.
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Exemplo 2 (cont.)
A equacio de diferenca

[P =—a=pPIY 45z,
P =1,

tem como solugdo P£1) = aﬁﬁ +3551—a=5)"n=0
(que pode ser obtida iterando-se a 1a linha de (*) e usando-se a 2a
linha ao final).
P(”) —1— P(”). ; iq- P(”) — 1—
12 11 Por simetria: Py, a+ﬁ + a+5 ( - B)",
P 17l
Obs. (Perda de memdria assintdtica) Note que se o + < 2:

liMpooe P = 555 = limp_o P
(n) _

. . n
limp oo Pyy’ = O%-B = limp_ oo P£2)
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Exemplos (cont.)

2") N > 2 variedades de um virus. A cada geracdo um virus pode
se manter na mesma variedade, ou sofrer uma mutac3o, o que
acontece com prob « € (0,1], e, neste caso, uma das outras N — 1
variedades ocorre com distribuicdo uniforme. Qual a probabilidade
de que a variedade da n-ésima geracao seja a mesma do que a
inicial?

Temos que as sucessivas variedades do virus ao longo das geragdes
pode ser descrita por uma CM em § = {1,..., N}, com matriz de
transicdo P tal que

(0}
PXX—].—O(,PX —m,x#yes,a>0

Pela simetria do modelo, temos que P)(o’(') ndo depende de x € S, e
(n) 4 o
logo P;;’ é a probabilidade que procuramos.
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Exemplo 2" (cont.)

Podemos ainda simplificar este problema da seguinte forma. Seja

X, = 1, seX,=1,;
2, se X, #L.

Verifica-se (faca-o) que (X,) é uma CM com matriz de transicio

~ 11—« « «
P:< 8 15)’5:/\/1‘

Com isto, temos finalmente que
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Exemplos (cont.)
3) § ={1,2,3} (CM com 3 estados)

0 1 0
P=|( o0 1/2 12 (1)
1/2 0 1/2

Vamos (tentar) diagonalizar P. Equagdo caracteristica:

%Wﬂ—P)zx(x—;)2—1:%x—1)§3+1>=0

Autovalores: \; =1, \p =i/2, \3 = —i/2, e logo

1 0 0
P=U(0 i/2 0 |U
0 0 —i/2

para certa matriz inversivel U.
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Exemplo 3 (Obs)

1) U pode ser escrita como (v{, V4, v}), onde v; = (vij, vaj, v3;) é
um autovetor de P associado ao autovalor \;, j =1,2,3.

2) A =1 é sempre um autovalor de P, associado ao autovetor
(1,1,1), pelo fato de P ser estocastica.

3) De posse de U, temos que

1 0 0
PO =pr=ul0 (i/2" 0 Ul (2)
0 0 (=i/2)"
Agora,
i\n 1 _+iz)” 1\N _+inT 1\" T 4 icinn®
(iﬁ) :(ﬁe 2) :(5) e 2 :(5) {cosn5i15|nn5},
e podemos escrever
Pl =+ (3) {Beosng +ysinnz} nz0. (3

para certas constantes reais «, 3,7, que podem ser obtidas de U,
mas...
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Exemplo 3 (cont)

.. vamos, alternativamente, simplesmente comparar (3) ao que
obtemos de P", n=0,1,2, usando (1).

Segue que « =1/5, [ =4/5 ~ = —2/5. Substituindo em (2):
Pﬁ')_5+() {4cosnf—fsmn } n>0, (4)

e podemos similarmente obter expressdes para P)((y), x,y €8.
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S finito

1) De posse dos autovalores de P, A1,...,A\m, m =S| < oo, se
eles forem todos distintos, podemos escrever

) PO =\ 4 fapAT, >0,

para certos coeficientes ar, ..., am’, que podem ser obtidos de U
a partir de uma expressdo analoga a (2). A alternativa utilizada
acima também é vidvel.

2) No caso de autovals com multiplicidade > 2, a representacdo
(%) pode se complicar, com o surgimento de coeficientes
polinomiais em n (qdo P n3o for diagonalizdvel).

3) O Exemplo 2 pode ser resolvido desta forma — matrizes
estocasticas 2 x 2 podem ser sempre diagonalizadas (com
autovalores e autovetores reais).

ipossivelmente complexos, assim como os autovalores; obviamente PH) é
real
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