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1 Introducao

A independéncia condicional (IC) é um dos conceitos bdsicos em probabilidade. Sua
importancia na estatistica foi acentuada por Dawid [14] em 1979, onde algumas pro-
priedades formais da IC foram mencionadas. Desde entdo muitos artigos foram publi-
cados sobre essas propriedades (exemplos em [4], [15]).

O grande interesse em axiomatizar a independéncia condicional € por seus bene-
ficios na teoria da probabilidade para sistemas especialistas. A nogdo de IC pode ser
interpretada como um certo relacionamento entre sintomas (que podem ser descritos
por varidveis aleatdrias) e portanto promete a possibilidade de determinar uma estru-
tura adequada de um sistema especialista perguntando diretamente a especialistas (veja
(121, [2D).

A importancia da IC para sistemas especialistas foi explicitamente mostrada e fo-
cada especialmente por Pearl que em [10] formulou uma conjectura concreta para a
caracterizacdo de RIC (relagdo de independéncia condicional) correpondente a vetores
aleatdrios cuja distribuicdo sdo medidas positivas. Essa conjectura foi refutada em [12]
ao se encontrar uma nova propriedade independente dos RICs. Outra questdo motivada
pelo mesmo trabalho foi resolvida em [9].

Entretando, alguns resultados positivos foram alcancados a esse respeito nos quais
certas subclasses de afirmacgdes de IC foram caracterizadas. Em [8] e independente-
mente em [6] uma completa caracterizacdo para a classe “marginal” de afirmacdes de
IC (isto €, afirmacdes I(A; B|C) com C fixo) foram encontradas. Em [3] e também em
[11] (usando diferentes descri¢des formais) a classe dos “contextos-fixos” de afirma-
¢des de IC (isto é, I(A; B|C) onde A U BU C ¢ fixo) foram caracterizadas. Em conexdo
com estes resultados gostarfamos de mencionar ateng@o ao artigo [7] onde classes es-
peciais de RIC’s (“monotdnica” na condi¢do) sdo caracterizadas.

Em [13] Studeny demonstra que a IC ndo € caracterizdvel. A prova € similar a prova
de que as dependéncias multivalorados embutidas em teoria de banco de dados ndo sdo
axiomatizdveis [5]. Essa prova porém € limitada a uma linguagem proposicional. Aqui
iremos propor uma axiomatizacao para a IC utilizando uma légica de maior de poder
de expressao que a lgica proposicional classica: A Légica Modal.
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Na secdo 2 iremos apresentar nossa linguagem para a 16gica modal e alguns con-
ceitos importantes como a defini¢cdo de independéncia condicional.

Uma parte da axiomatizacao serd proposta na secao 3.

Conclusdes serdo apresentadas na sec¢ao 4.

2 Conceitos Preliminares

A 16gica modal trabalha no contexto de uma linguagem com necessidade e possibili-
dade. As sentengas das linguagem sio da seguinte forma:

POv Pls PZ

1, T,-A,AANB,AV B,A— B,A & B,0A,CA

Sentengas da forma P, (paran = 0, 1,2,...) sdo atdmicas. T ¢ uma constante para
verdade; L € uma constante para falsidade. -, A, Vv, —, & sdo simbolos de negacao,
conjunc¢do, disjungdo, condicionalidade e bicondicionalidade, respectivamente. O é
o simbolo da necessidade e & é o simbolo da possibilidade. Uma abordagem mais
detalhada pode ser encontrada em [1].

2.1 A Verdade e Mundos Possiveis

De acordo com a idéia de Leibniz, necessidade é o que € verdadeiro em todo mundo
possivel e possibilidade é o que é verdadeiro em algum deles. Linguisticamente, uma
sentenca da forma OA - necessariamente A - € verdade se e somente se A é verdade
em todo mundo possivel e uma sentenga da forma OA - possivelmente A - é verdade
apenas no caso que A é verdadeiro em algum mundo possivel. Temos também uma
sequéncia infinita de conjuntos de mundos possiveis,

Py, Py, Ps,. ..

A intuicdo atrds desta modelagem ¢ o fato de que para cada nimero natural n, o con-
junto P sdo apenas aqueles mundos possiveis nos quais as correspondente sentencga
atdmica P, é verdade. Em outras palavras, a sequéncia Py, Py, P, ... interpreta as sen-
tengas atdmicas estipulando a que cada mundo possiveis eles sdo verdadeiros (e, por
omissdo, quais eles sdo falsos): P, é verdadeiro em um mundo possivel @ se e somente
se @ estd no conjunto P,.

Um modelo é um par

<WP>

em que W € um conjunto de mundos possiveis e P abrevia uma sequéncia infinita
Py, Py, P, ... de subconjuntos de W. Note que W pode conter mundos possiveis que
ndo estdo em nenhum dos conjuntos P,; de fato, qualquer ou todos esses conjuntos po-
dem ser vazios. Também ndo € necessario que o mundo atual apareca em todo modelo.

Em termos de um mundo possivel em um modelo nos estabelecemos as condi¢des
de verdade para as sentencas de acordo com suas formas. Usamos o simbolismo

Fa A



onde A € uma sentenca e @ ¢ um mundo possivel no modelo A =< W, P > ou podemos
também escrever
A é verdade em @ em A

As condicdes de verdade sdo estabelecidas:

1. EXP,ssea € Py, paran=0,1,2,...;

2. X T

3. ndo X 1;

4. EY -A sse ndo EY;

5. EXY AABsseambos EX Ae EX B;

6. EX AV Bsseou k" AouE" B, ouambos;
7. EYA — Bse Y Aentdo X B;

8. EX DA sse para todo 8 em I, |:;I A

9. EXY ©A sse para algum 8 em ¥, Izzt A

2.2 O Problema da Caracterizacao da Independéncia Condicional

Seja [&i],cy um vetor randémico (2 < card N < o) e suponha por simplicidade que
seus componentes sdo varidveis aleatdrias finitamente-valoradas. Entdo definimos uma
relacdo terndria disjunta I sobre exp N (disjunta significa que seu dominio € o conjunto
de triplas de subconjuntos de N par a par disjuntos):

I(A; BIC) vale sse [&];c4 € condicionalmente independente de [£;],c; dado [&]icc -

Chamaremos essa relagdo de relacdo de independéncia condicional (RIC) corre-
pondente a [£;],cy como ela descreve todos os relacionamentos condicionais indepen-
dentes ao longo de seus subvetores.

Nossa questdo € saber se € possivel caracterizar RICs como relagdes terndrias dis-
juntas satisfazendo um conjunto de propriedades do seguinte tipo:

[1(A1, Bi|C1) AN(Ay, By|Co) A .. ANI(A,, BIC)] — I(Ayyy, Br + 1|Crpy)

Essa questdo ¢ chamada de problema da caracterizacdo da RIC em [12]



3 Axiomaticao

De acordo com Studeny [13] tal caracterizag@o ndo € possivel, porém sua prova limita-
se somente a logica proposicional cldssica. Nossa idéia € caracterizar a independéncia
condicional usando uma linguagem modal onde ganhamos um poder maior de expres-
s@o do que o visto em uma linguagem proposicional cléssica.

Considere uma linguagem que além dos conectivos booleanos cldssicos, também
possui uma modalidade bindria “|”.

Como axiomas referentes a esta nova modalidade, temos:

(A0) Todos as tautologias cldssicas
(A1) (B|A) - (A - B)

(A2) (A A B) - (BA)

(A3) (A|B)|C & (AIBAC)

(Ad) A — (Al(BIA))

(AS) —C — ((AIC) & (BIO))

(A6) (A — B) = ((C|B) = (C|A))

Mais as regras usuais de Modus Ponens e Substitui¢do Uniforme. Note que no
caso da modalidade “|” ndo temos nenhuma regra de inferéncia semelhante a regra da
necessitacdo. A no¢do de deducdo € a tradicional, ou seja, uma sequéncia de férmulas,
onde cada uma € a substituicdo de um axioma, ou é obtida das férmulas anteriores na
sequéncia usando Modus Ponens. Desta forma, obtemos os seguintes resultados, que
podem ser vistos como lemas auxiliares:

(L1) (AAB) < ((A|IB) A B)

(L2) A o (A|(B|A))

(L3) (A - B) — ((AIC) — (BIC))
(L4) (A & B) - ((AIC) « (BIC))
(LS) (A & B) — ((CIB) & (ClA))
(L6) ((AIB) & A) = ((BIA) & B)

Em particular, este tltimo resultado vale a pena ser demonstrado. Pelo lema (L5),
obtemos ((A|B) & A) — (B|(A|B) < B|A). Por subsitui¢do em (L2), obtemos
B|(A|B) < B. Combinando estes dois tltimos resultados via 1dgica cléssica, ou seja,
por (A0) obtemos ((A|B) <> A) — ((BJA) & B) como desejado.

Basedo neste lema, podemos definir o simbolo 1L como

ALl B=4r(AB) & A

representando a independéncia estatistica das varidveis bindrias A e B. Neste contexto o
lema (L6) representa a comutatividade da independéncia estatistica e pode ser reescrito
como:

Al B— Bl A.



4 Conclusoes

A independéncia condicional (IC) é um dos conceitos bdsicos em probabilidade. Sua
importancia na estatistica foi acentuada por Dawid [14] em 1979, onde algumas pro-
priedades formais da IC foram mencionadas. O grande interesse em axiomatizar a
independéncia condicional € por seus beneficios na teoria da probabilidade para siste-
mas especialistas (mais detalhes em [12], [2]).

Studény em [13] demonstrou a impossibilidade da caracterizacio da independéncia
condicional. Porém sua prova restringe-se a utilizacdo de uma linguagem proposicional
classica.

Pretendemos contornar essa restri¢do buscando uma caracterizacao para esse pro-
blema utilizando uma linguagem modal, que possui maior poder de expressdo que a
linguagem proposicional cldssica.
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