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1 Introducao

Sejam M e N espacos métricos e f : M — N uma funcao continua.

Entao ¢é facil ver que o gréfico de f

G(f) =A{(z,y) € M x N :y = f(x)}
¢ um subconjunto fechado de M x N (estamos considerando em M x N a

topologia produto). De fato, definindo
¢ (x,y) € M x N ¢(z,y) = d(f(2),y) €R,

vemos claramente que ¢ é continua, pois a métrica d : M x N — R é continua.
Portanto G(f) = ¢71({0}) = {(x,y) € M x N : ¢(x,y) = 0} é fechado em
M x N, pois {0} é fechado em R.

O Teorema do Gréfico Fechado trata da reciproca deste fato no contexto
de espacos de Banach. Seu enunciado diz que se X, Y sao espacos de Banach
eT : X — Y uma transformacao linear com grafico fechado, entao T é

continua.

Tal teorema ¢ juntamente com o Principio da Limitacao Uniforme e o
Teorema da Aplicacao Aberta, um dos teoremas fundamentais no estudo dos

espacos de Banach.
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Neste trabalho, nos propomos a apresentar uma demonstracao do Teo-
rema do Grafico Fechado para aplicagoes multilineares, ou seja, mostraremos
que se Ei, Ey, ..., E,,, F sao espacos de Banache A: Fy x ... x E,, —» F

uma aplicacao multilinear com grafico fechado, entao A é continua.

Denotaremos por K o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos niimeros

complexos C.

2 Aplicacoes Multilineares

Definicao 1. Sejam m € N; Fy, Es, ..., E,, e F espacos vetoriais sobre K.
Dizemos que uma aplicacio A : Ey X ... x E,, — F é m-linear (multilinear)
se € linear em cada varidvel. De forma mais precisa, temos que A : Fy X
... X By — F ém-linear se as fungoes x; — A(x1, ..., Ti 1, i Tixt,y -, Tm)

sao lineares.

O conjunto de todas as aplicagoes m-lineares torna-se um espaco vetorial

se 0 munirmos com as operacoes usuais de espacgos de fungoes. Denotemos

por L,(E, ..., Ey; F) o espago vetorial de todas as aplicagdes m-lineares de
Eyx...xE,emF.Se E, =---=E, = F escreveremos apenas L,("™F; F).
Se Ei,...,E, sao espacos normados sobre K, entao F; X ... x E,,

também torna-se um espaco normado se considerarmos qualquer uma das

seguintes normas

[zl = max |z g
1<i<m
1
lell, = (lzlff + o+l zm g, ),
(1 <p<o0),
onde z = (z1,...,T,) € By X ... x E,. Tais normas sdo equivalentes e

geram a topologia produto em E; X ... X E,,. A menos que se mencione algo,



usaremos a primeira como norma em F; X ... X F,, e escreveremos apenas

[l]]-

Lembremos que B denota a bola unitaria de E, ou seja, Bp = {z €
E:|z|| <1}

A seguir, demonstraremos um teorema que serda bastante 1til para o que
faremos mais a frente, ele exibe algumas equivaléncias sobre a continuidade

de uma aplicacao multilinear:

Teorema 2. Seja m € N. Se F\,Es,...,E, ¢ F sao espacos normados
sobre K e A : By x ... x E,, — F uma aplicacao multilinear, entao sao
equivalentes:

(a) A € continua;
(b) A € continua na origem;

(c) existe uma constante M > 0 tal que ||A(xy,...,zn)|| < M para qual-

quer (3:17 CI axm) S BE1><...><Em;
(d) existe uma constante M > 0 tal que ||A(z1, ..., xm)| < M|z - ||zm]
para qualquer (z1,...,%,) € By X ... X Ey,.

Demonstragao. (a) = (b) Como A é continua, em particular, serd continua

na origem.

(b) = (c¢) Como A é continua na origem, dado € = 1, existe 6 > 0 tal
que, para qualquer = € Ey X -+ X E,,, com ||z]|, < 6, temos que ||A(z)]| < 1.

Sejax = (x1,...,Tn) € By X...x Ey, tal que |[(x1,...,2,)| <1, assim
||(%x1, . ga;m)H < 4 implica HA(%xl, . gxm)H < 1, ou seja,
2m
1A, < 5
Basta entao tomar M = g—:.



(¢c) = (d) Seja x = (x1,...,xm) € F1 X ... X E,, tal que x; # 0 para

todo i = 1,...,m. Temos entao que (m, ceey |I§:||) tem norma igual a 1.
Logo, HA(IIEII’”" ”;ZH) < M, ou seja,
[A@@y, -z < Mzl - flem -
Se x; = O para algum i = 1,...,m, temos que A(xy, -+ ,0,--+ ,x,,) =0,

e portanto a desigualdade continua valida.

(¢) = (a) Sejam a = (a1, ...,ap),x = (x1,...,2y) € By X...X E,. Su-
pondo ||z, ||a]ly < 7 temos que ||z;|| < r e ||la;|| < r para cadai=1,...,m.
Nessas condigoes, provemos que A é uniformemente continua. Considere

Alz) — Ala) = Az — a1, z2,...,Tp)
+A(a, 2 —ag, ..., xTy)
+ Ay, A1, T — )

Assim

|A(x) — A(a)]| < [JA(z1 — a1, 22, ..., xm) || +
||A(a17552—(12,...,1‘m)|| 4+ 4

|A(a1, .-, Qme1, Tm — @) ||
<Mz = arfll|lzs]] - - [Jzml +

May[|[lz2 — ag|] -- - ||kl

+o Mol Nlagallller — ax|

<M H(|loy — anll 4 - A+ ok — axl])
ngm_1||x — all;.

Logo, A é uniformemente continua sobre limitados e portanto continua.
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Observacao 3. Na demonstracao do teorema anterior, ao contrario do que
ocorre no caso linear, nao mostramos que uma aplicagao m-linear é unifor-
memente continua. Na verdade, nenhuma aplicacao m-linear, m > 2, é uni-
formemente continua, a menos que seja a aplicagao nula: De fato, seja A #Z 0
m-linear. Entao existe (x1,za,...,z,) tal que ||A(xy, zo,...,2,)|| > r > 0.
Cada z; é entao nao nulo. Se e = r, para qualquer 6 > 0, podemos escolher

AeKtalque 0 < | A | < ou seja, |[Azy]| < . Com isso,

||~’v K

e X
||(:v1+/\:v1,T2,...,:pm) - (xl,f,...,a;m)n = || Az
¢ menor que d. Mas
X X
IA(z1 + Aaq, fxm) — A(:cl,f,...,xm)u —
Z2
= HA()\Q?l,T,?l'm)H
= ||A<ZL‘1,ZI§'2,. .. ,I’m)” > .

Logo, A nao é uniformemente continua.

Denotemos por L(E4, ..., E,; F) o subespago vetorial de L, (Ey, ..., By F)

de todas as aplicacoes m-lineares continuas de F; x ... X E,, em F.

Definimos a multilinearidade de uma aplicacao em termos de suas variaveis.
Apesar disso, uma multilinear pode ser continua em cada variavel separada-

mente sem ser continua, como mostra o exemplo:

Exemplo 4. Seja E = €1, ([0,1]), o espago vetorial das fungoes continuas
de [0,1] em R munido da norma ||x|| = fo |z(t)|dt. A aplicacio B € L,(*F)
definida por B(z,y) fo t)dt € separadamente continua, mas ndao €

continua.

Vejamos primeiro que B ¢é separadamente continua. Para cada x de E



fixo, temos
1
| Blry)| < / () || y() | dt
01
< [ el L ute)
1
. / | y(t) | dt = ||zl

ou seja, é continua na segunda variavel. De maneira analoga mostra-se que B
é continua na primeira variavel. Assim, B é continua separadamente. Para

verificarmos que B nao é continua, considere a sequéncia

n—ndt ,se0<t<L

J— n
T, = )

0 ; se 5 <t <L

Vemos entao que

1

Z + 1
||$n||1:/n |n—n3t|dt:/n n—nitdt=—.
0 0 2n

Portanto, (z,,x,) — 0. Mas

1
nZ 1
B(zp,x,) = / (n —n’t)dt = -,
0 3

que nao converge para zero.

Entretanto, se os espacos forem de Banach, a continuidade em cada
variavel serd uma condicao suficiente para garantir a continuidade da aplicacao,
esse ¢ exatamente o conteido do proximo teorema. Mas antes, lembremos o

que diz o Principio da Limitacao Uniforme.

Teorema 5. (Principio da Limita¢ao Uniforme) Seja G uma familia nao
vazia de operadores lineares continuos de X em'Y, com X espaco de Banach
e Y espago normado, tal que para cada x € X {||T(x)|| : T € G} € limitado,
entdao {||T|| : T € G} € limitado.



Demonstracao. Ver [3]. O

Teorema 6. Sejam E,, FE,, ..., E,, espacos de Banach e F' um espaco
normado. FEntio, A € L,(Ey,...,Eyn; F) é continua se, e somente se, €

continua em cada varidvel.

Demonstracdao. Se A é continua, entao A é continua em cada variavel, pois as
fungdes x; — A(x1, ..., Ti_1,%i, Tiy1, ..., Ty) SA0 restrigdes de A ao conjunto
{1} x ... x By xooox {xg )

Por outro lado, seja A : Fy x E5 — F bilinear e continua em cada
variavel separadamente. Entao, para cada y de F,, a funcao definida por
Ay(x) = A(z,y) é linear e continua. Analogamente, para cada z de Ey, a
fungao definida por A,(y) = A(z,y) é linear e continua, e portanto, temos
que

[A(z, )l = AWl < Me|yll,

para todo y de Ey. Em particilar, se ||y|| < 1 temos
1Ay (@)l = |4z ()] < M,

Counsidere a familia
g= {Ay Yy e BEz}

Entao,
[Ay(2)[| < My, VA, €G.

Pelo Teorema da Limitacao Uniforme, existe uma constante M > 0 tal que
1A, < M, ¥4, € 6.
Entao, para todo x € Ey e y € Ey, com |jz|| < 1e|y| <1 temos
1Az, )l = [[Ay ()] < [| Ayl < M,

assim, para todo (z,y) de Ey X Es, ||A(z,y)|| < M||z||||y||. Pelo teorema 2

A é continua.



Suponha agora que toda aplicagdo (m — 1)-linear continua separada-
mente seja continua. Considere A uma aplicagao m-linear continua separa-

damente.

Para cada x,, fixado, defina

A Eix.. xE,.1 — F

(X1, oy Tme1) = AT, Tty T

Tm

que é (m — 1)-linear e continua separadamente, e portanto, continua. Entao
existe M, tal que

[A@y e )l = Aey, (21, @)

< M, [l lemall-

Se ||z;|| <1, i < m, temos
|A(z1, .. e, ) || < My,
Definindo a familia
G={A4 . 4, ., 0 €Bg, i <m},
teremos que, para cada x,, de F,,,
[Aas o s (@) = [[A(T1, s 2y, )| < M,

e novamente pelo Teorema da Limitagao Uniforme, existe uma constante M
tal que
HAxly"'yxm—IH S M’ VAxly'“vxm—l G g

e portanto, para cada x; € F; de norma menor ou igual a 1 temos que

|A(z1, ..o T, T || < M.

Portanto, novamente pelo teorema 2 A é continua. O
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Para provarmos um corolario do teorema anterior, necessitaremos dos

seguintes resultados:

Proposicao 7. Todo espag¢o normado de dimensao finita é um espago de
Banach.

Proposicao 8. Toda aplicacao linear definida em um espaco normado de

dimensao finita € continua.

Para ver uma demonstracao desses resultados, recomendamos consultar

[3]-

Corolario 9. Uma multilinear que estd definida em um produto de espagos

de dimensdo finita € sempre continua.

Demonstracao. Seja A uma aplicacao multilinear definida em um produto
de espacos de dimensao finita. Como todo espaco de dimensao finita é um
espago de Banach (Proposigao 7), pelo Teorema 6 basta mostrar que A é
continua em cada variavel. Mas toda aplicacao linear definida em um espago
de dimensao finita é continua (Proposi¢ao 8). Logo, A é continua em cada

variavel. n

3 Resultado principal

Passemos finalmente a discutir o resultado principal deste trabalho.

Teorema 10. Se Ey, s, ..., E,, e F' sdo espacos de Banach e A : Fy X ... X
E,, — F € uma aplicagio multilinear com grdfico G(A) fechado, entdo A ¢

continua.

Demonstracdo. Vamos mostrar que A é continua em cada variavel separada-

mente. A conclusao seguird do Teorema 6. Seja entao i € {1,...,m} fixo.
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Para cada 1l < j <m, j # 1, fixe a; € Ej. Denotemos por E := E; X...X E,
eJ ={a}x...xE x...x{an} x F.

Considere a aplicagdo A; : z; € E; — A(ay, ..., i1, Ti, Gix1, ..., 0p) €
F. Pela multilinearidade de A, temos que cada A; é uma aplicacao linear.

Defina
Y J — E; xF

(@1, Ziy ooy amyy) — (24,Y)

(@1, Ty ooy Qs y), (A1, o Ty ey, ) € J €

lo(ar, . o iy ooy am, y) —p(ar, oo Tiy ooy Ay 4) ||
= |[(xs,y) — (23, y)|| = max{||z; — 7|, [ly — vl }

=\[(a1,. iy oy @y y)— (A1, Ty ooy Ay )|

Logo, ¢ é uma imersao isométrica e portanto injetora e continua.

Por outro lado, dado (z;,y) € E;x F, se tomarmos (a1, ..., T, ..., 0m,Y) €
J, temos que ¢(ay,...,x;...,am,y) = (25,y) e portanto ¢ é sobrejetora.
Entao ¢ é uma isometria sobrejetora e consequéntemente um homeomor-
fismo, pois a inversa de uma isometria é também isometria e portanto continua,
ver [6].

Por hipétese G(A) é fechado em E x F. J é fechado em E x F, pois
¢ produto de fechados. Como interseccao finita de fechados ¢é fechado, se-

gue que G(A) N J é fechado. Do fato de ¢ ser homeomorfismo implica que
©(G(A)NJ) é fechado em E; x F'. Provemos agora que p(G(A)NJ) = G(4;).

Seja (v,w) € G(A;) = {(vs,y) € E; x F : Aj(x;) = y}. Entao

10



A;(v) = w e pela definigdo de A; temos que A(ay,...,v,...,a,) = w. Logo,
(@1, 0, o A, w) € G(A) e temos também que (ay,...,v,...,an,w) € J
portanto, (ai,...,v,...,an,w) € G(A)NJ. Mas ¢(a1,...,0,...,0p, w) =
(v,w), consequentemente G(A;) C o(G(A) N J).

Seja agora (v, w) € p(G(A)NJ)). Entao existe (a1, ..., 2, ..., am,Y) €
GA)NJ comy = Alay,...,x;, ... an) tal que @(ay, ..., 2q ... an,Yy) =
(v,w), mas p(ay, ..., Ty ..., am,y) = (25, y) e portanto w = A(ay,...,v,...,a4y) =
A;(v) e consequentemente (v, w) € (4;), ou seja, p(G(A)NJ) C G(A;).

Verificada as inclusoes acima, temos entao que ¢(G(A) N J) = G(A;).
Logo G(A;) é fechado em E; x F. Pelo Teorema do Gréfico Fechado para
transformacoes lineares, obtemos que A; é continua. Como o ¢ fixado ¢
arbitrario, temos que A é continua em cada varidvel e portanto continua pelo

Teorema 6. O

4 Consideracoes finais

Achamos relevante colocarmos neste momento uma discussao que foi le-
vantada no artigo estudado a respeito do titulo de um outro artigo, o qual nos
leva a entender ser possivel apresentar um contra-exemplo para o resultado

da segao anterior.

Consideremos as seguintes afirmacoes:

(1) Se E e F sao espagos de Banach e T': E — F é uma transformagao
linear com gréfico fechado, entdo 7' é continua (Teorema do Gréfico
Fechado)

(2) Se E e F sao espagos de Banach e T': E — F é uma transformagao
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linear, sobrejetora e continua, entao existe uma constante M > 0 tal
que para qualquer y € F' com |ly|| = 1, existe z € E tal que T'(z) =y
ezl <M

As afirmacoes acima sao equivalentes® no contexto de Espacos de Ba-
nach. Por essa razdo que as vezes (2) também é chamada de Teorema do

Gréfico Fechado (ver por exemplo as notas de aula [6]).

As afirmagdes abaixo sdo versoes naturais de (1) e (2) para aplicagdes

bilineares:

(1) Se Ey, Ey e F sao espagos de Banach e A : Fy x F; — F é uma

aplicacao bilinear com grafico fechado, entao A é continua

(2’) Se Ey, Es e F sao espagos de Banach e A : Fy x E; — F é uma aplicagao
bilinear, sobrejetora e continua, entao existe uma constante M > 0 tal
que para qualquer y € F com |ly|| = 1, existe (z1,22) € Ey X Ey tal
que A(z1,32) =y e |[z1|[[z2]] £ M

O artigo A counterexample to the closed graph theorem for bilinear maps,
de P. J. Cohen [1], como mencionamos acima, sugere em seu titulo que teria
dado um contra-exemplo de (1) para o caso bilinear. Porém, o que de fato é

apresentado no artigo de Cohen é um contra-exemplo de (27).

Isso,juntamente com o resultado da se¢ao anterior, nos mostra que, ao
contrério do caso linear, as afirmagoes (1’) e (2’) nao sao equivalentes, pois,

como vimos, o Teorema do Grafico fechado para multilineares de fato é valido.

2Aqui o termo equivalentes significa que é possivel provar uma afirmacio a partir da

outra, e vice e versa, de uma maneira simples
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