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1. Introducao

Apresentaremos neste trabalho uma demonstragao
elementar de um resultado envolvendo a nog¢ao de
diferenciabilidade de func¢oes em espacos normados.
Dados E e F' espagos normados sobre R ou C, A um
subconjunto aberto conexo nao vazio de E e uma
funcao f : A — F diferenciavel em A com df = 0
provaremos, utilizando apenas a definicao de diferen-
cial, que f é constante.

Observemos que a demonstracao usualmente en-
contrada na literatura sobre diferencial em espagos
normados de dimensao infinita usa a Desigualdade
de Lagrange (cf. [5]).

No que sera apresentado, indicaremos por E e F'
espagos normados sobre R ou C. A indicara um sub-
conjunto aberto nao vazio de F e L(E, F') o conjunto
das aplicagoes lineares continuas de F em F'.

2. A diferencial em espacgos
normados

Definigao 1. Seja A um subconjunto aberto nao va-
zio de E. Uma fungao f: A — F diz - se diferencid-
vel no ponto xog € A se ewistir uma aplicacdao linear
continua T em L(E, F) tal que

| f(z) = f(zo) = T(x — x0) ||

=0.
& — o ||

lim
r—xQ

Proposigao 1. A transformacio T € L(E,F) da
defini¢cao acima, caso ewxista, € unica.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista Ty, 1o €
L(E, F) satisfazendo a defini¢do acima. Seja Sg =
{r € E:| z|=1} e tomamos v € Sg fixado. Entao
temos que

normados

0y TG0+ X0) = fao) = Tiw) |
A—0 | Ao |
o 1o+ M) — flmg) = Tiw) |
A—0 [\l
. + \v) —
_ )1\11% ” f(xO 7/}\) f(xO) _ Tl(’U) H
Entao
o flmo + M) = flwo)
nw) = fim ) ’
para todo v € Sg.
Analogamente obtemos
To(w) = lim f(xo + \v) — f(fﬂo)’
A—0 A

para todo v € Sg.

Logo

Tl(’U) = TQ(U), Vv € Sg.
Assim, se v # 0 temos que Tl(ﬁ) Ly ) e por-
tanto, pela linearidade das aplicac¢oes Ty (v) = Tz (v),
para todo vetor v # 0. Como T1(0) = T5(0) = 0,
segue que 17 = T5. O

A aplicacao T da definicdo chama-se diferencial de
f em xo e é denotada por df (x¢).

Dizemos que uma fun¢do f : A — F' é diferencidvel
se f for diferenciavel em todos os pontos de A. Neste
caso, a diferencial de f em A é afuncdodf : x € A —
df(x) € L(E,F).

Proposigao 2. Seja f: A — F uma funcgao dife-
rencidvel em xo € A, entio f € conlinua em x.

Demonstragao. Como f é diferencidvel em xq, existe
uma aplicagdo T em L(E, F) tal que

i 1L (@) = fl@o) = T(@—zo) | _
Jo, To—zol
Entao
i LS (®) ~ J|C($C0) - T”(:v — o) || lo—g0l| =
z—zo T —
Tim | f(@) = f(e0) = T(@—a0) | = 0

Chamemos essa ultima linha de (x).
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Pela linearidade de T temos que

0 < [[f(@) = flzo) || (+%) e
() < || f(z) = fwo) = T(x —xo) | +
+ || T(z) — T(xo) ||, paratodo z e zyg € A.

Da continuidade de T e de (*) segue que o lado
direito da ultima desigualdade acima tende a zero
quando x — x( e portanto,

lim || f(z) = f(zo) =0,
r—xQ
0 que mostra que f é continua em x. O

Daremos a seguir alguns exemplos de fungoes di-
ferenciaveis:

Exemplo 1. Seja a € F. Entao a fun¢ao constante
firxeE—acF

tem diferencial igual a 0 em E. De fato, como [ €
constante, entio dado xy € E, f(x) = f(xo), para
todo x em E. Portanto

f(@) = (o)

onde 0o 0 do lado esquerdo da igualdade denota a
transformagao nula de L(E, F). Assim

—0(x —x0) =0,

joy 1LF@) = F@0) = 0@ —20) | _
— To—ao]

0
lm —— = 0
vz || 2 — o |

2

isto €, encontramos wma transformagao linear con-
tinua 0 : E — F que satisfaz 4 condi¢cdao da defini-
cao de diferenciabilidade. Desta forma tem-se que
[ € diferencidvel em xo e que df (o) = 0 para todo
xo € F.

Exemplo 2. Seja T € L(E, F). Entao T é diferen-
ciavel em E e dT é a funcao constante x € £ — T €
L(E, F). De fato, pela linearidade de T temos que

T(x) —T(xo) —T(x —x0) =0

para todo x e g em FE. Portanto,
| T(x) — T(x9) — T(x — o) |

lim =
v—z0 | 2 =0 ||

lim —— = 0
a=ao || 2 — o ||
Assim, encontramos 7' € L(E, F') que satisfaz a con-
dicao de diferenciabilidade. Portanto, T" é diferencia-
vel em xg e sua diferencial neste ponto é df (z9) = T.

Observagcao 1. Se B C A €& um aberto nao vazio e
f for diferenciavel em A, entdo sua restricdo f|g
seré diferenciavel em B e df |p(zo) = df (x0), zo € B.

Exemplo 3. Seja r € R tal que > 0. Considere a
funcao

f: B1(0) - E

T = rr

onde B1(0) = {z € E: || = ||< 1}. Portanto, segue
da observagao acima que f é diferenciavel em B (0).

Exemplo 4. Seja x; € F e considere a fungao

f: F — E
r — T+x

temos que f é diferenciavel em E e df (zo) = idg,
para todo xg € F, onde idg denota a func¢ao identi-
dade em FE. De fato

| f(2) -

f(@o) —idp(x — o) ||

lim =

z =0 | — a0 |
lim |+ 21 —ax0—21 — 2+ 20 || 0.
z—0 | 2 — o |

3. Resultado principal

Num primeiro curso de calculo é introduzido o con-
ceito de derivada de funcoes de uma variavel real e
suas propriedades, dentre as quais : se f: J — R
é constante, entao sua derivada é nula em J, onde
J é um intervalo aberto de R. Para se demonstrar
a reciproca desta propriedade utiliza-se o Teorema
do Valor Médio (cf. [3]). Daremos a seguir uma de-
monstracao da reciproca deste resultado para uma
bola aberta de raio 1 e centrada na origem. Em
seguida provaremos o mesmo resultado para uma
bola de centro e raio qualquer e finalmente para um
aberto conexo nao vazio qualquer de E.

Proposigao 3. Se f : B1(0) — F ¢é uma funcdo
com df =0 em B1(0), entao f € constante.

Demonstragao. Considere primeiro f(0) = 0. Supo-
nha, por absurdo, que f nao é constante em B1(0).
Mostremos que df #Z 0 em B;(0), ou seja, que existe
xo € Bi1(0) tal que df(zp) # 0 em E. Como f
nao é constante, existe 0 # v € B1(0) com f(v) # 0.

L~ 0. Assim || f(v) | =M || v .

Seja M = ol
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Defina:
I={te]o,1]:| f(tv) | = M| tv ] }

Observe que I # 0 e limitado, pois 1 € I et €
10,1]. Logo I possui infimo. Seja a = infI. Como
0<a<1ewve B(0) segue que av € B1(0). Pela
definicdo de infimo existe (t,), seqiiéncia positiva
em I tal que: ¢, — a. Como f e || .| sdo fungoes
continuas temos:

f(tnv) — flav) e || f(tav) [—] f(av) ||
e portanto
| flav) || =2 M || av | (1)

Passemos entao a considerar os seguintes casos:

Primeiro caso: a = 0.
Pela defini¢do de infimo existe (¢, ), em I tal que
t, — a. Entao

| f(tnv) [| 2 M | oo || Vo €N

Assim df (0) nao é identicamente nula, pois caso con-
trario, teriamos que:

o~ —
0 L@ =TO) - FO) - 0) |
o =0
o @1 ol
Y I

O que é um absurdo!

Segundo caso: a > 0.
Seja 0 < b < a e suponhamos

| f(bv) = flav) |[< M | bv —av | (2)
Notemos que

[ flav) | = || flav) = f(bv) + f(bv) |
< [ f(bv) = flav) [ + ] f(bo) I

e assim, por (1) e (2):

| f(bo) |l | f(av) || = [ f(bv) = f(av) |

M av | — M| bv—av |

= Mllav| - Mb—al [ v

= Mlav| - M(a=0b)| v

= M|av|—=M|av|+ Mlbv|
= M|b]|.

Logo
| f(ov) | = M || bu |

o que contradiz o fato de a = infI. Portanto, para
0 < b < a tem-se:

Lfbv) = flav) ||,

| bv — av ||

(3)

Em particular, para cadan € N tal que a — % > 0,
seja b, = a — . Entdo 0 < b, < a e por (3):

[ f(bnv) = flav) ||

> M
| bpv — av ||

Para n — +oo, temos que b, — a e b,v — av.
Logo, df (av) ndo se anula em F, pois caso contra-
rio )
o 1) = fa) |
| bnv — av ||

b, —a

0 que é um absurdo.

Para o caso em que f(0) # 0 defina g(z) = f(x) —
f£(0), 2 € B1(0), como g(0) = 0 e df = dg segue pelo
que provamos acima que g = 0 e portanto f(x) =

£(0). O

Para provarmos a proposigao anterior tendo como
dominio da f uma bola de centro e raio qualquer
precisaremos da seguinte

Proposigao 4. Sejam E, F,G espac¢os normados e
A C E,B C F abertos nio vazios. Sejam f: A —
F eg: B — G fungoes tais que f(A) C B. Se f ¢
diferencidvel em um ponto p € A e g € diferencidvel
em f(p), entdo go [ é diferencidvel em p e

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df (p)

Demonstragio. De g ser diferenciavel em f(p) te-
mos:

r(y) = g(y) — g9(f(p)) — dg(f(p))(y — f(p))

lim r(¥)

vt Ty — o) ’ @

onde

9(f(x)) = g(f(p)) +dg(f(p))(f(x) = () +r(f (2))-

De f ser diferenciavel em p temos

s(z) = f(x) = f(p) — df (p)(z — p) (5)

com

lim &) g, (6)
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Assim

dg(f())(df (p)(x —p) + s(x)) +r(f(x) =
(go f)(x) —(go f)p)
e
(go f(z) —(go f)(p) —dg(f(p))df (p)(x —p) =

dg(f(p))df (p)s(x) +r(f(x))

Para provarmos que (g o f) é diferenciavel em p
devemos mostrar que

i g0 )(@) = (g o f)(p) — dg(f(p))df (p)(x — p) |

r—p [z —pll

é igual a zero. Para isso, basta provarmos que

I dg(f(p)s(z) +r(f@) | _
[z —pll '

lim

xr—p

Usando a desigualdade triangular, obtemos que é su-
ficiente mostrarmos que

s(x) [ r(f(=)) |
-pl [z —pll

Como dg(f(p)) é linear temos que dg(f(p))(0) = 0.
Logo, como é continua e por (6)

lim || dg(f(p)) =0.

z=p | =

| + lim

r—p

_s@) | _y,
[z—p
Desta forma basta provarmos que

o @) |

e=p Jz—p|

lim |dg(f(p))

xr—p

=0.

Utilizando a defini¢do de limite para (4) temos que
para todo € > 0, existe p > 0 tal que

() |l 2

0<lly—=f(p) II<p éllm 0 < ST
Assim,
0<lly—fp) II<p =>||7"(y)||<M+1||y f® 1,

onde M = || df (p) ||-

Da continuidade de f em p temos que existe § > 0
tal que

[z—pll<d = flz)=Ffp) I <p
Entao
0 <|lz—p| < 5:>
= [ r(f@) | < | (@)= f(p) |

M+1

Dividindo ambos os lados da desigualdade por
|| x — p || obtemos

Ir(f@) | e
Te—pll ~M+1

| f() = fp) |l
[z—pl

(*)

Usando novamente a definicdo de limite em (6)
temos que existe §; > 0.

As(@) |
Tz —pl

e substituindo (5) em (*) temos que, se Jy =
min{d, 01} e O0< [z —p]| <do

O<|z—p|l<dh = <1

Ir(f@) Il e Idf@)(@—p)+s)]
[z—pl M+1 [z—pl
( )
< M+ | I < e
M +1 Tz=pl
Usamos acima a desigualdade triangular.
Portanto
o<le—pl<d = | D g
T —p
ou seja,
o @)
a=p ||z —pl
O

A proposicao acima ¢é usualmente denominada re-
gra da cadeia e iremos fazer uso dela para demons-
trarmos a seguinte

Proposicao 5. Seja f : B.(xg) — F com df =0,
r > 0. Entao f € constante.

Demonstragio. Seja k : B1(0) — F a fungdo k =
fogoh, onde

h : B(0) — B, (0)CE
T — rT

g : B.(0) — B.(rg)CFE
x — xr + xo

Como f, g e h sao diferenciaveis segue, da regra
da cadeia que:

dk(xo) d(f o goh)(zo)

d(f o g)(h(xo))dh(xo)

df (9(h(o)))dg(h(zo))dh(zo)

Do fato de df = 0 segue que dk = 0, para todo x €

B;1(0) e pela proposicao 3, k é constante e portanto,
f é constante. O
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Para concluirmos, provaremos para o caso mais ge-
ral em que A é um aberto conexo nao vazio qualquer
de F.

Proposigao 6. Seja A um aberto conexo nao vazio
qualquer de E e f: A — F uma fun¢ao com df =0
em A. Entao f € constante em A.

Demonstrag¢ao. Fixemos w € A e sejam

U={zed:f(z)=[f(w)}

V={zecA:f(x)# f(w)}

Notemos que UNV = e UUV = A e provemos
que U e V sao abertos:

Seja x1 € U. Do fato de A ser aberto temos
que existe 1 > 0 tal que B, (x;) C A. Pela
proposicdo 5, f é constante em B, (z1), 0 que
implica f(f[:) = f(xl) = f(’IU), Ve By, (xl) Logo,
BT1 (J,'l) cU.

Seja xo € V. Do fato de A ser aberto temos que
existe o > 0 tal que B,,(x2) C A. Novamente
pela proposicdo 5, f é constante em B,,(x2) e
entao f(f[:) = f($2) 7& f(w)7 Ve Brz (x2) LOgO;
BT2 (1'2) cV.

Da conexidade de A segue que U ou V deve ser
vazio. Como w € U, U # (). Logo V = () e conse-
quentemente U = A e f é constante em A.

O
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