
A noção de diferenial em espaços normadosGlauio Fabiano da Silva1 eLeonardo Pellegrini (Orientador)21 Instituto de Matemátia e Estatístia,Universidade de São Paulo (USP), Brasil - Bolsista doprograma Ensinar om Pesquisa 2008glauio.matema�usp.br2 Instituto de Matemátia e Estatístia,Universidade de São Paulo (USP), Brasilleonardo�ime.usp.br1. IntroduçãoApresentaremos neste trabalho uma demonstraçãoelementar de um resultado envolvendo a noção dedifereniabilidade de funções em espaços normados.Dados E e F espaços normados sobre R ou C, A umsubonjunto aberto onexo não vazio de E e umafunção f : A → F difereniável em A om df = 0provaremos, utilizando apenas a de�nição de diferen-ial, que f é onstante.Observemos que a demonstração usualmente en-ontrada na literatura sobre diferenial em espaçosnormados de dimensão in�nita usa a Desigualdadede Lagrange (f. [5℄).No que será apresentado, indiaremos por E e Fespaços normados sobre R ou C. A indiará um sub-onjunto aberto não vazio de E e L(E, F ) o onjuntodas apliações lineares ontínuas de E em F .2. A diferenial em espaçosnormadosDe�nição 1. Seja A um subonjunto aberto não va-zio de E. Uma função f : A → F diz - se difereniá-vel no ponto x0 ∈ A se existir uma apliação linearontínua T em L(E, F ) tal que
lim

x→x0

‖ f(x) − f(x0) − T (x − x0) ‖

‖ x − x0 ‖
= 0.Proposição 1. A transformação T ∈ L(E, F ) dade�nição aima, aso exista, é únia.Demonstração. Suponhamos que exista T1, T2 ∈

L(E, F ) satisfazendo a de�nição aima. Seja SE =
{x ∈ E : ‖ x ‖= 1} e tomamos v ∈ SE �xado. Entãotemos que

0 = lim
λ→0

‖ f(x0 + λv) − f(x0) − T1(λv) ‖

‖ λv ‖

= lim
λ→0

‖ f(x0 + λv) − f(x0) − T1(λv) ‖

|λ|

= lim
λ→0

‖
f(x0 + λv) − f(x0)

λ
− T1(v) ‖Então

T1(v) = lim
λ→0

f(x0 + λv) − f(x0)

λ
,para todo v ∈ SE .Analogamente obtemos

T2(v) = lim
λ→0

f(x0 + λv) − f(x0)

λ
,para todo v ∈ SE .Logo

T1(v) = T2(v), ∀v ∈ SE .Assim, se v 6= 0 temos que T1(
v

‖v‖ ) = T2(
v

‖v‖ ) e por-tanto, pela linearidade das apliações T1(v) = T2(v),para todo vetor v 6= 0. Como T1(0) = T2(0) = 0,segue que T1 = T2.A apliação T da de�nição hama-se diferenial de
f em x0 e é denotada por df(x0).Dizemos que uma função f : A → F é difereniávelse f for difereniável em todos os pontos de A. Nesteaso, a diferenial de f em A é a função df : x ∈ A 7→
df(x) ∈ L(E, F ).Proposição 2. Seja f : A → F uma função dife-reniável em x0 ∈ A, então f é ontínua em x0.Demonstração. Como f é difereniável em x0, existeuma apliação T em L(E, F ) tal que

lim
x→x0

‖ f(x) − f(x0) − T (x − x0) ‖

‖ x − x0 ‖
= 0Então

lim
x→x0

‖ f(x) − f(x0) − T (x − x0) ‖

‖ x − x0 ‖
‖ x − x0 ‖ =

lim
x→x0

‖ f(x) − f(x0) − T (x − x0) ‖ = 0Chamemos essa ultima linha de (∗).
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Pela linearidade de T temos que
0 ≤ ‖ f(x) − f(x0) ‖ (∗∗) e

(∗∗) ≤ ‖ f(x) − f(x0) − T (x − x0) ‖ +

+ ‖ T (x) − T (x0) ‖, para todo x e x0 ∈ A.Da ontinuidade de T e de (∗) segue que o ladodireito da ultima desigualdade aima tende a zeroquando x → x0 e portanto,
lim

x→x0

‖ f(x) − f(x0) ‖= 0,o que mostra que f é ontínua em x0.Daremos a seguir alguns exemplos de funções di-fereniáveis:Exemplo 1. Seja a ∈ F . Então a função onstante
f : x ∈ E 7→ a ∈ Ftem diferenial igual a 0 em E. De fato, omo f éonstante, então dado x0 ∈ E, f(x) = f(x0), paratodo x em E. Portanto

f(x) − f(x0) − 0(x − x0) = 0,onde o 0 do lado esquerdo da igualdade denota atransformação nula de L(E, F ). Assim
lim

x→x0

‖ f(x) − f(x0) − 0(x − x0) ‖

‖ x − x0 ‖
=

lim
x→x0

0

‖ x − x0 ‖
= 0isto é, enontramos uma transformação linear on-tínua 0 : E → F que satisfaz à ondição da de�ni-ção de difereniabilidade. Desta forma tem-se que

f é difereniável em x0 e que df(x0) = 0 para todo
x0 ∈ E.Exemplo 2. Seja T ∈ L(E, F ). Então T é diferen-iável em E e dT é a função onstante x ∈ E 7→ T ∈
L(E, F ). De fato, pela linearidade de T temos que

T (x) − T (x0) − T (x − x0) = 0para todo x e x0 em E. Portanto,
lim

x→x0

‖ T (x) − T (x0) − T (x − x0) ‖

‖ x − x0 ‖
=

lim
x→x0

0

‖ x − x0 ‖
= 0Assim, enontramos T ∈ L(E, F ) que satisfaz a on-dição de difereniabilidade. Portanto, T é difereniá-vel em x0 e sua diferenial neste ponto é df(x0) = T .

Observação 1. Se B ⊂ A é um aberto não vazio e
f for difereniável em A, então sua restrição f |Bserá difereniável em B e df |B(x0) = df(x0), x0 ∈ B.Exemplo 3. Seja r ∈ R tal que r > 0. Considere afunção

f : B1(0) → E

x 7→ rxonde B1(0) = {x ∈ E : ‖ x ‖< 1}. Portanto, segueda observação aima que f é difereniável em B1(0).Exemplo 4. Seja x1 ∈ E e onsidere a função
f : E → E

x 7→ x + x1temos que f é difereniável em E e df(x0) = idE ,para todo x0 ∈ E, onde idE denota a função identi-dade em E. De fato
lim

x→x0

‖ f(x) − f(x0) − idE(x − x0) ‖

‖ x − x0 ‖
=

lim
x→x0

‖ x + x1 − x0 − x1 − x + x0 ‖

‖ x − x0 ‖
= 0.3. Resultado prinipalNum primeiro urso de álulo é introduzido o on-eito de derivada de funções de uma variável real esuas propriedades, dentre as quais : se f : J → Ré onstante, então sua derivada é nula em J , onde

J é um intervalo aberto de R. Para se demonstrara reíproa desta propriedade utiliza-se o Teoremado Valor Médio (f. [3℄). Daremos a seguir uma de-monstração da reíproa deste resultado para umabola aberta de raio 1 e entrada na origem. Emseguida provaremos o mesmo resultado para umabola de entro e raio qualquer e �nalmente para umaberto onexo não vazio qualquer de E.Proposição 3. Se f : B1(0) → F é uma funçãoom df = 0 em B1(0), então f é onstante.Demonstração. Considere primeiro f(0) = 0. Supo-nha, por absurdo, que f não é onstante em B1(0).Mostremos que df 6≡ 0 em B1(0), ou seja, que existe
x0 ∈ B1(0) tal que df(x0) 6≡ 0 em E. Como fnão é onstante, existe 0 6= v ∈ B1(0) om f(v) 6= 0.Seja M = ‖f(v)‖

‖v‖ > 0. Assim ‖ f(v) ‖ = M ‖ v ‖.
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De�na:
I = { t ∈ ]0, 1] : ‖ f(tv) ‖ ≥ M ‖ tv ‖ }Observe que I 6= ∅ e limitado, pois 1 ∈ I e t ∈

]0, 1]. Logo I possui ín�mo. Seja a = infI. Como
0 ≤ a ≤ 1 e v ∈ B1(0) segue que av ∈ B1(0). Pelade�nição de ín�mo existe (tn)n seqüênia positivaem I tal que: tn −→ a. Como f e ‖ . ‖ são funçõesontínuas temos:

f(tnv) −→ f(av) e ‖ f(tnv) ‖−→‖ f(av) ‖e portanto
‖ f(av) ‖ ≥ M ‖ av ‖ (1)Passemos então a onsiderar os seguintes asos:Primeiro aso: a = 0.Pela de�nição de ín�mo existe (tn)n em I tal que

tn → a. Então
‖ f(tnv) ‖ ≥ M ‖ tnv ‖ ∀n ∈ NAssim df(0) não é identiamente nula, pois aso on-trário, teríamos que:

0 = lim
x→0

‖ f(x) −

=0
︷︸︸︷

f(0) −

=0
︷ ︸︸ ︷

df(0)(x − 0) ‖

‖ x − 0 ‖

= lim
x→0

‖ f(x) ‖

‖ x ‖
= lim

n→∞

‖ f(tnv) ‖

‖ tnv ‖
≥ MO que é um absurdo!Segundo aso: a > 0.Seja 0 < b < a e suponhamos

‖ f(bv) − f(av) ‖≤ M ‖ bv − av ‖ (2)Notemos que
‖ f(av) ‖ = ‖ f(av) − f(bv) + f(bv) ‖

≤ ‖ f(bv) − f(av) ‖ + ‖ f(bv) ‖,e assim, por (1) e (2):
‖ f(bv) ‖ ≥ ‖ f(av) ‖ − ‖ f(bv) − f(av) ‖

≥ M ‖ av ‖ − M ‖ bv − av ‖

= M ‖ av ‖ − M |b − a| ‖ v ‖

= M ‖ av ‖ − M(a − b) ‖ v ‖

= M ‖ av ‖ − M ‖ av ‖ + M ‖ bv ‖

= M ‖ bv ‖ .

Logo
‖ f(bv) ‖ ≥ M ‖ bv ‖o que ontradiz o fato de a = infI. Portanto, para

0 < b < a tem-se:
‖ f(bv) − f(av) ‖

‖ bv − av ‖
> M (3)Em partiular, para ada n ∈ N tal que a− 1

n
> 0,seja bn = a − 1

n
. Então 0 < bn < a e por (3):

‖ f(bnv) − f(av) ‖

‖ bnv − av ‖
> MPara n → +∞, temos que bn −→ a e bnv −→ av.Logo, df(av) não se anula em E, pois aso ontrá-rio

0 = lim
bn→a

‖ f(bnv) − f(av) ‖

‖ bnv − av ‖
≥ Mo que é um absurdo.Para o aso em que f(0) 6= 0 de�na g(x) = f(x)−

f(0), x ∈ B1(0), omo g(0) = 0 e df = dg segue peloque provamos aima que g ≡ 0 e portanto f(x) =
f(0).Para provarmos a proposição anterior tendo omodomínio da f uma bola de entro e raio qualquerpreisaremos da seguinteProposição 4. Sejam E, F, G espaços normados e
A ⊂ E, B ⊂ F abertos não vazios. Sejam f : A −→
F e g : B −→ G funções tais que f(A) ⊂ B. Se f édifereniável em um ponto p ∈ A e g é difereniávelem f(p), então g ◦ f é difereniável em p e

d(g ◦ f)(p) = dg(f(p)) ◦ df(p)Demonstração. De g ser difereniável em f(p) te-mos:
r(y) = g(y) − g(f(p)) − dg(f(p))(y − f(p))om

lim
y→f(p)

r(y)

‖ y − f(p) ‖
= 0 (4)onde

g(f(x)) = g(f(p))+dg(f(p))(f(x)−f(p))+ r(f(x)).De f ser difereniável em p temos
s(x) = f(x) − f(p) − df(p)(x − p) (5)om

lim
x→p

s(x)

‖ x − p ‖
= 0. (6)
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Assim
dg(f(p))(df(p)(x − p) + s(x)) + r(f(x)) =

(g ◦ f)(x) − (g ◦ f)(p)e
(g ◦ f)(x) − (g ◦ f)(p) − dg(f(p))df(p)(x − p) =

dg(f(p))df(p)s(x) + r(f(x))Para provarmos que (g ◦ f) é difereniável em pdevemos mostrar que
lim
x→p

‖ (g ◦ f)(x) − (g ◦ f)(p) − dg(f(p))df(p)(x − p) ‖

‖ x − p ‖é igual a zero. Para isso, basta provarmos que
lim
x→p

‖ dg(f(p))s(x) + r(f(x)) ‖

‖ x − p ‖
= 0.Usando a desigualdade triangular, obtemos que é su-�iente mostrarmos que

lim
x→p

‖ dg(f(p))
s(x)

‖ x − p ‖
‖ + lim

x→p

‖ r(f(x)) ‖

‖ x − p ‖
= 0.Como dg(f(p)) é linear temos que dg(f(p))(0) = 0.Logo, omo é ontínua e por (6)

lim
x→p

[

dg(f(p))
s(x)

‖ x − p ‖

]

= 0.Desta forma basta provarmos que
lim
x→p

‖ r(f(x)) ‖

‖ x − p ‖
= 0.Utilizando a de�nição de limite para (4) temos quepara todo ε > 0, existe ρ > 0 tal que

0 < ‖ y−f(p) ‖ < ρ =⇒‖
‖ r(y) ‖

‖ y − f(p) ‖
−0 ‖ <

ε

M + 1Assim,
0 < ‖ y−f(p) ‖ < ρ =⇒‖ r(y) ‖<

ε

M + 1
‖ y−f(p) ‖ ,onde M = ‖ df(p) ‖.Da ontinuidade de f em p temos que existe δ > 0tal que

‖ x − p ‖ < δ =⇒ ‖ f(x) − f(p) ‖ < ρEntão
0 < ‖ x − p ‖ < δ =⇒

=⇒ ‖ r(f(x)) ‖ <
ε

M + 1
‖ f(x) − f(p) ‖

Dividindo ambos os lados da desigualdade por
‖ x − p ‖ obtemos
‖ r(f(x)) ‖

‖ x − p ‖
<

ε

M + 1

‖ f(x) − f(p) ‖

‖ x − p ‖
(∗)Usando novamente a de�nição de limite em (6)temos que existe δ1 > 0.

0 < ‖ x − p ‖ < δ1 =⇒
‖ s(x) ‖

‖ x − p ‖
< 1e substituindo (5) em (*) temos que, se δ0 =

min{δ, δ1} e 0 < ‖ x − p ‖ < δ0

‖ r(f(x)) ‖

‖ x − p ‖
<

ε

M + 1

‖ df(p)(x − p) + s(x) ‖

‖ x − p ‖

≤
ε

M + 1

[

M + ‖
s(x)

‖ x − p ‖
‖

]

< εUsamos aima a desigualdade triangular.Portanto
0 < ‖ x − p ‖ < δ0 =⇒ ‖

r(f(x))

x − p
− 0 ‖ < εou seja,

lim
x→p

‖ r(f(x)) ‖

‖ x − p ‖
= 0.A proposição aima é usualmente denominada re-gra da adeia e iremos fazer uso dela para demons-trarmos a seguinteProposição 5. Seja f : Br(x0) → F om df = 0,

r > 0. Então f é onstante.Demonstração. Seja k : B1(0) → F a função k =
f ◦ g ◦ h, onde

h : B1(0) −→ Br(0) ⊂ E

x 7−→ rx

g : Br(0) −→ Br(x0) ⊂ E

x 7−→ x + x0Como f , g e h são difereniáveis segue, da regrada adeia que:
dk(x0) = d(f ◦ g ◦ h)(x0)

= d(f ◦ g)(h(x0))dh(x0)

= df(g(h(x0)))dg(h(x0))dh(x0)Do fato de df = 0 segue que dk = 0, para todo x ∈
B1(0) e pela proposição 3, k é onstante e portanto,
f é onstante.
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Para onluirmos, provaremos para o aso mais ge-ral em que A é um aberto onexo não vazio qualquerde E.Proposição 6. Seja A um aberto onexo não vazioqualquer de E e f : A → F uma função om df = 0em A. Então f é onstante em A.Demonstração. Fixemos w ∈ A e sejam
U = { x ∈ A : f(x) = f(w) }e
V = { x ∈ A : f(x) 6= f(w) }Notemos que U ∩V = ∅ e U ∪V = A e provemosque U e V são abertos:Seja x1 ∈ U . Do fato de A ser aberto temosque existe r1 > 0 tal que Br1

(x1) ⊂ A. Pelaproposição 5, f é onstante em Br1
(x1), o queimplia f(x) = f(x1) = f(w), ∀ x ∈ Br1
(x1). Logo,

Br1
(x1) ⊂ U .Seja x2 ∈ V . Do fato de A ser aberto temos queexiste r2 > 0 tal que Br2

(x2) ⊂ A. Novamentepela proposição 5, f é onstante em Br2
(x2) eentão f(x) = f(x2) 6= f(w), ∀ x ∈ Br2

(x2). Logo,
Br2

(x2) ⊂ V .Da onexidade de A segue que U ou V deve servazio. Como w ∈ U , U 6= ∅. Logo V = ∅ e onse-quentemente U = A e f é onstante em A.Referênias[1℄ R. G. BARTLE and D. R. SHERBERT, Introdution toReal Analysis, In., John Wiley Sons, 1992.[2℄ C.S. FERNANDEZ, Uma demonstração elementar de umresultado básio sobre a noção de diferenial em espaçosnormados, revista Matemátia Universitária 42 (2007),35�39.[3℄ E.L. LIMA, Curso de Análise, Vol. 1, IMPA, Rio de Ja-neiro, 2004.[4℄ , Espaços Métrios, IMPA, Rio de Janeiro, 2003.[5℄ L. NACHBIN, Introdução à Análise Funional: Espaçosde Banah e Cálulo Diferenial., Série de Matemátia17, Seretaria Geral da O.E.A., 1976.
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