MAT334 - Analise Funcional - 2013

22 lista de exercicios

Aplicacoes Lineares

1. Seja T : C[0,1] — CJ[0,1] dada por T'(f) = g, onde g(t) = fol k(t,s)f(s)ds e k é uma
fungao continua em [0, 1] x [0, 1]. Prove que T é um operador linear continuo.

2. Sejam T, S : Cla, b] — C|a, b] definidos por

T(f)(t) =t / f($)ds e S((E) = (1),
Calcule [|T||, IS, T o S| e ||SoT]|.

3. Seja y € { fixado. Considere o operador M, : (o, — (s dado por My(z) =
(nYn)nen. Mostre que M, esta bem definido, é continuo e calcule sua norma. Faga

o mesmo mas considerando M, : {1 — {;.

4. Sejam p,q > 1 tais que 1/p +1/q¢ = 1. Seja (a,), € ¢, fixado. Mostre que
©((Tn)n) = D ,en Tnan define um funcional linear continuo em /,. Calcule a norma

de ¢.

5. Verifique que uma aplicagao linear entre espagos normados é continua se, e somente

se, ¢ limitada em alguma bola.

6. Mostre que se D é um subconjunto denso em Bx e T € L(X,Y), entao ||T| =
sup [[T'(d)]-
deD

7. Mostre que se T' € L(X,Y), entao ||T|| = sup ||T(z)|| = sup ||T(z)]].
lzll=1 =l <1
8. (a) Mostre que se X é um espago normado de dimensao infinita e Y # {0}, entdo
existe uma aplicacao linear de X em Y descontinua. Sugestio: Use uma base
algébrica de X e construa uma aplicagao linear nao limitada

(b) Conclua que se X é um espaco normado de dimensdo infinita entdo X* # X#.

9. Se T € L(X,Y), é imediato da continuidade de T" que kerT = T~({0}) ¢ fechado

em X (por que?). Mostre que a reciproca é falsa exibindo uma aplicagao linear
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

descontinua de nucleo fechado. Sugestdo: Pense em alguma aplicacao injetora de-
scontinua.

Mostre que a imagem de um operador linear continuo nao precisa ser fechada.

Sejam X e Y espacos normados.
(a) Mostre se T,, — T em L(X,Y), entdo T,(z) — T(x), Vo € X. Ou seja, a
convergéncia em L(X,Y) implica convergéncia pontual.

(b) Mostre que a reciproca nao é verdadeira. Para isso, considere a sequéncia

*

*) converge pontualmente

e, : ¢g — K definida por e;((xm)m) = x,,. Mostre que (e

para o funcional nulo mas nao em norma.

Mostre que se Y nao for Banach, entdao £(X,Y") pode nao ser completo. Sugestio:
Talvez seja facil construir uma sequéncia de Cauchy em L({w, coo) nao convergente.
Na verdade, sempre que Y ndao for completo L(X,Y) também nao serd. Veremos

1850 mais adiante.

Sejam X, Y e Z espagos normados sobre K. Sejam 7' € L(X,Y) e S € L(Y, Z).
(a) Prove que SoT € L(X,Z) eque | SoT || <[ S| T]-

(b) Dé um exemplo para mostrar que a desigualdade pode ser estrita.

Mostre que ¢, pode ser isometricamente imerso em L,[0,1]. Ou seja, que £, €

isométrico a um subespaco de L,|0, 1].
Mostre que L0, 1] ndo é separavel.

(Para quem fez topologia) Mostre que ¢, é isométrico a C(SN), onde SN é a com-
pactificacao de Stone-Cech dos Naturais. A compactificacao de Stone-Cech ON dos
Naturais € o unico espago topoldgico compacto (a menos de homeomorfismo) que
contém N densamente com a propriedade de que toda func¢ao limitada de N em R

se estende continuamente a SN.



