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RESuUMO

Nesta tese apresentamos alguns resultados tedricos e praticos da modelagem de seqtiéncias
simbdlicas com cadeias estocdsticas parcimoniosas. As cadeias estocdsticas parcimoniosas, que
incluem as cadeias estocédsticas de memoéria variavel, constituem uma generalizacao das cadeias
de Markov de alcance fixo. As seqiiéncias simbdlicas as quais foram aplicadas as ferramentas
desenvolvidas sao as cadeias de aminoacidos. Primeiramente, introduzimos um novo algoritmo,
chamado de SPST, para selecionar o modelo de cadeia estocéstica parcimoniosa mais ajustado
a uma amostra de seqliéncias. Em seguida, utilizamos esse algoritmo para estudar dois im-
portantes problemas da genomica; a saber, a classificacdo de proteinas em familias e o estudo
da evolugao das seqiiéncias biolégicas. Finalmente, estudamos a velocidade de convergeéncia de
algoritmos relacionados com a estimacao de uma subclasse das cadeias estocasticas parcimoni-
osas, as cadeias estocasticas de memoria varidvel. Assim, generalizamos um resultado prévio de
velocidade exponencial de convergéncia para o algoritmo PST, no caso de cadeias de memoria
ilimitada. Além disso, obtemos um resultado de velocidade de convergéncia para uma versao
generalizada do Critério da Informagao Bayesiana (BIC), também conhecido como Critério de

Schwarz.






ABSTRACT

In this thesis we present some theoretical and practical results, concerning symbolic se-
quence modeling with parsimonious stochastic chains. Parsimonious stochastic chains, which
include variable memory stochastic chains, constitute a generalization of fixed order Markov
chains. The symbolic sequences modeled with parsimonious stochastic chains were the sequen-
ces of amino acids. First, we introduced a new algorithm, called SPST, to select the model of
parsimonious stochastic chain that fits better to a sample of sequences. Then, we use the SPST
algorithm to study two important problems of genomics. These problems are the classification
of proteins into families and the study of the evolution of biological sequences. Finally, we
found upper bounds for the rate of convergence of some algorithms related with the estimation
of a subclass of parsimonious stochastic chains; namely, the variable memory stochastic chains.
In consequence, we generalize a previous result about the exponential rate of convergence of
the PST algorithm, in the case of unbounded variable memory stochastic chains. On the other
hand, we proved a result about the rate of convergence of a generalized version of the Bayesian

Information Criterion (BIC), also known as Schwarz’ Criterion.
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INTRODUCAO

As protefnas tém um papel fundamental em quase todas as atividades que se realizam
dentro de cada célula viva. As proteinas estao compostas por moléculas menores, chamadas de
aminodcidos, dos quais existem vinte diferentes tipos e que estao ligados um depois do outro de
uma maneira linear, constituindo uma seqiiéncia especifica para cada proteina. Esta seqiiéncia
estd codificada no DNA da célula, em genes especificos, que s@o transcritos em RNA, o qual é
traduzido para formar a seqiiéncia linear de aminodcidos. Dependendo desta seqiiéncia, cada
proteina adota uma estrutura tri-dimensional especifica, que lhe permite, junto as propriedades
fisico-quimicas dos aminodcidos que a constituem, realizar sua funcao dentro da célula.

As seqiiéncias de proteinas podem ser determinadas facilmente na atualidade, usando di-
retamente a molécula de proteina ou através do seqiienciamento dos genes que codificam a
seqiiéncia. Contudo, a estrutura de uma proteina é dificil de observar experimentalmente com
as tecnologias existentes. De fato, a estrutura de somente uma pequena fracao das proteinas
conhecidas tem sido resolvida até agora. Dada uma sequéncia de proteina isolada, nao temos
atualmente a capacidade de deduzir a conformacao tri-dimensional que ela adotard. E sem um
modelo estrutural adequado é muito dificil predizer a funcao dessa proteina, o que constitui
um dos nossos principais objetivos.

Diferentes seqiiéncias de proteinas, tanto dentro de um tnico organismo como em diferentes
organismos, possuem similaridades notdveis. De fato, as proteinas conhecidas podem ser orga-
nizadas de uma maneira hierarquica, baseada na aparente conservacao da seqiiéncia, estrutura
ou funcao. Com tantos projetos de seqiénciamento de genomas ao redor do mundo, milhares
de novos e hipotéticos genes estao sendo descobertos diariamente. Ao redor de um milhao de
sequiéncias de proteinas sao conhecidas na atualidade, tornando impossivel a andlise manual
desse conjunto cada vez maior.

O objetivo desta tese é apresentar novas ferramentas matematicas e computacionais para a
andlise das seqliéncias de proteinas. Essa analise estd dirigida tanto ao estudo da funcao quanto
ao estudo da evolucao das seqiiéncias de proteinas. As ferramentas matematicas apresentadas
estao inseridas dentro do marco de referéncia da andlise estocastica de seqiiéncias simbdlicas.

Essa abordagem estd baseada na inferéncia de padroes probabilisticos de dependéncias locais
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entre os aminoacidos que constituem as proteinas de um determinado grupo ou familia.

Mais especificamente, dada uma seqiiéncia simbdlica X7, X5, ... assumindo valores num
alfabeto finito (por exemplo, Xi, Xo,... poderia ser uma cadeia de aminodcidos), tentamos
predizer cada novo simbolo X, como funcao do passado Xi,...,X,_1. Assumindo que o

passado relevante tem um comprimento finito e fixo k, isso poderia ser feito estimando as

probabilidades de transicao
P(Xn = Tn ‘ Xn—l = Tp—1s--- 7Xn—k = xn—k)-

Esse modelo, chamado de cadeias de Markov de alcance k, tem a desvantagem de que o niimero
de parametros que devem ser estimados cresce exponencialmente com a ordem k. Mas poderia
acontecer que o valor de k nao fosse fixo, sendao que variasse com cada passado e, portanto,
com as cadeias de Markov de alcance fixo estariamos estimando muitas probabilidades que na
verdade seriam iguais. Assim surgiram as cadeias estocdsticas de memdria varidvel (Rissanen,
1983), nas quais apenas uma por¢ao do passado é relevante para a determinacao do préximo
simbolo. O comprimento dessa porcao relevante varia de um passado para outro (isso explica
o nome de cadeia de memdria varidvel). Rissanen chama a porgao relevante do passado de
contexto. O conjunto de contextos de uma cadeia estocastica de memoria varidvel pode ser
representada por uma arvore, chamada de drvore de contextos.

O modelo de cadeia estocédstica de memoria varidvel serd um dos exemplos de cadeias
parcimoniosas estudadas nesta tese. Desde a sua introducao por Rissanen, no contexto de teoria
da informagao, as cadeias estocédsticas de memoria variavel tém sido estudadas e utilizadas na
modelagem de varios problemas praticos. Como exemplos, dentro da andlise de seqiiéncias
biolégicas, podemos citar as aplicagoes a identificacao de genes (Biilhmann & Wyner, 1999), &
classificacao de proteinas (Bejerano & Yona, 2001) e & identificagdo de dominios em proteinas
(Bejerano et al., 2001), entre outras. O bom desempenho desse modelo levou a introducao de
generalizagoes ou modificagoes das cadeias estocasticas de meméria variavel. Exemplo disso é
a generalizacao das cadeias estocasticas de memoria varidvel para modelar seqiiéncias esparsas;
isto é, seqiiéncias nas quais posigcoes relevantes podem estar separadas por outras irrelevantes.
Nesse caso podemos citar o modelo de transductores markovianos esparsos, utilizado para
classificar seqiiéncias de proteinas em Eskin et al. (2000).

No caso especifico das seqiiéncias de proteinas é bem conhecido que alguns aminodcidos
possuem propriedades fisico-quimicas semelhantes. Isso possibilitaria que em determinadas
posicoes alguns simbolos pudessem ser substituidos por outros do mesmo tipo, sem mudar a
estrutura da proteina. Nesse caso, os contextos estariam dados por seqiiéncias de subconjuntos

do alfabeto. Essa é uma generalizacdo dos transductores markovianos esparsos, onde s6 sao



permitidos o conjunto total ou conjuntos unitarios nas diferentes posi¢oes dos contextos. Assim
surgiram as cadeias estocdsticas parcimoniosas, que incluem tanto as cadeias estocéasticas de
memoria varidvel e, portanto, também incluem as cadeias de Markov de alcance fixo, quanto
os transductores markovianos esparsos.

Em geral, a estimacao das probabilidades de transicao, para qualquer tipo de modelo con-
siderado, faz-se utilizando os estimadores de méxima verossimilhanga. Esses estimadores tém
uma forma bem conhecida. Portanto, o problema de estimacao interessante nao é a estimagao
das probabilidades de transicao e sim a estimagao da arvore de contextos que define o espaco
de parametros. No caso da estimacao de arvores de contextos para cadeias estocasticas de
memoéria varidvel existem, basicamente, duas abordagens. Poderiamos chamar a essas duas
abordagens de estimacao local e estimagdo global. Os métodos de estimacao local, que incluem
o algoritmo Contexto (Rissanen, 1983) e o algoritmo PST (Ron et al., 1996), estdo baseados
na comparagao das distribuigoes associadas a cada ramo terminal da arvore com a do seu an-
cestral mais préximo. Essa comparacao é feita individualmente para cada ramo e de forma
seqiiencial. Portanto, a decisao sobre um ramo nao afeta futuras decisoes sobre os outros ramos
da arvore. Por outro lado, os métodos de estimacao global estao baseados na comparacao de
todas as arvores de contextos “possiveis”, utilizando um critério que é aplicado sobre a arvore
como um todo. Os critérios mais conhecidos utilizados na comparacao das arvores sao o da
maximizagao da verossimilhanga penalizada, como no caso do Critério da Informacao Bayesi-
ana (BIC), também conhecido como Critério de Schwarz (Schwarz, 1978) e o da maximizagao
da probabilidade a posteriori, como no caso da abordagem bayesiana. Baseados na metodo-
logia bayesiana foram propostos algoritmos para estimar a arvore do modelo de transductores
markovianos esparsos (Eskin et al., 2000) e também para o modelo de cadeias estocésticas par-
cimoniosas em geral (Bourguignon & Robelin, 2004). A grande desvantagem desses algoritmos
é o seu alto custo computacional. Por exemplo, o algoritmo apresentado em Bourguignon &
Robelin (2004) nao pode ser utilizado com alfabetos de mais de cinco simbolos, o que torna
impossivel a sua utilizagdo na modelagem de seqiiéncias de proteinas.

Para finalizar, apresentamos os principais resultados originais da tese, os quais foram orga-

nizados da seguinte formas:

e No Capitulo 1 introduzimos um novo algoritmo, chamado de SPST (do inglés Sparse
Probabilistic Suffiz Trees), para estimar a arvore de contextos de uma cadeia estocastica
parcimoniosa. Esse algoritmo estd inserido dentro da categoria de algoritmos locais de

estimacao, como descrito anteriormente.

e No Capitulo 2 apresentamos os resultados da aplicacao do algoritmo SPST para classificar
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seqiiéncias de proteinas em familias. Também introduzimos uma modificacao da etapa
de predicao do algoritmo, chamada de F-SPST. Esses resultados s@o comparados aos
obtidos por Bejerano & Yona (2001) com o algoritmo PST e foram publicados, junto
com a defini¢do dos algoritmos SPST e F-SPST, primeiramente em Leonardi & Galves
(2005), em formato de resumo estendido, e posteriormente em Leonardi (2006) como

artigo completo.

No Capitulo 3 apresentamos uma aplicacao do algoritmo SPST para o estudo da filogenia
das seqiiéncias de proteinas. Para isso é utilizada uma distancia entre as arvores de
contextos, introduzida em Simovici & Szymon (2006). O estudo é feito em seqiiéncias
de globinas e de fatores de crescimento de fibroblastos (FGF). Nos resultados mostramos
que essa abordagem consegue identificar relacGes entre as seqiiéncias que ja tinham sido

inferidas também por outros métodos.

No Capitulo 4 demonstramos a velocidade exponencial de convergéncia do algoritmo PST,
introduzido por Ron et al. (1996), no caso de cadeias estocasticas de memoria varidvel,
porém ilimitada. Esse resultado generaliza o ja obtido para drvores finitas por Galves
et al. (2006).

Finalmente, no Capitulo 5 demonstramos um resultado de velocidade de convergéncia
para um estimador global da arvore de contextos de uma cadeia estocastica de meméria
varidvel, com meméria nao necessariamente limitada. Esse estimador é uma versao ge-
neralizada do Critério da Informacao Bayesiana (BIC), ou Critério de Schwarz (Schwarz,

1978), permitindo diferentes termos de penalizacao.



CaApiTULO 1

Cadeias estocasticas parcimoniosas

Neste capitulo introduzimos um novo algoritmo, chamado de SPST, para estimar a arvore
de contextos de uma cadeia estocédstica parcimoniosa. Esse algoritmo integra a categoria de
algoritmos locais de estimagao, como descrito na Introdugao. Para compreender melhor o
contexto tedrico onde estao inseridos o modelo de cadeia estocastica parcimoniosa e o algoritmo
SPST, definimos primeiramente alguns conceitos basicos sobre as cadeias estocdsticas de me-
moria variavel e a sua estimacao. Em particular, apresentamos o algoritmo PST, introduzido
em (Ron et al., 1996), para estimar a arvore de contextos de uma cadeia estocastica de meméria

variavel.

1.1 Cadeias estocasticas de memdria varidvel

Seja A um alfabeto (conjunto de simbolos) finito. Por exemplo, A pode representar o
conjunto dos vinte aminoécidos para as seqiiéncias de proteinas ou quatro nucleotideos para as

seqiiéncias de DNA.

Definicao 1.1.1. Seja (X;)ieny um processo estocdstico estaciondrio com valores em A. Di-
remos que o processo (Xi)ieny € uma cadeia estocdstica de memdria varidvel se para toda

seqiiéncia xg, ..., x, satisfazendo
]P[XO =20,..., Xn1= I'n_l] >0,
existe um inteiro k£, determinado a partir de z,,_g, ..., x,_1 tal que

]P)[Xn = Tp ’ Xn—l = Tn—1y--- ,XQ = xo] =
PX, =z, | Xn-1=2Tpn-1,- -, Xn—k = Tp_k)- (1.1)

Assume-se que k é o minimo inteiro que satisfaz (1.1). Assim, k é o comprimento da

memoria do processo, dado que o passado foi xg,...,x,_1. As seqiiéncias finitas dadas pelos
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simbolos (%,,_k, ..., Tn—1) s@o chamadas de contextos. Note que a ordem em que s@o escritos
os simbolos no contexto é inversa da ordem em que aparecem na expressao (1.1). Como o
processo é estaciondrio, o inteiro k£ nao depende de n. Portanto, simplesmente denotaremos os
contextos por (T_p,...,T_1).

Numa cadeia estocéstica de memoria varidvel, o conjunto de contextos tem a propriedade do
sufiro. Essa propriedade estabelece que nenhum contexto é um sufixo de um outro contexto.
Isso se deduz do fato de ser £ o minimo inteiro que satisfaz (1.1). Mais claramente dito,
se (T_g,...,x—1) é um contexto, entdo nenhuma das subseqiiéncias (z_j4j,...,2—1), com
1 <j<k-—1,¢éum contexto. Essa caracteristica permite representar o conjunto de todos os
contextos como uma arvore com raiz. Nessa arvore, cada contexto (x_g, ..., z_1) é representado
por um ramo completo, no qual o primeiro né a partir da raiz corresponde ao simbolo z_1, e

assim sucessivamente até o iltimo né do ramo (né terminal) que representa o simbolo z_j.

Exemplo 1.1.2. Consideremos o seguinte exemplo de cadeia estocastica de memoéria varidvel
sobre o alfabeto binario A = {0,1}. Suponhamos que as probabilidades de transi¢ao da cadeia

(Xt)ten satisfazem a seguinte propriedade

P[X,, =z, | XZ:% = a:z:%], se X,,_1 =0,

P[Xn = zn | Xg_l = 338_1] =
]P[Xn =In ’ Xn—l = xn—l]y 5€ Xn—l = 17

onde a notagao x’, representa a seqliéncia s, 541, ..., Zy. A expressao acima indica que quando
olharmos no passado para predizer o simbolo atual da seqiiéncia, se o simbolo imediato for 1,
com essa informagao é suficiente para determinar a distribuigéo de probabilidades de transicao.
Por outro lado, se o simbolo imediato for 0, essa informacéo nao é suficiente para predizer
o préximo simbolo, e precisamos olhar um simbolo a mais no passado. Assim, temos que o
conjunto de contextos é {(0,0);(1,0); (1)}. A drvore de contextos que representa esse processo
¢ a da Figura 1.1(a). Suponhamos também que as probabilidades de transi¢do da cadeia estao

dadas por

P[X, =0 X,_1 =0,X,_5=0] =0.7,
P[X, =0 X,_1=0X, o=1=04

P[X, =0| X,_1=1]=02.

Assim, temos uma distribuicido de probabilidades sobre A associada a cada contexto da drvore,

que indica a probabilidade do préximo simbolo na seqiiéncia, dado esse contexto. A 4rvore
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(a) (b)

(0.2,0.8)

00 10 00 10
(0.7,0.3) (0.4,0.6)

Figura 1.1: Exemplo de arvore de contextos e de arvore probabilistica de sufixos de uma
cadeia estocdstica de memoria varidvel. (a) Representagao em forma de drvore do conjunto de
contextos {(0,0); (1,0); (1)}. A raiz da drvore estd representada pelo simbolo A. (b) Arvore de

contextos com probabilidades de transicao associadas aos ramos.

de contextos junto com as probabilidades de transicao definem completamente o modelo de
cadeia estocdstica de memdria varidvel e é chamada de &rvore probabilistica de sufixos (ou
simplesmente, arvore probabilistica). A &rvore probabilistica para o modelo deste exemplo
estd representada na Figura 1.1(b). Note que ndo precisamos estabelecer as probabilidades
iniciais porque estamos assumindo estacionaridade e portanto, essas probabilidades podem ser

obtidas a partir das probabilidades de transicao da cadeia.

1.2 Algoritmos locais de estimacgao

Nesta secao apresentamos os algoritmos Contexto (Rissanen, 1983) e PST (Ron et al., 1996).
Esses algoritmos estao dentro da categoria de algoritmos locais, porque estao baseados num
critério que determina o conjunto de contextos individualmente e de forma seqiiencial. Essa é
uma diferenca marcante com relagdo aos algoritmos globais, que utilizam algum critério sobre
a arvore de contextos como um todo. Um exemplo de algoritmo global estd dado pelo BIC,
apresentado no Capitulo 5, onde estudaremos a sua velocidade de convergéncia.

Dados dois inteiros m < n, denotaremos com w;, a seqiiéncia (W, ...,w,) de simbolos no
alfabeto A. O comprimento da seqiiéncia w = w, serd denotado por |w| e estd definido por
|lw| =n —m+ 1. Essa notacao também serd usada para denotar a quantidade de elementos de

conjuntos, e ficara clara pela natureza do argumento. Por exemplo, a quantidade de elementos
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de A serd denotada com |A|. No caso m > n, a seqliéncia wj), representard uma seqiiéncia
especial, denotada com o simbolo A, de comprimento |A| = 0.

Dadas duas seqiiéncias finitas w = w}, e v = vg , denotaremos por vw a seqiiéncia com
comprimento |v| + |wl|, obtida pela concatenagao das duas seqiiéncias. Em particular, Aw =
w\ = w. No caso em que vw denote uma seqiiéncia temporal (como as seqiiéncias condicionais
de cadeias estocdsticas), assumiremos que v representa o passado mais remoto.

Diremos que a seqiiéncia s é um sufizo da seqiiéncia w se existe uma seqiiéncia u, com
lu| > 1, tal que w = us. Dada a seqiiéncia finita w = w),, denotaremos com suf(w) ao maior
sufixo de w; isto é, suf(w) = wy, ;.

Suponhamos que z1,...,z, ¢ uma seqiéncia de simbolos no alfabeto A. Por exemplo,
x1,...,T, poderia ser uma seqiiéncia de proteina, sobre o alfabeto A dos vinte aminoécidos.
Em qualquer caso, o que queremos é estimar uma arvore probabilistica de sufixos que melhor
descreva a sequéncia x1,...,x,. Para isso, assumiremos que z1,..., T, ¢ uma amostra de uma
cadeia estocastica (X;)ieN.

Para qualquer seqiiéncia w com 1 < |w| < n, denotamos com N,,(w) o nimero de ocorrén-

cias da seqliéncia w na amostra x1,Ts,...,Ty,; isto é
n—|w|
_ t+w| _
Ny (w) = g Wz, ' =w}. (1.2)
t=0

Por outro lado, denotaremos com N,(w-) a soma » ;4 Np(wb). No caso w = A definimos
Np,(A\) = Np(X) =n.
Para qualquer simbolo a € A e qualquer seqiiéncia w tal que N, (w-) > 1, as probabilidades

de transicao empiricas p,(a|w) estao definidas por

. Ny (wa)
n = —7. 1.3
pulalu) = T (1.3
Se Ny(w-) = 0 definimos py,(alw) = ﬁ. Estas defini¢oes estao baseadas na estimacao por

méaxima verossimilhanga das probabilidades de transicao (Billingsley, 1961; Guttorp, 1995).

Isso significa que a férmula de p,(a|w) dada por (1.3) é a que maximiza a expressao

TT i (alu) ¥ ).
acA
Como foi discutido na Introducao, o problema de interesse na estimagao das cadeias es-
tocéasticas de memoria varidvel é o da estimacao da arvore de contextos. Um algoritmo utilizado
para esse fim é o algoritmo Contexto, introduzido por Rissanen (1983) no contexto de teoria

da informacao. A consisténcia de uma versao sensivelmente diferente do algoritmo Contexto
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foi provada em Biilhmann & Wyner (1999) e generalizada para o caso de arvores de memoria
ilimitada em Ferrari & Wyner (2003) e em Duarte et al. (2006).

O algoritmo Contexto estd baseado na construcao de uma arvore maxima que é possivel
estimar com a amostra disponivel (e cujos ramos nao superam em comprimento um valor
pre-estabelecido). Em seguida, os ramos dessa arvore sao cortados utilizando um critério base-
ado na entropia cruzada. Mais especificamente, a arvore estimada com o algoritmo Contexto

(Rissanen, 1983) ¢é a maior arvore de contextos T , de profundidade menor ou igual a k, tal que

AH,(w) = Ny (w- ) = N (bw)Hy (bw) > Ky,
beA

para toda seqiiéncia w tal que bw € ?,’f para algum b € A. Nesse caso, K, é um ponto de
corte escolhido pelo usudrio, satisfazendo K, ~ clog(n), onde ¢ é uma constante, e ]fln(s)

corresponde & entropia da distribuigao py,(+|s), definida por

f{n(s) = - Zﬁn(a|s) logﬁn(a|8)'
acA

E f4cil ver que o operador Aﬁn(w) corresponde aproximadamente ao logaritmo da razao
de verossimilhanca entre dois modelos: 0 modelo no qual as seqiiéncias do tipo bw, com b € A,
sao contextos e o modelo no qual w é um contexto. Em geral, A]fln(w) nao é exatamente
igual ao logaritmo da razao de verossimilhanga pela nossa definigdo dos contadores N, (w),
mas podemos vé-lo como uma aproximacao, dado que essa diferenca depende, como muito, dos
primeiros k simbolos e estda dada pela possivel diferenga de ordem entre os dois modelos.

Por outro lado, o operador Aﬁn(w) pode ser reescrito como

= Nu(bw:) D(pn (- bw) [ (-|w)),

beA

onde D esta definido por
D(pllg) = _ p(a log
acA

para duas distribuigoes de probabilidade p e g sobre A. Aqui, p(a)log 2 Eag ¢é definido com 0

se p(a) = 0 e +00 se p(a) > q(a) = 0. Esse operador é chamado de divergéncia ou entropia
relativa entre as distribuicoes p e ¢q. Ele também é chamado algumas vezes de distancia de
Kullback-Leibler, mesmo nao sendo simétrico, condi¢ao necessaria para ser uma distancia. Uma
propriedade relevante desse operador é que ele é sempre nao negativo e é zero se e somente se

p = q. Essa é uma instancia particular do seguinte



10 CADEIAS ESTOCASTICAS PARCIMONIOSAS

Lema 1.2.1. Para nimeros nao negativos pi,...,Pn € q1i,--.,qn vale que
z 1P
sz log sz lOg
z 19
com igualdade se e somente se p; = cq; para todoi=1,...,n.

Esse resultado se deriva diretamente da aplicacao da desigualdade de Jensen e é conhecido
como desigualdade log-suma.

Mesmo sendo muito similar, o algoritmo PST difere do algoritmo Contexto em dois fatos.
O primeiro é que o algoritmo PST vai construindo a arvore e vai realizando os testes entre as
distribuicoes de maneira simultanea. FEssa diferenca nao é muito relevante, ja que é ficil provar
que ambas abordagens, utilizando um mesmo critério de corte, devolvem a mesma arvore. Uma
outra diferencga é que o critério utilizado na comparacao das distribuigoes estd baseado numa
distancia propriamente dita entre as distribuices e ndo na entropia cruzada. Assim, o critério

de corte do algoritmo PST esta definido por

AR (w) = max [py(alw) — pu(alsuf(w))]
ac

Desta forma, dado 6 > 0, se definimos A{ ={w: 1 < |w| < j} temos que a &rvore estimada

com o algoritmo PST estd dada por
th— fwe AR ATST(w) > 6 e A, (uw) < 6 Vu € A’lf—lw\}7

onde no caso |w| = k temos que A = 0.
Um esquema com as etapas do algoritmo PST é mostrado na Figura 1.2. Maiores detalhes

sobre esse algoritmo e sobre a sua otimizagao linear podem ser encontrados em Bejerano (2003).

1.3 Cadeias estocasticas parcimoniosas

Nesta secao introduzimos uma definicao de cadeia estocastica parcimoniosa, que inclui a
definicao de cadeia estocdstica de memoria varidvel. Esta definicdo estd inspirada na idéia
de economia na quantidade de parametros que devem ser estimados, que estd presente na
motivagdo das cadeias de memoria varidvel, em relacao com as cadeias de Markov de ordem
fixa.

Denotaremos por P4 o conjunto de partes do alfabeto A. Isto é,

Pa= {U)Z w; C A}
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PST (N, 6, k)

1. Inicializagdo: seja T uma arvore consistindo unicamente do né raiz (iden-

tificado com a seqiiéncia A), e seja

S={a:a€ Ae N,(a) > N}.

2. Construindo a drvore: enquanto S # ), pegue qualquer w € S e faga:

(a) Remova w de S.

(b) Se APST(w) > § entdo adicione a 7 os nés faltantes correspondente
a seqiiéncia w.

(¢) Se |w| < k adicione a S as seqiiéncias {aw: a € A e Ny(aw-) > N}

(se existir alguma).

3. Estimagao das probabilidades de transi¢ao: associe a cada seqiiéncia w €

7 a distribuigdo de probabilidades sobre A dada por

{Pn(a|w): a € A}.

Figura 1.2: Algoritmo PST. Os parametros que devem ser escolhidos pelo usudrio séo: N, o
numero minimo de vezes que um contexto tem que ser visto na amostra; 4, o ponto de corte e

k, a profundidade méaxima da arvore, dada pelo comprimento do seu maior contexto.

Os elementos de Pﬁx serao denotados por w = (w_j,...,w_1), como no caso dos contextos
das cadeias estocdasticas de memoria varidvel. A tnica diferenca entre eles é que no caso
anterior, cada elemento w_; representava um simbolo no alfabeto A, e agora w_; representa

um subconjunto de A.

Assim, denotaremos com P’ o conjunto de todas as seqiiéncias finitas de elementos em Py;
isto é,

Pi=J P

J=1

Definicao 1.3.1. Seja (X;)teny um processo estocdstico estaciondrio com valores em A. Di-
remos que o processo (Xi)ieny € uma cadeia estocdstica parcimoniosa se existe um conjunto

T C P} tal que:
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1. Para toda seqiiéncia x, ..., z, satisfazendo
]P[XO =Z0y. e, Xp—1 = :En—l] > 0,
existe um elemento (w_g,...,w_1) € 7 tal que

]P)[Xn = Tn | Xn—l = Tn—1y--- ,X(] = l‘o] =

PX,=xn | Xpn-k € w_p,...,Xn_1 €w_q]. (1.4)
2. Se (w—py...,w_q1) e (W_g,...,wW_1) pertencem a 7 e existe um j tal que w_; Nw_; # 0,
parat=1,...,7, entao w_; = w—; parat=1,...,7.

3. O conjunto 7 é 0 “minimo” que satisfaz 1. e 2. Isto é; se T satisfaz 1. e 2. entao, para
todo (W_g,...,wW_1) € T existe (w_g,...,w_1) € T tal que k > k e w; C w; para todo
j=1,...,k

Como pode-se observar, agora os contextos do modelo estao dados pelas seqiéncias de
subconjuntos (w_g,...,w_1) € 7. A representagdo em arvore do conjunto de contextos é

analoga a representagao para o caso de cadeias estocasticas de meméria varidvel.

Exemplo 1.3.2. Suponhamos que as probabilidades de transigao da cadeia (X¢)ien sobre o

alfabeto A = {0, 1} satisfazem a seguinte propriedade
PX, =x, | X§ ' =20 =P[X, = 2 | Xn—2 = Ty2).

A expressao acima indica que o simbolo na posicdo n — 1 néo é relevante para predizer o
simbolo atual da seqiiéncia e o uinico simbolo relevante é o da posi¢do n — 2. Assim, o con-
junto de contextos é {({0},{0,1}); ({1},{0,1})}. Se tentdssemos modelar esse processo como
uma cadeia estocdstica de memoria varidvel, teriamos que o conjunto de contextos nesse caso
seria {(0,0); (0,1); (1,0);(1,1)} e portanto, a arvore de contextos seria uma &rvore completa de
profundidade 2. Assim, muitos parametros seriam iguais, como por exemplo as distribuicoes
associadas aos contextos (0,1) e (1,1). No caso da modelagem com cadeias estocdsticas parci-
moniosas, o conjunto de parametros que devem ser estimados se reduz a metade e, portanto,
a estimacao das probabilidades de transicdo se torna mais precisa. A drvore de contextos que
representa o processo deste exemplo é a da Figura 1.3(a). Se supomos que as probabilidades

de transicao da cadeia estao dadas por

P[X,=0| X,_o=0]=0.7
PX, =0 | X,_o=1 =04,
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(a) (b)

{0,1} {0,1}

0{0,1} 1{0,1} 0{0,1} 1{0,1}
(0.7,0.3) (0.4,0.6)

Figura 1.3: Exemplo de drvore de contextos parcimoniosos sobre o alfabeto A = {0,1}. (a)
Representacao em forma de drvore do conjunto de contextos {({0},{0,1});({1},{0,1})}. A
raiz da arvore estd representada pelo simbolo A. (b) Arvore de contextos parcimoniosos com

probabilidades de transicao associadas aos ramos.

temos uma distribuicdo de probabilidades sobre A associada a cada contexto da arvore. A

arvore probabilistica correspondente é a da Figura 1.3(b).

1.4 Algoritmo SPST

Nesta secao introduzimos uma variacao do algoritmo PST para identificar os contextos
w = w:,i onde, para cada i = 1,...,k, temos que w_; é um subconjunto de A (e nao um
simbolo como era no caso das cadeias estocédsticas de memdria varidvel). As definigdes de
comprimento, concatenacdo, etc. continuam como anteriormente e serao diferenciadas pelo
contexto onde se inserem. Vale notar que dado um contexto parcimonioso w, denotamos seu
comprimento com |w| (ou seja, a quantidade de subconjunto de A que compdem w) e para
cada i = 1,...,|w| temos que |w;| denota a quantidade de elementos no conjunto w;. Para
simplificar a notagao identificaremos o subconjunto unitério {a} com o simbolo a e usaremos
a notacado a em ambos 0s casos.

Por outro lado, os contadores definidos anteriormente sao extendidos para o caso em que o

argumento é um contexto parcimonioso. Assim, temos que

n—|wl

Na(w) = Y~ Harf) e w), (1.5)
t=0
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¢ - )
onde xti‘lwl € w significa que T4 € Wi, ..., Tyy)y| € Wy Como antes, Ny, (w-) denotard a

soma » - 4 Ny (wb).

Dado um contexto parcimonioso w e dois subconjuntos de A, u; e us, definimos o operador
ASPST (w, uy, ug) como uma aproximacao do logaritmo da razao de verossimilhanga entre o
modelo que tem como contextos a ujw e ugw e 0 modelo que tem s6 a (u; Uug)w como contexto.
Essa idéia é a mesma utilizada na definicdo de AH,,(w) no caso do algoritmo Contexto. Assim,

temos que

ASPST (w, uy, ug) = Z Ny (uywa) log pp (alugw) + Z N, (ugwa) log py, (alusw)

acA acA
- Z Ny ((ug Uug)wa)log pr(al(uy Uug)w).
acA

Note que o contexto (u; Uug)w representa a concatenacao do subconjunto de A dado por u3 Uug

com o contexto w. Assim, temos que
Np((ug Uug)w) = Ny (ugw) + Ny (ugw).

Usando essas definicoes podemos especificar como funciona o algoritmo SPST. Os parame-

tros que devem ser especificados pelo usudrio séo
1. k, a profundidade maxima da arvore;

2. N, o nimero minimo de vezes que um contexto parcimonioso deve aparecer na amostra

para ser considerado e
3. r, o ponto de corte que estabelece que os subconjuntos u; e uo devem ser unidos.

O algoritmo SPST funciona da seguinte forma. Ele comega com uma arvore T que con-
siste unicamente do né raiz. Em cada passo, para cada contexto parcimonioso w da arvore
e para cada simbolo a € A, o descendente a ¢é adicionado ao né correspondente a w se
Np(aw,-) > N. Em seguida, para cada par de descendentes de w, uj e ug, calculamos o
operador ASFST(w,uy,us) e escolhemos o par de descendentes (u1,us) que realiza o minimo
de APPST(w,uq,uz). Se esse minimo é menor que 7, os conjuntos uj e ug sao unidos para
formar o n6 u; U ue. Esse procedimento ¢é iterado com o novo conjunto de descendentes de w,
até que nao possam ser unidos mais descendente de w. Tomar o minimo de A3FST(w, uq,usz)
entre todos os possiveis pares (u1,uz) implica a independéncia da ordem em que os testes sao
realizados. Para concluir a construcao da arvore associamos a cada né uma distribuicao de

probabilidades de transicao. Essa distribuicao contem a probabilidade de cada simbolo em A
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SPST (N, r, k)

1. Inicializagdo: seja T uma arvore consistindo unicamente do né raiz (iden-

tificado com a seqiiéncia A), e seja

S={a:a€ Ae N,(a) > N}.

2. Construindo a drvore: enquanto S # () faca:
(a) Remova w de S e adicione-o a 7. Em seguida remova todos os
elementos w' € S tais que suf(w’) = suf(w) e adicione-os a 7.

(b) Seja

v’ = min{ A" (suf(w), ui, u;) : ussuf(w), ujsuf(w) € 7}

(wix, ujx) = argmin{ A" (suf(w), u;, uj): usuf(w), u;suf(w) € 7}.
Se r’ < r junte u;» e u;» num tunico né (faca a unido desses con-
juntos).

(c¢) Repita o passo (b) até que nao possam ser realizadas mais modi-

ficagOes na arvore 7.

(d) Se |w| < k, para cada contexto da forma w;suf(w) € 7 adicione o
conjunto {ausuf(w): a € A e Ny (au;suf(w)) > N} a S.

3. Estimagao das probabilidades de transi¢ao: associe a cada contextow € 7

a distribuigao de probabilidades sobre A dada por

{pn(aw): a € A}.

Figura 1.4: Algoritmo SPST. Os parametros que devem ser escolhidos pelo usuério sdo: N, o
numero minimo de vezes que um contexto parcimonioso tem que ser visto na amostra; r, o
ponto de corte que estabelece que dois subconjuntos de A devem ser unidos e k, a profundidade

maxima da arvore, dada pelo comprimento do seu maior contexto.

dado o contexto parcimonioso representado pelo caminho entre o né e a raiz da drvore. As

probabilidades de transicao sao estimadas usando os estimadores de maxima verossimilhanca,
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definidos pela expressao (1.3) e os contadores (1.5). Um esquema com as etapas do algoritmo
SPST é mostrado na Figura 1.4.



CAPIiTULO 2

Classificacao de proteinas

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos a partir da aplicacao do algoritmo SPST
para classificar proteinas em familias. Também introduzimos uma variacao na etapa de predicao
das seqiiéncias que melhora significativamente o desempenho do algoritmo. Essa variacao é cha-
mada de F-SPST. Esses resultados sdo comparados com os obtidos previamente por Bejerano
& Yona (2001), utilizando o algoritmo PST. Os resultados deste capitulo foram publicados
primeiramente em Leonardi & Galves (2005), em forma de resumo estendido, e recentemente

em Leonardi (2006) como artigo completo.

2.1 O problema da classificagao de proteinas

Como foi discutido na Introducéo, as moléculas de proteinas estdo envolvidas em quase
todas as atividades que ocorrem dentro de cada célula viva. As proteinas encarregam-se, por
exemplo, do transporte e armazenamento de moléculas menores, da constituicao de membranas,
da catalizacao de reagoes quimicas, da transmissao de sinais, etc.

Cada proteina é uma macromolécula complexa. Ainda assim, as proteinas estdo compostas
por pequenos blocos mais simples, escolhidos de um conjunto limitado, que estao ligados um
depois do outro de uma maneira linear. Nesse conjunto existem vinte diferentes blocos, que sao
chamados de aminodcidos. Todos os aminoacidos possuem uma estrutura molecular similar,
mas com algumas diferencas. Essas diferencas conferem aos aminodacidos diversas propriedades
bioquimicas. Segundo estas ou outras propriedades, os aminodcidos podem ser agrupados em
diferentes classes. Um exemplo do agrupamento dos aminoacidos segundo algumas propriedades
fisico-quimicas pode ser visto na Figura 2.1.

Um problema central em genomica é a determinacao da funcdo de uma proteina utilizando a
informacao contida na sua cadeia de aminoédcidos (Rust et al., 2002; Karp, 2002). Atualmente,
os métodos mais utilizados para a obtencao de uma hipdtese sobre a funcao de uma proteina
estao baseados na busca de similaridade por alinhamento (Smith & Waterman, 1981). Uma

grande desvantagem dessa metodologia é a sua complexidade computacional quadrética, o que
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mintusculos

Ser Serina alifaticos
Thr Treonina
Cys Cisteina

Gly  Glicina
Ala  Alanina
Val  Valina

Leu Leucina

pequenos

Asn  Asparagina
Tle Isoleucina Gln  Glutamina
Prolina Arg Arginina
Met Metionina

Phe Fenilalanina

Lys  Lisina

His  Histidina
Asp A. Aspartico
Glu  A. Glutamico ndo-polares

Tyr Tirosina
Trp Triptofano

positivos

S <EEZ TS C <0
g
3

HOD RSO ZAaR®

polares

carregados

Figura 2.1: Os vinte aminodcidos. Cédigos de uma e trés letras dos aminoécidos (esquerda).
Diagrama de Venn, adaptado de Taylor (1986) e extraido de Bejerano (2003), agrupando os

aminodcidos segundo algumas propriedades fisico-quimicas (esquerda).

levou & introducao de algoritmos heuristicos para a comparacao de seqiiéncias em grandes con-
juntos de dados, como por exemplo BLAST (Altschul et al., 1997) ou FASTA (Pearson, 2000).
Uma outra abordagem, ainda mais relacionada com a que apresentaremos aqui, utiliza uma
classe de modelos chamada de Cadeias de Markov Ocultas (HMM, do inglés Hidden Markov
Models) (Rabiner, 1986). Esse método, embora muito utilizado na modelagem de seqiiéncias
biolégicas, apresenta a desvantagem de ter uma quantidade muito grande de parametros que
devem ser estimados e, por outro lado, os algoritmos utilizados para a estimacao nao garantem
a escolha do modelo 6timo.

Recentemente, Bejerano & Yona (2001) propds a utilizacdo das cadeias estocésticas de
memoéria varidvel no problema de classificagdo de proteinas em familias. Nesse caso foi uti-
lizado o algoritmo PST, apresentado no Capitulo 1, para estimar a arvore de contextos e as
probabilidades de transi¢ao do modelo. No artigo citado foi mostrado que esse método consegue
detectar mais seqiiéncias relacionadas do que Gapped-BLAST (uma variagao de BLAST) e que
¢é quase tao sensivel quanto HMM. Uma grande vantagem do modelo de cadeias estocasticas
de memoria varidavel é que ele nao depende de alinhamentos multiplos das seqiiéncias e que ele

pode ser estimado em tempo e espaco linear (Apostolico & Bejerano, 2000).

2.2 Aplicagao do algoritmo SPST para classificar proteinas em familias

Uma familia de proteinas, como foi originariamente definido por Dayhoff et al. (1978), é um

grupo de proteinas com uma funcao similar que tém uma identidade de aminoacidos maior que
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50% quando alinhadas. Uma familia de proteinas compreende proteinas com a mesma funcao
em diferentes organismos (ort6logos) ou proteinas no mesmo organismo (parélogos), derivados
de duplicagoes génicas e re-arranjamentos.

Dada uma familia de proteinas F e uma nova sequéncia de aminoacidos s, o objetivo final
é saber se s pertence a F ou nao. Para responder essa pergunta primeiramente estimamos
um modelo para a familia F, utilizando as seqiiéncias ja classificadas dentro da familia. Em
seguida, calculamos uma pontuacao utilizando o modelo estimado e, dependendo desse valor,
classificamos a seqiiéncia s como pertencente & familia F ou nao.

O modelo construido para a familia F serd uma cadeia estocdstica parcimoniosa, obtida
a partir da estimacao da arvore probabilistica correspondente. Para estimar essa arvore pro-
babilistica utilizaremos o algoritmo SPST, introduzido no capitulo anterior. Denotemos com
(Tn,Dn) a arvore probabilistica estimada, onde 7, representa a adrvore de contextos parcimoni-
0s0s e P, € o conjunto composto pelas distribuicoes associadas a cada contexto. Nesse caso,
n representa o tamanho total da amostra; isto é, a soma dos comprimentos das seqiiéncias

pertencentes a familia F.

Dada a sequéncia s = s1, So, ..., Sy, sua pontuacao no modelo estimado para a familia F
estd dada por
1 _
S(s) = ] log [pn(s)],

onde p,(s) é a probabilidade suavizada da seqiiéncia s no modelo dado por (7, py). Isto é,

m
Pn(s) = H [(1 = |A]y) Da(silw(st, ..., si-1)) + 7],
i=1
onde w = w(sy,...,8-1) é o contexto parcimonioso na arvore 7, tal que Sli_l € wevyéum

valor positivo utilizado para evitar probabilidades iguais a zero e, portanto, uma pontuacao
igual a —oco. O pardmetro v deve satisfazer a condigdo 0 < v < ﬁ.
Assim, dada uma pontuagao minima que chamaremos de Sy, diremos que a seqiiéncia s

pertence a familia F se S(s) > Smin-

2.3 Algoritmo F-SPST

Algumas vezes, a regiao de alta similaridade entre as seqiiéncias de uma mesma familia de
proteinas é consideravelmente menor que o comprimento das seqiiéncias. Isso se deve a que
as proteinas podem estar compostas por diferentes dominios, que realizam diferentes funcoes
e, portanto, essas proteinas pertencem a mais de uma familia. Por esse motivo, o calculo da

pontuacao S sobre a seqiiéncia inteira pode nao ser apropriado em alguns casos. Baseados nesse
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fato, propomos uma mudanca no cdlculo da pontuacao S. Essa nova pontuacgdo é chamada
de S’. Nesse caso, fixamos um inteiro M e, para as seqiiéncias com comprimento m > M,

calculamos o valor S’(s) por

1 L iaM
§'(s) = _max {7 log[Pu(sj5r )]},
onde ﬁn(s;iiw) estd dado por
J+M
_ M .
pa(sin) = I (@ = 1A dalsilw(sis .. sim0) +7]-
i=j+1

No caso m < M, a pontuacao S’ coincide com a pontuacao S. O algoritmo que implementa a
pontuacao S’ é chamado de F-SPST.

2.4 Implementagao e resultados

Com o propésito de testar os algoritmos SPST e F-SPST, e compara-los com os resultados
obtidos por (Bejerano & Yona, 2001) com o algoritmo PST, usamos familias de proteinas
da base de dados Pfam (Bateman et al., 2004), na versao 1.0. Essa base de dados contem
175 familias de proteinas, derivadas da base de dados SWISSPROT 33 (Boeckmann et al.,
2004). Em primeiro lugar, selecionamos as primeiras 50 familias, na ordem alfabética, que
continham mais de 10 seqiiéncias. Para cada familia nesse conjunto, estimamos um modelo
de cadeia estocéstica parcimoniosa, utilizando o algoritmo SPST. Usamos 4/5 das seqiiéncias
em cada familia para estimar o modelo. Em seguida, calculamos a pontuacao S, no caso
do algoritmo SPST e S’, no caso do algoritmo F-SPST, para cada uma das seqiiéncias da
base de dados SWISSPROT 33. Essa base de dados contem 52.205 seqiiéncias. Dentre essas
seqiiéncias encontram-se todas as seqiiéncias de todas as familias, tanto as usadas para estimar
os modelos quanto as que ficaram por fora da estimacado. Finalmente, as seqiiéncias foram
ordenadas segundo o valor da pontuacao, no sentido decrescente.

Para estabelecer o ponto de corte Spin, com o qual decidimos se uma seqiiéncia pertence a
familia ou nao, utilizamos o critério do nimero de equivaléncia (Pearson, 1995). Esse critério
estabelece como ponto de corte o valor da pontuagao no qual o nimero de falsos positivos (i.e.
proteinas nao pertencentes a familia com uma pontuagdo acima do ponto de corte) é igual
ao numero de falsos negativos (i.e. proteinas pertencentes & familia com uma pontuagao por
baixo do ponto de corte). Esse é um ponto de balango entre a seletividade e a sensibilidade do
modelo. Uma proteina pertencente a familia cuja pontuacao for maior que o ponto de corte

(verdadeiro positivo) é considerada detectada com sucesso. A qualidade do modelo é medida
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Figura 2.2: Comparacao grafica dos desempenhos dos algoritmos SPST e F-SPST, em relagao
com o algoritmo PST. (a) SPST vs. PST. (b) F-SPST vs. PST

através da porcentagem de verdadeiros positivos detectados, com referéncia ao ntmero total
de seqiiéncias na familia.

A implementagao do algoritmo SPST, e sua variagdo no algoritmo F-SPST, foi feita em
ANSI C e compilada usando gcc. O cédigo desse programa € livre e pode ser obtido a partir
do site http://www.ime.usp.br/~leonardi/spst/.

O tempo de estimagao de uma &rvore probabilistica num processador AMD (Athlon) 851
Mhz PC, para uma familia de proteinas na base de dados Pfam 1.0, variou entre 2 s e 49 min.
O célculo das pontuactes para as 52.205 sequéncias na base de dados SWISSPROT 33 levou,
em média, 1 min 40 s para o algoritmo SPST e 1 min 5 s para o algoritmo F-SPST.

A Tabela 2.1 mostra as porcentagens de classificacdo obtidas com os algoritmos SPST
e F-SPST, junto com os resultados publicados do algoritmo PST (Bejerano & Yona, 2001).
Também é mostrado o nimero de falsos positivos de cada algoritmo. Como conseqiiéncia da
forma em que é calculado o ponto de corte, as porcentagens de falsos positivos é igual a 100%
menos a porcentagem de verdadeiros positivos. Por exemplo, no caso da familia 7tm_1, a
porcentagem de verdadeiros positivos detectados com o algoritmo F-SPST é 97.7%, portanto,
a porcentagem de falsos positivos é 2.3%. Isso d& 12 seqiiéncias classificadas erroneamente
como sendo membros da familia 7tm_1. A Figura 2.2 mostra uma comparacio grafica entre os
resultados dos algoritmos SPST e F-SPST, em relagao aos resultados do algoritmo PST.

Em Bejerano & Yona (2001) foi mostrado que o desempenho do algoritmo PST pode ser
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Tabela 2.1: Comparagao de PST, SPST e F-SPST. As familias estao ordenadas alfabeti-
camente e correspondem as primeiras 50 familias com mais de 10 seqiiéncias na base de
dados Pfam 1.0. O nimero de seqiiéncias em cada familia é mostrado na segunda coluna.
As outras seis colunas, dois para cada algoritmo, indicam a porcentagem de verdadeiros
positivos detectados, tendo como referéncia o tamanho de cada familia, e o ntimero de falsos
positivos, respectivamente. Os resultados do algoritmo PST foram extraidos de (Bejerano
& Yona, 2001). O conjunto de parametros para estimar os modelos de cadeia estocdstica
parcimoniosa, tanto no algoritmo SPST quanto no F-SPST, foram: N = 3, r = 3.8 e
k = 20. O parametro de suavizacao das probabilidades de transigao utilizado foi v = 0.001.
O valor de M usado no algoritmo F-SPST foi M = 80 para todas as familias.

Familia No. de PST SPST F-SPST
seqiiéncias | % v.p. No. f.p. | % v.p. No. f.p. | % v.p. No. f.p.
Ttm_1 515 93.0 36 96.3 19 97.7 12
Ttm_2 36 94.4 2 97.2 1| 100.0 0
7tm_3 12 83.3 2| 100.0 0| 100.0 0
AAA 66 87.9 8 90.9 6 93.9 4
ABC_tran 269 83.6 44 85.9 38 89.2 29
actin 142 97.2 4 97.2 4 99.3 1
adh_short 180 88.9 20 89.4 19 92.8 13
adh_zinc 129 95.3 6 91.5 11 95.4 6
aldedh 69 87.0 9 89.9 7 92.8 5
alpha-amylase 114 87.7 14 91.2 10 94.7 6
aminotran 63 88.9 7 88.9 7 90.5 6
ank 83 88.0 10 86.8 11 86.6 11
arf 43 90.7 4 93.0 3 93.0 3
asp 72 83.3 12 90.3 7 91.7 6
ATP-synt_A 79 92.4 6 94.9 4 97.5 2
ATP-synt_ab 180 96.7 6 96.7 6 98.3 3
ATP-synt_C 62 91.9 5 95.2 3 95.2 3
beta-lactamase 51 86.3 7 90.2 9 94.1 3
bZIP 95 89.5 10 90.5 9 93.7 6
C2 78 92.3 6 92.3 6 96.2 3
cadherin 31 87.1 4 87.1 4 93.6 2
cellulase 40 85.0 6 85.0 6 90.0 4
cNMP _binding 42 92.9 3 92.9 3 95.2 2
COesterase 61 91.7 5 90.0 6 93.3 4
continua na pagina seguinte
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continuagao da pagina anterior

Familia No. de PST SPST F-SPST
sequiéncias | % v.p. No. f.p. | % v.p. No. f.p. | % v.p. No. f.p.
connexin 40 97.5 1 97.5 1 100.0 0
copper-bind 61 95.1 3 96.7 2 98.4 1
COX1 80 83.8 13 85.0 12 85.0 12
COX2 109 98.2 2 98.2 2 98.2 2
cpnl0 57 93.0 4 98.3 1 98.3 1
cpn60 84 94.0 5 94.0 5 95.2 4
crystall 53 98.1 1 98.1 1 98.1 1
cyclin 80 88.8 9 86.3 11 91.3 7
Cys-protease 91 87.9 11 89.0 10 94.5 5
cystatin 53 92.5 4 90.6 5 90.6 5
Cys_knot 61 93.4 4 93.4 4 93.4 4
cytochrome_b_C 130 79.2 27 90.8 12 87.7 16
cytochrome_b_N 170 98.2 3 97.1 ) 98.2 3
cytochrome_c 175 93.7 11 94.3 10 95.4 8
DAG_PE-bind 68 89.7 7 89.7 7 89.7 7
DNA _methylase 48 83.3 8 83.3 8 93.8 3
DNA _pol 46 80.4 9 82.6 8 82.6 8
dsrm 14 85.7 2 85.7 2 85.7 2
E1-E2_ATPase 102 93.1 7 95.1 5 96.1 4
efhand 320 92.2 25 92.2 25 92.2 25
EGF 169 89.4 18 88.8 19 89.4 18
enolase 40 100.0 0 97.5 1| 100.0 0
fer2 88 94.3 ) 95.5 4 97.7 2
fer4 152 88.2 18 90.1 15 91.5 13
fer4_NifH 49 95.9 2 98.0 1 98.0 1
FGF 39 974 1| 100.0 0| 100.0 0

incrementado aumentando o nimero de nds da arvore. Para os algoritmos SPST e F-SPST, esse
fato depende dos valores dos parametros k e N. No caso dos outros parametros, nao conhecemos
ainda quais seriam as melhores escolhas desses valores. Portanto, estudamos o desempenho do
algoritmo F-SPST como fungao dos parametros r, v e M. Cinco familias da Tabela 2.1 foram
escolhidas aleatoriamente e foram estimadas as respectivas arvores probabilisticas, variando os
valores do parametro correspondente. O desempenho do algoritmo F-SPST nao foi afetado
significativamente no caso dos parametros v e M (Figura 2.3a-b), mas foi decrescendo com

valores maiores de r (Figura 2.3c). Esse fato é devido a que quando r aumenta, o nimero de
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Figura 2.3: Avaliagdo do desempenho do algoritmo F-SPST como fun¢ao dos parametros + (a),
M (b) e r (c). O eixo horizontal mostra os valores do parametro usados para estimar a drvore
probabilistica correspondente a cada familia. Os valores dos demais parametros foi mantido
igual ao usado nos resultados da Tabela 2.1. Esta avaliacao foi feita para 5 familias escolhidas

aleatoriamente.

nés da arvore diminui (ainda mais nés sao juntados) e nesse caso temos um modelo sobestimado.
Mesmo assim, € interessante notar que para todos os valores de r inferiores a 50, o desempenho

do algoritmo F-SPST para as cinco familias foi mantido acima de 90%.
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Figura 2.4: Uma &rvore de contextos parcimoniosos estimada com o algoritmo SPST. Essa
arvore corresponde as seqliéncias da familia AAA (familia de ATPases associadas com vérias
atividades celulares). Em cada né da arvore vemos um subconjunto de aminoécidos correspon-
dente a uma posigdo em um contexto parcimonioso (as chaves que denotam os subconjuntos
foram omitidas). Alguns nds da arvore se correspondem com os grupos de aminoacidos com

propriedades fisico-quimicas semelhantes (mostrados no quadro acima).

Uma propriedade muito interessante do algoritmo SPST aparece quando comparamos os
contextos parcimoniosos na arvore estimada com as classes obtidas ao agrupar os aminoacidos

segundo suas propriedades fisico-quimicas, como foi mostrado na Figura 2.1. Por exemplo, a
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arvore estimada para a familia AAA (familia de ATPases associadas com varias atividades
celulares) tem como né na arvore o subconjunto de aminodcidos {I,V,L}. Esse subconjunto
corresponde exatamente ao grupo dos aminodcidos alifiticos. A Figura 2.4 mostra uma porgao
dessa arvore junto ao agrupamento dos aminoacidos.

Os resultados apresentados neste capitulo sugerem que os algoritmos SPST e F-SPST po-
dem melhorar a classificacao obtida com o algoritmo PST. No caso do algoritmo SPST, isso
¢ devido provavelmente ao fato que o modelo de cadeia estocédstica parcimoniosa descreve me-
lhor a natureza esparsa das seqiiéncias de proteinas, a vez que se beneficia com a redugdo no
nimero de parametros que devem ser estimados. No caso do algoritmo F-SPST fica claro que
uma comparacao local das seqiiéncias de proteinas é mais apropriada que a comparacao global,

dada a composicao em dominios das seqiiéncias de proteinas.



CapriTUuLO 3

Analise filogenética de proteinas

Neste capitulo apresentamos os resultados das aplicacoes do algoritmo SPST para o estudo
da similaridade entre as seqiiéncias de proteinas. Para isso, utilizamos uma distancia entre as
arvores de contextos associadas as seqiiéncias. Essa distancia leva em consideracao a estrutura
das drvores e indiretamente as probabilidades de transi¢do. Aplicamos esse método para estudar
a filogenia de seqiiéncias de proteinas pertencentes a familia dos fatores de crescimento de
fibroblastos (FGF) e a familia das globinas. Esses resultados constituem um estudo preliminar
das aplicagoes da modelagem com cadeias estocdsticas parcimoniosas a inferéncia da evolugao
de seqiiéncias simbolicas, que deve ser aprofundado. Uma versao preliminar desta abordagem
foi apresentada em forma de cartaz no Congresso da Associacao Brasileira de Bioinformatica e
Biologia Computacional, X-meeting 2005 (Leonardi, 2005). Uma versao em formato de artigo
completo, contendo os resultados deste capitulo, estd sendo redigida atualmente (Leonardi
et al., 2006).

3.1 Um espaco métrico de arvores

As definigoes apresentadas nesta secao estao baseadas na nogao de B-entropia para partigoes,
introduzida em Simovici & Szymon (2002). E facil provar que cada arvore de contextos T define
uma particdo do conjunto A7 (conjunto de todas as seqiiéncias finitas sobre A de tamanho j),

para cada j > d(7), onde d(7) denota a profundidade da arvore 7; isto é
d(1) = sup{|w| : w € T}.

Portanto, a tradugéao da nocao de entropia para arvores de contextos é direta. Com a nogao
de entropia e a definicdo de particao méaxima entre duas particoes, deriva-se a definicao de
distancia introduzida em (Simovici & Szymon, 2006). Essa serd a distancia que utilizaremos

para estudar a similaridade entre as seqiiéncias de proteinas.
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Dado um contexto parcimonioso w = (w—j, ..., w_1), denotaremos com [w] ao produto dos

cardinais dos conjuntos w;; isto é
J
[w) = ][ lw-il,
i=1

onde, como antes, |w;| representa o numero de elementos no conjunto w;. O valor de [w]
equivale & quantidade de seqiiéncias s = (s_j,...,s_1) € A’ tais que s_; € w_;, para todo

i=1,...,7.

Definicao 3.1.1. Dada uma arvore de contextos 7 e um numero real 6 > 0, definimos a

(B-entropia da arvore T por

= s ([l A7 1), se 21,

weET

Hy(r) = =) [w] |A 1 - log, [[w] |A|71],  se g = 1.

wET

Exemplo 3.1.2. Consideremos a &rvore 7 da Figura 3.1(a), sobre o alfabeto A = {a,b, ¢, d}.
Calculemos Hg(7), com 3 = 1. Neste caso temos trés contextos, w! = ({a,b,c}, {ac}), w? =
(d,{ac}) e w® = ({bd}). Assim, temos que [w'] = 6, [w?] = 2 e [w?] = 2. Portanto,

Hg(r) = —(6]A|7% -logy[6|A| 2] +2|A| 72 - logy[2|A| 2] +2|A| 7" -logy[2]4]71])
= 0.375-1.415037 +0.125 -3 4+ 0.5 - 1

= 1.405639.
Dados dois contextos parcimoniosos w = (w—;...,w_1) e W = (W_j,...,%W_1), definimos
a interseccao entre w e w (assumindo sem perda de generalidade que j > 7) por w Nw =
(W—j, . s W_ (1), Wy N Wz, ..., w1 NW_1), se w; NW; # () para todo i = 1,...,7. No caso
w; Nw; = () para algum ¢ = 1,...,7 definimos w Nw = ().
Dadas duas drvores de contextos parcimoniosos, 7 = {w!,...,w"} e 7 = {w!,..., 0™},

definimos a arvore maxima entre 7 e T por
rvi={wNna:wNw £Pparai=1,...,n;j=1,...,m}. (3.1)

Exemplo 3.1.3. Consideremos as drvores de contextos parcimoniosos da Figura 3.1(a)-(b),
sobre o alfabeto A = {a, b, ¢,d}. Chamemos essas arvores de T e 7, respectivamente. Fazendo a

interseccao de cada contexto da arvore 7 com cada contexto da arvore T obtemos os contextos
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Figura 3.1: Arvore méxima de duas arvores de contextos parcimoniosos sobre o alfabeto A =
{a,b,c,d}. (a) Arvore 7. (b) Arvore 7. (c) Arvore 7V 7.

da arvore 7 V 7, excluindo aqueles cuja interseccao é vazia. Por exemplo, a interseccao dos
contextos ({a,b,c},{ac}) e ({a,b,c},a) resulta no contexto ({a,b,c},a) e a interseccao dos
contextos ({a,b,c},{a,c}) e (c) resulta no contexto ({a,b,c},c), ambos pertencentes a drvore

TV 7. A arvore 7V 7 é mostrada na Figura 3.1(c).

Seguindo Simovici & Szymon (2006) obtemos a seguinte definigdo de distancia entre duas

arvores de contextos parcimoniosos.

Definicao 3.1.4. Dadas duas arvores de contextos parcimoniosos, 7 e 7, definimos a (-distan-
cia entre 7 e T por
dﬁ(Tﬂ_')ZQHB(T\/T')—HQ(T)—HQ(T'). (3.2)
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3.2 Implementacao e resultados

A p-distancia definida por (3.2) foi implementada para estudar a similaridade entre as
seqiiéncias de proteinas de algumas familias. O objetivo é estudar a filogenia dessas sequiéncias,
a partir da sua representacio como arvores de contextos parcimoniosos. O programa que
implementa a (- distancia utiliza o cdédigo do algoritmo SPST para estimar as arvores de
contextos parcimoniosos correspondente a cada seqiiéncia e é chamado de Phyl-SPST. Ele esta

disponivel na pagina http://www.ime.usp.br/~leonardi/phyl-spst.

Para testar o desempenho da (-distancia primeiramente foi aplicado o algoritmo Phyl-SPST
as 22 sequéncias de proteinas da familia FGF encontradas em humanos. Essas seqliéncias tém
sido bastante estudadas na literatura e andlises filogenéticas sugerem que essas 22 seqiiéncias
podem ser agrupadas em 7 sub-familias (Itoh & Ornitz, 2004). As seqiiéncias utilizadas na
andlise foram obtidas da base de dados Pfam (Bateman et al., 2004). Para cada dominio dos
22 desta familia foi estimada uma arvore de contextos parcimoniosa, utilizando o algoritmo
SPST. Em seguida, foi calculada a (-distancia definida por (3.2), para cada par de arvores, e
foram organizados os resultados numa matriz de distancias. Usando como entrada essa matriz
de distancias foi aplicado primeiramente o algoritmo KITSCH e, em seguida, o algoritmo
DRAWTREE, ambos do pacote Phylip3.65 (Felsenstein, 2004), para construir uma arvore
filogenética. A Figura 3.2 mostra a arvore filogenética obtida com esse procedimento. Os
grupos de seqiiéncias obtidos por esse método coincidem exatamente com as 7 sub-familias
encontradas na literatura e a arvore se corresponde com a andloga apresentada em Itoh &
Ornitz (2004, Figure 1).

Uma segunda aplicagdo do programa Phyl-SPST teve o objetivo de estudar a similaridade
entre as seqiiéncias da familia de proteinas chamadas de globinas. As seqiiéncias utilizadas
correspondem a todas as sequéncias de vertebrados pertencentes ao grupo de globinas anali-
sadas na base de dados PALI (Sujatha et al., 2001). Nesse grupo encontramos 41 seqiiéncias,
que foram obtidas posteriormente da base de dados SCOP (Murzin et al., 1995). Como no
caso da familia FGF, foi aplicado o algoritmo Phyl-SPST a essas 41 seqiiéncias. Em seguida,
foi utilizado o algoritmo NEIGHBOR e DRAWGRAM do pacote Phylip3.65 para construir a

arvore filogenética. Essa arvore pode ser observada na Figura 3.3.

Com o objetivo de comparar o desempenho do algoritmo Phyl-SPST com outras meto-
dologias mais utilizadas na pratica foi obtida uma outra arvore filogenética para as mesmas
41 seqiiéncias de globinas. Neste caso foi seguido o seguinte procedimento. Primeiro as 41
seqiiéncias foram alinhadas utilizando o pacote ClustalW (Thompson et al., 1994). A partir

desse alinhamento foi calculada a distancia PAM (Dayhoff et al., 1978), utilizando o programa
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sub—familia
FGF1
Y sub-familia
sub—familia EGE2 EGF1 FGF9
FGF19 FGF23 FGF16

FGF9
FGF20

sub—familia
FGF11
FGF6
FGF18 FGF4
FOF8 LGpy7 FGFS
sub—familia
sub-familia FGF4
FGF8

Figura 3.2: Sub-familias obtidas com a anélise filogenética dos 22 dominios de FGF em hu-
manos, utilizando a (-distancia entre as arvores de contextos parcimoniosos correspondentes
a cada seqiiéncia. A arvore filogenética foi obtida utilizando os algoritmos KITSH e DRAW-
TREE, do pacote Phylip3.65.

PROTDIST do pacote Phylip3.65. Por ultimo, foi obtida a arvore filogenética através da uti-
lizagdo dos programas NEIGHBOR e DRAGRAM, como no caso da andlise anterior. FEsta
arvore filogenética, baseada na distancia PAM, é apresentada na Figura 3.4. A partir des-
ses resultados podemos observar que as duas abordagens utilizadas identificam basicamente
as mesmas relacoes filogenéticas entre as seqiiéncias. Contudo, algumas diferencas podem ser
identificadas nos grupos de seqiiéncias préximas. Uma vantagem da abordagem baseada em
arvores de contextos é que nao € necessario obter preliminarmente um alinhamento multiplo

das seqiiéncias.
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Arvore filogenética baseada na (-distancia, para 41 seqiiéncias de globinas em
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vertebrados.






CAPIiTULO 4

Velocidade de convergéncia do algoritmo PST

Neste capitulo demonstramos a velocidade exponencial de convergéncia do algoritmo PST,
para o caso de cadeias estocdsticas de memoria varidvel, com memoria nao necessariamente
limitada. Esse resultado generaliza o obtido por Galves et al. (2006) para as cadeias de meméria

limitada.

4.1 Arvores probabilisticas de sufixos

Como nos capitulos anteriores, A representard um alfabeto finito, de tamanho |A|. Esse
serd o espago de estados de todas as cadeias estocasticas consideradas. Lembraremos aqui
algumas notacoes introduzidas no Capitulo 1. Para m < n denotamos com w}, a seqiiéncia

(Wi, - - ., wy) de simbolos no alfabeto A, de comprimento |w| = n — m + 1. Uma seqiiéncia

n

n, com m > n é denotada com o simbolo especial A e tem comprimento |[A\| = 0. Dadas

w
duas seqiiéncias w = w]} e v = v;? , denotamos por vw a seqliéncia com comprimento |v| + |w|,
obtida pela concatenacao das duas seqiiéncias. Em particular, Aw = w\ = w. No caso em que
vw denote uma seqiiéncia temporal (como as seqiiéncias condicionais de cadeias estocdasticas),

assumiremos que v se refere ao passado mais remoto. A definicdo de concatenagao estende-se

1
00"

também ao caso em que v denota uma seqiiéncia semi-infinita, do tipo v = v_
Diremos que seqiiéncia s é um sufizo da seqiiéncia w se existe uma seqiiéncia u, com |u| > 1,
tal que w = us. Dada a seqliéncia finita w = w,, denotamos com suf(w) ao maior sufixo de
w; isto é, suf(w) = wy, ;.
O conjunto A’ denota todas as seqiiéncias de stmbolos em A tais que |w| = j. Definimos o

conjunto A* como o conjunto de todas as seqiiéncias finitas sobre A; isto é
o
A=A
j=1

Para qualquer inteiro h > 1 denotamos com A? o conjunto de todas as seqiiéncias finitas de
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comprimento como maximo h; isto é,

h
Al = U A
j=1

Definigao 4.1.1. Um subconjunto enumeravel 7 de A* é uma drvore se nenhuma seqiiéncia

8:]1- € 7 é um sufixo de uma outra seqiiéncia w:il

propriedade do sufixo.

€ 7. Essa propriedade é chamada de

Definimos a profundidade de uma arvore 7 como
d(7) = sup{|w| : w € 7}.

No caso em que d(7) é finito, 7 contem um numero finito de seqiiéncias. Nesse caso usaremos

a notagao || para referirmos & quantidade de seqiiéncias da &rvore 7.
Defini¢ao 4.1.2. Diremos que a drvore 7 é ilimitada se d(7) = +o0.

Uma arvore 7 é chamada de irredutivel se nenhuma seqiiéncia w € 7 pode ser substituida
por um sufixo dela sem violar a propriedade do sufixo. A noc¢ao de arvore irredutivel generaliza a
nocao de arvore completa, usualmente utilizada no contexto das cadeias estocasticas de memoria
varidvel. A partir daqui a palavra arvore sempre denotard uma arvore irredutivel.

E facil ver que o conjunto 7 pode ser identificado com o conjunto de folhas (nés terminais)

de uma arvore com raiz com um numero enumeravel de ramos finitos.

Defini¢ao 4.1.3. Uma drvore probabilistica de sufixos sobre A é um par ordenado (7,p) tal

que
1. 7 é uma arvore irredutivel;
2. p=A{p(-|lw);w € 7} é uma familia de probabilidades de transigdo sobre A.

Consideremos uma cadeia estocdstica estacionaria {X; : t € Z} sobre o alfabeto A. Dada a

seqiiéncia w € AJ denotamos por

a probabilidade estaciondria do cilindro definido pela seqiiéncia w. Se p(w) > 0, escrevemos
plajw) = P(Xo=a | X:; =w).

No que segue usaremos a notacao X; para designar o processo {X; : t € Z}.
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Definigao 4.1.4. A seqiiéncia w € A7 é um contexto para o processo X; se p(w) > 0 e para
toda seqiiéncia x:clx, tal que w é um sufixo de a::io temos que

P(Xg=a| X:Olo =z} ) = p(ajw), para todo a € A, (4.1)

— o
e nenhum sufixo de w tem essa propriedade.

Com essa definicdo podemos ver que o conjunto de todos os contextos de um processo X
constitui uma arvore irredutivel. Essa arvore sera chamada de drvore de contextos associada ao
processo X;. Note também que o par composto pela arvore de contextos e pelas probabilidades
de transicao, dadas por (4.1), constitui a drvore probabilistica de sufixos (7,p) associada ao

processo X;.

Definigao 4.1.5. Uma arvore probabilistica de sufixos (7, p) é do tipo-A se suas probabilidades

de transicao p satisfazem
1. levréf;p(a\w) > 0;
acA

2. klim Br = 0, onde a seqiiéncia {f }ren estd definida por
— 400

Bo = sup{|p(ajw) — p(a|v)|,a € A,v,w € T com w_y # v_1}
epara k > 1,

Br. == sup{|p(alw) — p(alv)|,a € A,v,w € T com w_; =v_}}. (4.2)
A seqiiéncia {0k }ren € chamada de taza de continuidade.

A partir deste momento assumiremos que a arvore probabilistica de sufixos (7,p) é do

tipo-A, com taxa de continuidade somaével; isto é

8= Z B < +00.
keN
Para evitar alguns problemas técnicos da demonstracao do teorema de velocidade de con-
vergéncia também assumiremos que Gy < 1.
No caso de uma arvore probabilistica do tipo-A e com taxa de continuidade soméavel, o
argumento de acoplamento maximal usado em Fernandez & Galves (2002) implica a unicidade

da lei da cadeia associada a ela.
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Dada uma &arvore probabilistica de sufixos (7,p), associada ao processo X; e um inteiro

k > 1, denotaremos por (Tk , pk) a arvore probabilistica de sufixos dada por

k= {w e 7;jw| <k} U {w:}g;w e, |wl >k} (4.3)

e para todo w € 7F,
Paw)=P(Xo=a| X_1=w_1,... X | = W) - (4.4)
A drvore 7F corresponde & 4rvore 7 truncada ao nivel k. Como exemplo podem ser observadas

as arvores probabilisticas da Figura 4.1.
Seja, para k > 1,
Dy, = min max{|[p(a|w) — p(alsuf(w))] },

weTk a€

onde, no caso suf(w) = A\ definimos p(a|\) = p(a). Por outro lado, seja

e =, min {p(w): p(w) >0}

Condicao 4.1.6. A partir de agora assumiremos que o processo X;, com arvore probabilistica

de sufixos (7, p), satisfaz as seguintes condigdes:
1. (7,p) é do tipo-A, com taxa de continuidade somével e Fy < 1.
2. Dy > 0 para todo k > 1.

Exemplo 4.1.7. Seja (7,p) a arvore probabilistica de sufixos da Figura 4.1(a). O conjunto de

simbolos desse processo é o alfabeto A = {0,1}. Consideremos as probabilidades de transi¢ao

dadas por
q =p(0[100...0) =1—p(1]100...0), (4.5)
10's 10's

onde (¢;);>0 € uma seqiiéncia de nimeros positivos, somavel e estritamente decrescente. Nesse
e em todos os casos seguintes, a seqiiéncia condicional na expressao (4.5) vai desde o passado

mais remoto ao mais proximo. Isto é,

p(O]lOOO) :P(ono ‘ X_1 :0,...,X_l :O, X—(l+1) :1).
10's

Assim, no caso das probabilidades de transigao dadas por (4.5) temos que

Br = sup{|e; — ¢;|} = .
1,j>k
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Portanto, essa familia de cadeias estocasticas tem taxa de continuidade soméavel. Por outro

lado temos que
1 —p(1) = p(0) = p(00) + p(10) = p(00) + qop(1).
Assim,

p(00) =1 —p(1)[1 + qo]-

Em geral, para [ > 2 é facil ver que

-2
p(00...0)=1—pM)[1+q+-+ ][]l
10's Jj=0
Desta forma temos que
1—p)[L+qo+-+[T2ba
p(0100...0) = p(D[L +qo [1iZ0 9]
N——

-2
L o's 1=pM)[I+qo+---+I[;Z0 4l

(T4

—1- :
1—p)[1+qo0+ -+ [T\ 0]

Portanto, vemos que Dy > 0 para todo k > 1. Concluimos que a familia de cadeias estocésticas
com arvore probabilistica de sufixos como a da Figura 4.1(a) e probabilidades como em (4.5)

satisfazem a Condigao 4.1.6. Um exemplo particular disso é dado por

1

l—l-—2)2’ para [ > 0.

q = (

4.2 Estimagao com o algoritmo PST

No que resta deste capitulo assumiremos que x1,Zs,... é uma amostra de uma cadeia
estocdstica associada & arvore probabilistica de sufixos (7,p), que satisfaz a Condigao 4.1.6.
Nesse caso diremos que z1,x9,... é uma realizagdo de (7,p).

Como antes, para qualquer seqiiéncia w com 1 < |w| < n, denotamos com N,,(w) o nimero

de ocorréncias da seqiiéncia na amostra z1,xo,...,T,; isto é
n—|w|
_ t+w] _
Np(w) = E ez =wj (4.6)
t=0

e Ny,(w-) denotard a soma ) ;. 4 Ny(wb). Por outro lado, definimos N,,(\) = Nyp(X\-) = n.
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(a) (b)

(g0, 1 —qo) (g0, 1 — qo)

10
(q1,1 —q1)

10
(q1,1—q1)

100 000 100
~ (2,1 — q2) (p(0]000), p(1000))  (g2,1 —g2)

Figura 4.1: Exemplo de arvore probabilistica de sufixos sobre o alfabeto A = {0,1}. As
seqiiéncias correspondentes aos nés terminais constituem os contextos do processo. (a) Arvore

de contextos de memdria ilimitada (ver Exemplo 4.1.7). (b) Arvore em (a) truncada ao nivel 3.

Para qualquer simbolo a € A e qualquer seqiiéncia w tal que N, (w-) > 1, as probabilidades
de transicao empiricas p,(a|w) estdo definidas por

pnlajw) = ——=. (4.7)

No caso Ny (w-) = 0 definimos p,,(a|w) = ‘%.
O algoritmo PST, apresentado no Capitulo 1, estd definido da seguinte forma. Em primeiro

lugar, definimos para qualquer seqiiéncia finita w € A*:
AT (w) = ma [pn(alw) — o alsuf(w))]

O operador AP®T(w) calcula uma distancia entre a distribuigao de probabilidades de transigao
associada a seqiiéncia w e a associada a seqiiéncia suf(w), ambas estimadas a partir da expressao
(4.7). No que resta deste capitulo usaremos a notagao A,(w) para referirmos ao operador
APST(w).

Definicao 4.2.1. Dado § > 0 e k < n, a arvore estimada pelo algoritmo PST estd dada por
= fwe AR Ay(w) >0 A Ay(uw) <8 Yue AFIN

onde no caso |w| = k temos que A]f_lw‘ = 0.
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é uma arvore. Além disso, a forma como definimos p,,(+|-) em (4.7) associa

uma medida de probabilidade para cada seqiiéncia em %,'f .

E facil ver que 7¥

4.3 Desigualdades exponenciais para as probabilidades empiricas

O resultado principal deste capitulo é a demonstracao da velocidade exponencial de con-
vergéncia do algoritmo PST no caso de arvores com memdria finita, porém ilimitada. Como
ja foi mencionado, esse resultado generaliza o obtido por Galves et al. (2006) para o caso de
arvores finitas.

O principal ingrediente da demonstragao da velocidade de convergéncia do algoritmo PST
sao algumas desigualdades exponenciais, que serao demonstradas nesta secdo. Essas desigual-
dades foram obtidas em um contexto geral em Dedecker & Prieur (2005, Proposition 5), a partir
de um resultado em Dedecker & Doukhan (2003, Proposition 4). Nesta se¢@o mostraremos que
esses resultados podem ser aplicados no caso de cadeias estocasticas de memdria variavel nao
necessariamente limitada.

O resultado principal desta secao é o seguinte

Teorema 4.3.1. Para qualquer seqiiéncia finita w e qualquer t > 0 vale que

1 —t2C
BNa(w) — (0~ ful + 1p(u)] > 1) < et ool (18
onde
~ 1-0
- 8e(1+ )’

A demonstracao segue o caminho desenvolvido em Galves et al. (2006). Para isso, preci-
samos de um resultado de mistura para um processo estocdstico consistente com uma arvore
probabilistica de sufixos (7,p), de meméria nao necessariamente limitada. Esse resultado é o

seguinte

Lema 4.3.2. Eziste uma seqiéncia {3} k>0, com D~ By < +00, tal que para qualqueri > 1,

qualquer k > i, qualquer j > 1 e qualquer seqiiéncia finita w{, vale a sequinte desigualdade

b, IP(XF = w) | X =) — p(w))| < (G +1) B, (4.9)
:(:116 g

Além disso,
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Demonstragao. Definimos 35 = 1, logo (4.9) vale trivialmente para k = i. Por outro lado é

facil ver que para todo i > 1,

inf plal2Zju=5") < plal2Z) < sup plalaZju=h), (4.10)
uEA® ueA®

onde A denota o conjunto de todas as seqliéncias semi-infinitas u_;_ . Para uma demonstragao

OO

das desigualdades acima ver, por exemplo, Fernandez & Galves (2002, Proposition 3). Usando

esse fato e a condicao de estacionaridade é suficiente provar que para todo k > 0,

sup [P = wf | X2 = aTh) —plud)] < G+ D A (4.11)
Note que para todos os passados :E:éo temos que
PG =w] | X7 =275 — plw))|
é igual a
[ B wx =) B = X = )|

A 1ltima expressao pode ser limitada superiormente por

—OO

kti—1 _ — ktj—1 _ _
[ PO Xl el - PG = XL = w bl
uEA®
Agora, usando os resultados em Bressaud et al. (1999, Corollary 1) temos que

P =] | XZL =22) PG = w] | XL =uZl)| < (G DP(S, = 0),

—00 e}

onde (Sp,)nen €é uma cadeia de Markov sobre N com probabilidades de transicao dadas por

P(Sns1=a+1| Sy =2)=1- 0,

e probabilidade inicial P(Syp = 0) = 1. Para k > 1 definimos g} = P(Sy—; = 0). Assim temos
que B3 = [y < 1. Pode ser visto que pelo fato de ser {3 }x>0 somével, a seqiiéncia {5} }r>0
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também é somavel (Bressaud et al., 1999, Proposition 2). Por outro lado, temos que

[Ta-8)=T[0-P(Sk=0)

k>2 k>1

=11

k>1 x

M- HM??

P(Sg =2 | Sk—1 =2 — 1)P(Sk—1 =2 — 1)

B
%
—
8
Il
—

I
W

(1 — ﬁx—l)P(Sk—l =T — 1)

b
\%
=
8
Il
—

v
.

(1= Br—1)P(Sg—1 =k —1)

k>1
k—2
= (1—ﬁk—1)H(1—ﬁi)
k> =0
[H 1-6.)]> > 0. (4.12)

Assim,

=Y In(1-8;) < 2> In(l - B).

k>2 k>0

Agora, usando a expansdo em série de Taylor da funcéo logaritmo é facil ver que

z < -In(l—g2) < ——, (4.13)
1—-c
para todo x € (—1,c]. Desta forma, vemos que
L+ > >0 k)
Zﬁk = 1-4 :
k>0 0
Esse fato conclui a demonstracao do Lema 4.3.2. O

A seguir apresentamos a demonstragao do Teorema 4.3.1. Essa demonstracao usa forte-
mente a propriedade de mistura para cadeias estocasticas com taxa de continuidade somavel,

demonstrada no Lema 4.3.2.

Demonstracao do Teorema 4.8.1. Seja w uma seqiiéncia finita. Seguindo o mesmo caminho que
em Galves et al. (2006, Theorem 2.5) obtemos, a partir do resultado em Dedecker & Doukhan
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(2003, Proposition 4), que para todo p > 2 vale

n—|w|+1 n—|w|+1

(20 X 3 swp [BOXET= 0| X = i) - p(w)])

A
i=1 k=i T]EA’

< (2p(n — Jw| + 1)(jw| +1)8%)3,

N

[N (w) = E(Nn (w))]|p

IN

onde §* = Zkzo B;. Logo, também obtemos, a partir de Dedecker & Prieur (2005, Proposi-
tion 5), que para todo t > 0,

1 —t2C
P(Na(w)  (n ] + 1p(w)| > 1) < et expl ]
onde 1-4
_ — Po
¢= 8e(1+ )"

Como conseqiiéncia direta do Teorema 4.3.1 obtemos os seguintes corolarios.

Coroldrio 4.3.3. Para qualquer seqiiéncia finita w tal que p(w) > 0 e para qualquer r satisfa-

zendo r < (n — |w| + 1)p(w) vale que

[p(w) — mpc
lw| + 1

P(N,(w) <r) < er exp[—(n— |w| + 1) ]. (4.14)

Demonstragao. Como r < (n — |w| + 1)p(w) temos que

P(Nn(w) <7) = P(Nn(w) = (n = [w| + D)p(w) <7 = (n = w| + 1)p(w))

=P
< P(|Nn(w) = (n = Jw[ + 1)p(w)| = (n — [w] + 1)p(w) —r)

Usando o Teorema 4.3.1 podemos limitar superiormente o termo direito da ultima desigualdade

por
2
) c}
lw| + 1

1 p
ee exp[—(n — |w| + 1)
O
Coroldrio 4.3.4. Para qualquer seqiéncia finita w, qualquer simbolo a € A tal que p(wa) > 0
e qualquer n > |w| vale que

min(t2, 1)p(wa)*C

P(1pn(alw) — plafw)| > 1) < 3e¥ exp[~(n — hwl) — 2 s

] (4.15)
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Demonstragao. A desigualdade (4.15) segue de (4.8) e (4.14), como detalhado a seguir. Temos

que
P(|pn(alw) — p(alw)| > t) < P(|pn(alw) — plajw)] > ¢, Np(w-) = 1) + P(N,(w-) = 0).

Assim, como N, (w-) = 0 implica N,,(wb) = 0 para todo b € A, podemos usar o Corolério 4.3.3,
obtendo

2
P(Ny(w-) =0) < et exp[—(n — |w|) %] (4.16)
Por outro lado, usando a expressao (4.7) e o fato que
p(wa)
riajw) = ———,
(aw) o
temos, multiplicando e dividindo por n — |w| a expressao acima que
R Ny (wa n — |w|)p(wa
P(|pn(alw) — plalw)| > t, Ny (w-) > 1) < IP’(! (wa) _ [l )| > ). (4.17)

Np(w-) — (n— |w|)p(w)

Somando e subtraindo o termo % obtemos
Nuwe) _ (n — luwl)p(wa) No(wa) i — Nt
Fa@) " = hpe) | S @ n — el 1 DR0) = Nn)]
1
0 = Twp(@) | N (wa) = (n — [w|)p(wa)|.

Desta forma, usando que J]\\T;;((Za)) <1e Ny(w) = Np_1(w), o lado direito em (4.17) pode ser

limitado superiormente pela soma

t(n — lw)p(w)
2

P(|Nn(wa) — (n — [w|)p(wa)| >

P([Nn—1(w) = (n — |w|)p(w)| > ) +

t(n — [wp(w)
a—

Usando o Teorema 4.3.1 podemos limitar superiormente a iltima expressao por

t?p(wa)?C

et exp[—(n — |w|) m]

(4.18)

Assim, somando (4.16) e (4.18) obtemos (4.15). O

4.4 Velocidade de convergéncia do algoritmo PST

O principal resultado deste capitulo é o seguinte
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Teorema 4.4.1. Seja (1,p) uma drvore probabilistica de sufizos que satisfaz a Condi¢ao 4.1.6
e seja x1,x2,...,xT, uma realiza¢do de (1,p). Entdo para qualquer k, qualquer 6 < Dy e para

todo n > k temos que

min(Dy, — 6,0)%e;,,C

<k ky > _ k+1 1 .
P( ™) > 1 — 6|A" et exp[—(n 1605+ 2) B

n —

onde
_ 100
8e(1+ )

Demonstragao. Definamos

Op(uw) = {A,(uw) > 6}, OF = ] Op(uw),

weT
uwerk

Un(uw) = {An(uw) <6}, UL = | Un(uw).

qurk
werk

Assim, se k < n entdo
{tn #£7"} =0k v U}
O resultado segue de uma sucessao de lemas.

Lema 4.4.2. Para qualquer w € 7%, uw € 7‘5 temos que

P(O, (uw)) < 6|A] et exp] k 526%“(3]
( n Uw)) — €e eXp (n ) 16(k+2) N
Demonstracdo. Lembremos que

Ay (uw) = max |Pn(auw) — P (alsuf(uw))).

Note que se uw € ﬁf entdo |w| < k. Isto implica que w € 7. Logo, para qualquer seqiiéncia

finita u e qualquer simbolo a € A temos que p(a|lw) = p(a|uw). Portanto,

. ) N 0
P(A, (uw) > 6§) < Z [P(|pn(alw) — p(a|lw)| > 5) + P(|pn(aluw) — p(aluw)| > 5)]
acA
Usando o Corolario 4.3.4 podemos limitar superiormente o termo direito da desigualdade acima

por
52p(uwa)2C]
16(|uw| + 2)

Lembremos que, por defini¢ao, |uw| < k e p(uwa) > eg41. Isso conclui a demonstracao. O

6|A| e exp[—(n — k)
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Lema 4.4.3. Para qualquer uw € 7F e w € ?,’f temos que

16(k+2) &

P(U,(vw)) < Ges exp[—(n — k)
Demonstragdo. Comecamos observando que para qualquer a € A,

[Pn(alsuf(uw)) — pn(aluw)| = [p(alsuf(uw)) — plaluw)] — [pn(alsuf(uw)) — p(alsuf(uw))|—
|Pn(aluw) — plafuw)].

Assim, para todo a € A temos que

Ap(uw) = Dy — [pn(alsuf(uw)) — p(alsuf(uw))| — |pn(aluw) — pr(aluw)].

Portanto,
. Dy -4
P(A,(uw) <6) < P( ﬂ {|pn(alsuf(vw)) — p(a|suf(uw))| > 5 })
acA
() {pnalue) — platu)) > 220y,
acA

Como 0 < Dy, podemos usar o Corolario 4.3.4 como antes para limitar superiormente o lado

direito dessa desigualdade por

(Dy, — 6)*e;,C

Ges exp[—(n — k) 160k 7 2) ]

Isso conclui a demonstragao. O
Agora podemos finalizar a demonstracao do Teorema 4.4.1. Temos que

Pk # ) = P(OX) + B(UE).
Segue da definicdo de OF e UF que

P(ip #7F) < > P(On(uw)) + > P(Un(uw)).

/lUETk uwe-rk
uwerk werk

Usando o Lema 4.4.2 e o Lema 4.4.3 obtemos a desigualdade

min(Dy — 0, 5)262_,’_10

P(7F £ %) < 6|AFH e eXp[—(n —k) 16(k +2) ]

Com isso concluimos a demonstragdo do Teorema 4.4.1. O
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Uma primeira conseqiiéncia do teorema é o seguinte resultado de consisténcia forte para as

arvores probabilisticas de sufixos empiricas, truncadas a um nivel k.

Coroldrio 4.4.4. Seja k € N uma constante arbitrdria fiza. Para qualquer 6 € (0,Dy),
qualquer £ > 0 e para quase toda realiza¢ao infinita x1,xo,... de (7,p) existe um 7 tal que

para todo n > n temos que

1. A,’f =k,
2. max  |pn(alw) — plalw)| < k.
wETk, a€A

A demonstracao utiliza o Lema de Borel-Cantelli, um resultado cldssico da teoria das pro-
babilidades. A continuac@o, apresentamos o enunciado desse lema, cuja demonstracao pode

ser consultada em Stroock (1993).

Lema 4.4.5 (Primeiro Lema de Borel-Cantelli). Seja (By,)2; uma seqiéncia de eventos tais
que Y2 P(By) < +oo. Logo,
P(No2, Uz, B;) = 0.

Demonstragcao do Coroldrio 4.4.4. Sabemos, pela consisténcia forte dos estimadores de maxi-
ma verossimilhanga das probabilidades de transi¢do que p,(alw) — p(alw) quase certamente,
para toda seqiiéncia w € A* e todo simbolo a € A. Portanto, para cada w € 7% e a € A existe

um inteiro 7(w, a) tal que, para todo n > n(w,a), vale que
[Pn(alw) — pajw)| < &.
Por outro lado, definimos os eventos
By, = {%rlf # Tk}-
Usando o Teorema 4.4.1 e o Lema 4.4.5 concluimos que
P(NS, U2, B;) = 0.

Por tanto, existe quase certamente um 7(7) tal que, para todo n > n(7), vale que

Tomando 7 igual ao miximo entre os n(w,a), com w € 7F, a € A e n(r) concluimos a

demonstragao do Corolério 4.4.4. O



CAPITULO 5

Estimacao de arvores por maxima verossimilhanca penalizada

Neste capitulo apresentamos a demonstracao da velocidade de convergéncia de uma abor-
dagem alternativa para a estimacao de arvores probabilisticas. Essa abordagem esta baseada
na maximizacao do logaritmo da verossimilhanca, penalizada com um termo que depende do
tamanho da arvore e do tamanho da amostra. Uma forma particular desse tipo de critério, no
caso em que a penalizacdo cresce como o logaritmo do tamanho da amostra, é conhecida como
Critério da Informagao Bayesiana (BIC), ou Critério de Schwarz.

O BIC foi primeiramente utilizado para estimar a ordem de uma cadeia de Markov, que
constitui um caso particular das cadeias estocdsticas de memoria varidvel. A consisténcia
quase certamente do BIC nesse caso, sem assumir nenhuma limitante superior sobre a ordem
da cadeia, foi provada por Csiszar & Shields (2000). Recentemente, foi provada também a
consisténcia quase certamente desse estimador no caso de cadeias estocdsticas de memoéria
varidvel, com memoria nao necessariamente limitada (Csiszar & Talata, 2006), mas deixando
crescer a ordem da cadeia como o logaritmo do tamanho da amostra. Em nenhum dos casos

citados era conhecido até o momento um resultado de velocidade de convergéncia para o BIC.

5.1 Critério da Informagao Bayesiana generalizado

Como no caso do capitulo anterior, assumiremos que o processo X;, sobre o alfabeto finito

A, tem &rvore probabilistica de sufixos (7, p) e satisfaz a Condicao 4.1.6. Isto é,
1. (7,p) é do tipo-A, com taxa de continuidade somavel e Gy < 1.
2. Dy > 0 para todo k > 1.

Dada uma arvore 7/, denotaremos com Int(7') o conjunto de todos os sufixos préprios de

seqiiéncias w € 7'. Para w € Int(7%) seja

Sp(w) = > Y pluwa)log p(aluw) — > p(wa) log p(ajw). (5.1)

wweTk acA a€A
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Pelo Lema 1.2.1 temos que
Zp (wa)log p(aw) < ZZ]} (bwa) log p(a|bw),
acA acAbeA

ja que Dy > 0 para todo k > 1, em particular para k = |w|+1. Iterando o mesmo procedimento
para cada b € A na soma anterior concluimos que para cada w € Int(7%) vale que 6 (w) > 0.

Denotaremos com

0= min {d(w)} (5.2)
welnt(rk)
e com
pe = min_ {p(ajw): p(alw) >0} (5.3)
weTk acA
Seja x1,...,x, uma realizagdo da &rvore probabilistica de sufixos (7,p). Para qualquer

inteiro £ < n, qualquer seqiiéncia w, com |w| < k, e qualquer simbolo a € A definimos os

contadores

n

NF(w,a) = Z l{xt | = =w,r = a}, (5.4)

t=k+1

= Nu(w,b). (5.5)

beA
Note que essa definicao é sensivelmente diferente da dada nos capitulos anteriores. Isso se deve
ao fato que no caso dos estimadores apresentados neste capitulo sdo comparadas globalmente
as verossimilhancas de todos os modelos envolvidos. Portanto, devemos comegar a contagem
de ocorréncia das seqiiéncias a partir da memoria maxima possivel, para nao desfavorecer
erroneamente os modelos de meméria menor, ja que a verossimilhanca diminui com valores
maiores de N¥(-,-).

Desta forma, a verossimilhanca da amostra no modelo dado pela drvore 7’ estd definida por

Baw(ef) = T T] i aluw) 0, (5.6)

weT a€A

onde as probabilidades empiricas pF (a|w) estdo dadas por

NE(w, a)
hlalu) = Fre .
se NF(w,-) > 1, e pk(alw) = ﬁ se NF(w,-) = 0. Além disso usamos a convencio 0° = 1

quando NX(w,a) = 0 na expressio (5.6).
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A seguir, definimos a nocao de drvore vidvel, que constituird o espaco de busca do estimador

de méaxima verossimilhanca penalizada.

Definicao 5.1.1. Dada uma amostra z1,...,x, e um inteiro k < n, diremos que a arvore 7’ é
vidvel se d(7') < k e N¥(w,-) > 1 para todo w € 7. Além disso, se w' é tal que N¥(w',-) > 1,

entao w’ é um sufixo de algum w € 7 ou tem um sufixo w que pertence a 7’.

Denotaremos com 7% (%) ao conjunto de todas as drvores vidveis.
Dada a amostra 1, . . ., x,, a definigao classica do Critério da Informagdo Bayesiana (BIC),

proposta por Schwarz (1978), estd dada pela drvore 7/ que minimiza a expressao

(14 = DI'|

—log Py v (af) +

log n.

Nessa definigao, a constante (JA| — 1)|7’| representa o niimero de parametros que devem ser
estimados no modelo dado pela drvore 7/. A definicao utilizada neste capitulo serd um pouco
mais geral, com o objetivo de estudar diferentes termos de penalizacao e de simplificar as

constantes. Nesse caso, o BIC para a arvore 7/ estard dado por
BIC,(2}) = —log Py~ (27) + [7'| f (n), (5.7)

onde f(n) é uma fungao positiva tal que f(n) — +oo, quando n — +oo, e n=1f(n) — 0,
quando n — 400.
Seguindo o mesmo caminho que em Csiszar & Talata (2006), consideraremos como espago

de busca o conjunto de arvores vidveis 7% (x7). Assim,

Definicao 5.1.2. Dada a amostra zi,...,x, e o inteiro £k < n, o estimador %’glc(x?) esta
definido por

Hic(z?) = arg min { BIC,(27) },
T'eTk (zh)

onde BIC./(z) estd dado por (5.7).

A consisténcia quase certamente do estimador %’glc («7) foi demonstrada recentemente em
(Csiszar & Talata, 2006), para o caso de arvores ilimitadas e usando o termo de penalizacao
fln) = (‘AL—_I) logn. Além da velocidade de convergéncia, que era desconhecida até o momento,
tanto nesse caso quanto no caso de estimacao da ordem de uma cadeia de Markov, existiam
algumas outras perguntas ainda em aberto que podem ser respondida a partir dos resultados
deste capitulo. Um exemplo disso é a consisténcia do estimador para termos de penalizagdo

com crescimento menor que log n, como é o caso de f(n) = loglogn.
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5.2 Velocidade de convergéncia do BIC

Nesta secao apresentamos a demonstracao do resultado de velocidade de convergéncia do
estimador ?SIC(:E?), definido na secao anterior. Antes disso, provaremos um resultado que
apresenta uma formula recursiva para calcular uma limitante superior do tamanho do espaco
de estados T (2), que é uma das constantes que aparecem no teorema de velocidade de con-
vergéncia. Também provaremos um outro resultado basico que encontra uma limitante superior
para a probabilidade de que o valor absoluto do logaritmo da razao entre as probabilidades
de transicao empirica e tedrica seja maior que um certo valor positivo. Esse ultimo resul-
tado deriva-se das desigualdades exponenciais demonstradas no Capitulo 4, e serd utilizado na

demonstragao do teorema de velocidade de convergéncia.
Lema 5.2.1. A seqiiéncia { |T*(z})|: k=1,2,...} satisfaz as seguintes propriedades

L |TYap)| =1

2. Paratodo k>2, |TF(2})| < [1+ |7k—1($?)|]\AI‘

Demonstragdo. A tnica arvore 7 € T! («7) esta dada pelo conjunto de seqiiéncias
mn={aecA:N¥a,)>1}.
Isso prova 1. Por outro lado, para qualquer arvore 7, € 7° k(:n?) existe um conjunto de simbolos
A(mg) = 71 N Int(7g) e, para cada a € A(7y,) existe uma arvore 7,_1(a) € 7+ 1(27), tal que
T = UgeA(r)iua: u € Tp_1(a)} U (11 \ A(Tr))-

Portanto, para gerar todas as arvores 75 € Tk(x?) é suficiente tomar uma combinagao de j
sfmbolos de 71, para j = 0,...,|71|, e sortear (com reposicio) j 4rvores de 7F~1(z7}). Assim,

temos que

1

T = <‘T'1’> ITF @)l = [+ [T @) < (14175 @)Y,
=0 7

O

Lema 5.2.2. Para qualquer seqiiéncia finita w e qualquer simbolo a € A tal que p(wa) > 0 e

para qualquer t > 0 vale a sequinte desigualdade

min(¢2, 1)p(wa)?p(alw)?C
16(Jw| + 2)

Pn(alw) ec exp|—(n —
ety | 7] < 8¢F ewl-m b

Pw% ], (5.8)

onde
_ _1-0
8e(1+ )
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Demonstragao. Usando a desigualdade (4.13) do capitulo anterior vemos que |log x| < 2|z — 1]

para x tal que |z — 1| < % Assim, temos que

B[ Jog 50) ] < pyfhleln) 4y ppyghlebn) 1y

%8 “p(alw) a plalw) 2 - plalw) 5
< 2P|k (alw) ~ plauy| > EDPE)),

Desta forma, usando o Corolario 4.3.4 podemos limitar superiormente a ultima expressao por

min(¢2, 1)p(wa)2p(a\w)2C]
16(|w| + 2) ’

Gee exp[—(n — k)
O

A seguir, apresentamos o resultado principal deste capitulo, a demonstracao da velocidade

de convergéncia do estimador 7. (7).

Teorema 5.2.3. Seja x1, 22, ... uma realiza¢do de uma drvore probabilistica (T,p), que satisfaz
a Condicao 4.1.6, e seja k um inteiro. Entao, existe um n € N tal que, para todo n > n wvale
que

eiC
k+1

B f(n)Ei_Hka ]
ALk +2)

A n 1 1 n
P[#hic(al) # 7] <e<|Al* exp[—(n — k) | +ee\Alk+1]’T’“(m1)’[3exp[

k n
5.~ R pic

144]log py 2| A|2k+1) (K + 2)] ] ’

+ 13exp[—(n — k) (5.9)

onde ™ ¢ a drvore T truncada ao nivel k. Além disso,

k£
. inf{IA‘I fli)

nl < 0k, para todo i > m}
m>k 1 —

1 —=[p
"~ 8e(1+ 1)

Demonstragcdo. Primeiro notemos que

P[#fc() #7 < P[ |J {BICH(a}) < BIC,k(2}), 7% € T*(a})} ] + P[r* ¢ TH(a7)]
T'eTk(2)
T/#Tk
> P[BIC.(a}) < BIC,x(a}), 7" € T*(af) | + P[7" ¢ TF(aT)].
T'eTF(27)
7_/7&7_19

IN
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Usando o Corolario 4.3.3 do capitulo anterior temos que

B[rF ¢ THa})] < D PING(w,) = 0] < |7*]es exp[—(n— k) ;A5].
werk
onde 1_ g
_ — M0
¢= 8e(1+0)°

Essa desigualdade, limitando |7%| com |A|¥, constitui o primeiro termo do lado direito em (5.9).

Por outro lado, temos que

> P[BIC.(a}) < BIC,x(a]), 7% € T"(a7) | =
€Tk (2h)
T/;éTk
> 1amen=n P[BICH(2]) < BICk(2}), TF e T*]) ] +  (5.10)
TIETk(ZC?)
T’#Tk

Z 1{T’ﬂlnt(7'k)7$@}]?[BICT’('Z{L) < BICTk (‘T?)7 Tk € Tk(‘r?) ]
€T (z})
7_/757_16

Para w tal que N¥(w,-) > 1 vamos denotar por

Pur o (27) Hpn alw)
acA

onde, como antes, usaremos a convenciao 00 = 1 no caso N,’f (w,a) = 0. Assim, temos que

log Paiw(@}) = Y Ni(w, a)log pf (alw)
acA

e, para toda arvore 7/ € T*(z})

BIC(27) = — Y _ log Purw(@1) + |7'| f(n).

weT’

Desta forma,

P[BIC(2}) < BIC.x(2]), 7% € T*(2})] <

P[> logPurw(e}) — D logPurw(2f) < (178 = |7 f(m)].  (5.11)

weTk w'eTr!
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A expressao
Z log PML w a;l Z log PML aw’ (xl )

weTk w'et’

pode ser reescrita como

D> fogPurw (@) = Y log Prr,ue (2]

werk uweT!
welnt(7")

+ > 1Y logPypuw(zl) — log Pyupw(f)]. (5.12)
wer' uwwerk
welnt (k)

A demonstracao segue dos seguintes lemas.
Lema 5.2.4. Se 7/ # 7% e 7/ NInt(7%) = 0 entdo

f(n) 6%4.1 pr C

n n k k(..n 1 k+1
P[BIC—,—/(xl) <BICTk(ZU1), T GT (;Ul)] é Jee |A| + eXp[—m

], (5.13)

onde
1 — (o
86(1 +0)

Demonstracdo. Usando que 7/ N Int(7F) = () na expressao (5.12) temos que

P[BIC,(2}) < BIC,«(a}), 78 € T*(z})] <

Pl Y [ogPurw(a?) = Y logPuru(=i)] < (7| = |7 f(n)].  (5.14)

werk uweT!
welInt(r")

Sabemos, pelo estimador de maxima verossimilhanca das probabilidades de transicao, que

Purw(@?) > [] plalw)= o), (5.15)
a€A

Logo, podemos limitar superiormente o lado direito da desigualdade (5.14) por

P[> [ Ni(wa)logp(alw) = Y logPrpu ()] < (17 = [7']) £ (n)]

werk a€A uweT!
welnt(r")
> D0 Y Ni(uw,a)logp(aluw) — Y log Purue (@) ] < (7% = 7] f(n)]
werk a€Auwer’ uweT!
welnt(7")

[ Y (XY Vi a)og FALy < (54— g (o).

Ak
werk a€Auwer’ (CL|’LL’[U)
welnt (")
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A primeira igualdade acima segue de substituir N*(w,a) pela expressio > wwer’ NF(uw,a) e o

fato que p(ajuw) = p(ajw) para todo uw € 7/, j& que |w| < k implica que w € 7. Observemos

que

S Nbwwa)log B — S NG, ) Y ph(ofuw) o L

k k
a€A uwer’ (a’uw) uweT! acA (a’uw)
= — > Nj(uw,) D(py(-luw) || p(-luw)),
uweT’

onde D é a divergéncia entre as distribuicoes pk (-luw) e p(-luw), apresentada na Secio 1.2. E

facil provar que a divergéncia satisfaz

D(plla) < Z(MG)Q_—Q(G))Z, (5.16)

acA (a)

para duas distribuicoes de probabilidade p e ¢ quaisquer sobre A. Essa demonstracao pode
ser encontrada em Csiszar & Talata (2006, Lemma 6.3). Assim, usando (5.16) e dividindo por

n — k temos que

Pl> (= D Ni(uw, ) D(ph(-|uw) || p(-luw)) | < (17 = |7/ f ()]

werk uweT!
welInt(7")

Ny (uw, ) o~ [Bh(aluw) — plaluw)* (17" = |7 f(n)
< _ n ) n )
< P| Zk -2 S X plaluw) = aa

wer uweT! acA
welnt(r")

Por ser 7/ # 7% ¢ 7/ NInt(7%) = () temos que a arvore 7’ é estritamente maior que a arvore 7F,

assim |7%| — |7/| < —1. Por outro lado, N¥(uw,-) <n —k e f(n) > 0. Desta forma podemos

limitar superiormente o lado direito da expressao anterior por

> X X Pl lkalu) - plalu)] > o/ LR,

werk  uwwer’ acA
welnt(r’)

Assim, usando o Corolario 4.3.4 podemos limitar superiormente a 1iltima expressao por

f(n) 6i+1 prC

LA+
3ee |AI"  exp| — WL

onde

1 — 5o
8e(1+ 1)
Desta forma obtemos (5.13). O

C =
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Lema 5.2.5. Se 7/ # 7% ¢ 7/ NInt(7%) # 0 entdo

P[BIC, (2}) < BIC,«(z}) ;7% € T*(a})] <
(5, — LA 2

2 2
€k11PxC

1 k+1 n—k
13ee |A]* exp[—(n — k) T4 Tog pr 2| A0 (& 2)], (5.17)
onde
_ _1-00
8e(1+0)

Demonstragao. Dividindo por n — k em ambos lados da desigualdade em (5.11) temos que

P[BIC,(2}) < BIC«(27), 7% € TF(a})] <

IP’[Z niklogPML,w(:E?)— Z ni

weTk w'eT’

(1~ I7'Dfm)y

A logPML7w/(x?) < P

Usando a expressao (5.12) e subtraindo a soma

Z 5k(w)7

weT’
welnt(7F)

onde Jx(w) estd dado por (5.1), podemos limitar superiormente o lado direito da ultima desi-

gualdade por

1 A n 1 . n
P[ Z [n_kIOg]P)MLw(xl)_ Z n_klog]P’ML,uw(xl)] + (5.18)
weTtk uweT’
wEIflt(T’)

1 5 1 5 f(n)
> 1> log Py, e (27) — log Pup, () — 8 Rl — 7)== — 5 |.
2 [uweq—kn_k 0g Pumr,uw (27) g 08 ML, (@) = 0 (w)] < (7% ‘TD’I’L—]{? k)
wElnt (%)

Para cada w € 7% NInt(7'), o termo

1 X . 1
_klogPML,w(xl) - Z —

uweT!

L IOg EDML,uw (‘T?)

pode ser limitado inferiormente, usando a desigualdade (5.15) como no caso do Lema 5.2.4,

pela expressao

NF(uw, - ok (a|uw) — p(ajuw)]?
S 2(_}{3)2[19“ ) — plaluw)]”

uweT! a€A p(a|uw)
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Por outro lado, para cada w € 7/ NInt(7*), podemos reescrever o termo

>

1 .
— 108 ParLw (1) — 0(w)

— log Pur u (27) —

uweTk
como
Nk ~k
Z Zpuwa log p(alw) _ n (uwa) og in(a|w) ,
Rty p(aluw) n—k Pr(aluw)

usando que p(wa) = 3. cxp(uwa) e NE(w,-) = 3, > 4 N¥(uwa). Desta forma,

podemos limitar superiormente a expressao (5.18) por

) [P(aluw) = plajuw)?

) P (alaw)

werk  uwer’ a€A
welnt(r")
p(alw fo uwa Pk (a|w fln
‘ ) ( ) ( ’ ) <(|7_k|_7_/|)£_5k]‘

Z Z Zpuwa log p(aluw) n—k Ogﬁﬁ(aluw)

weT  wwerkacA

weInt(7F)
No total, a soma do lado esquerdo dentro da probabilidade tem como méximo |A[¥! termos

Portanto, esta probabilidade é menor ou igual a

i
(T TSN

) [P (aluw) — p(aluw)]®
| AF+1

NF(uw,
Z Z Z P~ n—k p(aluw)

werk  uwer’ acA
weInt(7")
Z Z Z p(uwa)log plafw) _ Na(uwa) g ph(aw) _ (7] - !T’\)% —5k]
wer! | uwerk acA plaluw) n—k Pk (aluw) | AR+
we€Int(7*)

Temos que |7%| — |7/| < |AJ*F. Logo, para todo n tal que

A[F F(n)
Tk <%

obtemos
n Al*f(n
(71 - 17D -0 -0
|A|k+1 < |A|k+1 < :




5.2 VELOCIDADE DE CONVERGENCIA DO BIC

59

NE(uw,a)
n—k

Usando que

V() [hfau) — o) _ (71~ [7DES i
n—k p(aluw) |A|k+1

P

| Ak f(n)
n—=k

< 1 e o Corolario 4.3.4 como no caso do Lema 5.2.4 concluimos que

< P[|pn(aluw) —plafuw)| > \/[5k — — | p(aluw) |A[=¢+D ]

|A[*f(n)

[0r — S5 p(uwa)? plaluw) C

1
< 3ee exp[—(n—k) 4 Al (Juw| + 2)

onde
__1-00
8e(1+ )

Por outro lado, somando e subtraindo o termo

Ny (uw, a) o p(a|w)
n—k p(aluw)

da expressao

plahw) _ Nh(uwa)  ph(ahw)
pluwa)log rormy) ™ "n— % 8 7 (aluw)

e usando novamente que |7%| — |7/| < |A|* obtemos

plafw)  Nh(wwa) hialw) _ (7% = 175 -

*]

J;

P I
[pluwa)log ey ™ =k %8 3 (auw) A

B N,’f(uw,a)]
n—=k

< P[log pp((cjgg) [p(uwa)

k n
st

k A~
Nn (Uw, a) [10 ]zn(a’w) + lo pn(a‘uw)]
n—k o (afw

) plajuw)
Usando que N’%Emg’a) <1, |log plajw) | < 2|log pk|, e para todo n tal que

p(aluw)
k
AfS) s
n—=k

podemos limitar superiormente o termo direito da expressao (5.21) por

k n
fo(uw,a) O — 7‘A,'Lf,§ ) pn(aw

|A|k+1

1

[A[*f(n)
—k

) )
PlIpCuwa) = == > Fiogpeiaet) + PUIo8 Grapy | >

|A[* f(n)
n—k

+ IP’Hlog

p(aluw) 3lAfFH

ok (a|uw o — S

3|A|k+1 ]

(5.20)

(5.21)

l.



60 ESTIMACAO DE ARVORES POR MAXIMA VEROSSIMILHANGA PENALIZADA

Aplicando o Teorema 4.3.1 do capitulo anterior temos que

Ne(uw,a) 6 — AL
n ) | > n—kk ]
n—k 6|log py|| A1

P |p(uwa) -

k n
(5 — A2

1
< ee —(n—k , 5.22
s € eXP[ (n ) 36‘10gpk‘2‘A’2(k+1)(k+2):| ( )
onde, como antes,
1— 0o
C=—.
8e(1+ )
Por outro lado, usando o Lema 5.2.2 obtemos
| A% f(n) ) [AI*f(n)
pn(a’w) 5]9_ n—k pn(a]uw) 5]9_ n—k
P| |1 P |1
Lo Gy | > s ) L8y | > )
S — \Ak\f(”) 20
< 12e: exp[—(n — k) O . ] Ll | (5.23)

144\A]2 =41 (k 4 2)

Desta forma, juntando (5.22) e (5.23) podemos limitar superiormente (5.21), obtendo

plalw) NE(uwa) log pr(alw) (|7 — ’T/D@ — Oy ]
plajuw) — n—k pf (aluw) AR+

k n
[5k_‘Ar|L—fzg_)] k+1ka }
)

144[log pi|2|A|2E+D) (K + 2

P [ p(uwa) log

< 13ee exp[—(n — k)

Assim, juntando a tltima desigualdade com a desigualdade em (5.20) podemos limitar superi-
ormente (5.19) com

k
[0k — ‘Alz—flg )] Ek—i—lpkc ]
)

L44]log py PJAPGH1) (1 + 2

13e* |A|F+L exp[—(n — k)

Desta forma concluimos a demonstracao do Lema 5.2.5. U

Para finalizar a demonstracao do Teorema 5.2.3 basta utilizar os resultados dos Lemas 5.2.4 e

5.2.5 para limitar superiormente cada termo da soma (5.10). O

Uma primeira conseqiiéncia do Teorema 5.2.3 é o seguinte resultado de convergéncia em
probabilidade para o estimador 72]]?210 («7), para qualquer termo de penalizacao f(n) satisfazendo

as condigoes em (5.7).
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Coroldrio 5.2.6. Seja f(n) qualquer fungao positiva tal que f(n) — +oo, quando n — +oo, e
n~1f(n) — 0, quando n — +oo. Logo, para todo inteiro k e para quase toda realizacio infinita

x1,Ta,..., da drvore probabilistica de sufizos (T,p) temos que

lim P[?SIC(JS?) # Tk} = 0.

n—-+00

Demonstracao. Direta, a partir do Teorema 5.2.3. ]

Uma outra conseqiiéncia do Teorema 5.2.3 é o seguinte resultado de consisténcia forte, no

caso f(n) ~n® com 0 < a < 1.

Coroldrio 5.2.7. Seja f(n) = ¢n®, com ¢ uma constante positiva e « tal que 0 < o < 1.

Logo, para qualquer inteiro k e qualquer k > 0 existe um n tal que, para todo n > n temos que

1. 7o) =7F;
2. max [pj(alw) - plalw)| <.
wETF, a€A

Demonstragio. Ansloga & demonstragio do Corolério 4.4.4, substituindo 7% por %élc(a:?) e

utilizando a desigualdade do Teorema 5.2.3. O






CONCLUSAO

Nesta tese estudamos um novo tipo de modelo de cadeias estocasticas; a saber, as cadeias
estocdsticas parcimoniosas. Para estimar os parametros dessas cadeias introduzimos um novo
algoritmo, chamado de SPST. Esse algoritmo esta relacionado com o algoritmo PST, utilizado
para estimar os parametros de uma cadeia estocastica de memoria variavel.

O algoritmo SPST foi utilizado para estudar dois importantes problemas da genomica. O
primeiro problema é o da classificacdo de proteinas em familias, através da identificacao de
padrées na sua cadeia de aminodcidos. Nesse caso, mostramos que o algoritmo SPST, e a sua
variacao F-SPST, conseguem classificar corretamente mais seqiiéncias do que o algoritmo PST.
Também mostramos que alguns nds das arvores de contextos estimadas com o algoritmo SPST
se correspondem exatamente com grupos de aminodacidos, obtidos a partir de suas propriedades
fisico-quimicas. O segundo problema estudado através da modelagem com cadeias estocasticas
parcimoniosas foi a analise filogenética de seqiiéncias relacionadas. Nesse caso, calculamos
uma distancia entre todos os pares de arvores de contextos associadas com as seqiiéncias e
obtivemos dessa forma uma matriz de distancias. Com essa matriz construimos uma arvore
filogenética, através da utilizacao de pacotes especificos para esse fim. Esse método foi aplicado
a dois conjuntos de dados. No caso do primeiro conjunto, integrado por seqiiéncias da familia
FGF em humanos, foi possivel reconstruir os subgrupos de seqiiéncias ja obtidos com outros
métodos filogenéticos e publicados na literatura especifica. No caso do segundo conjunto de
dados, integrado por seqiiéncias pertencentes a familia das globinas, foram comparadas as
arvores filogenéticas construidas com a matriz de distancias baseada nas arvores de contextos
e a matriz obtida através da distdncia PAM em seqiiéncias alinhadas. Nesse caso foi possivel
concluir que essas duas abordagens identificam basicamente as mesmas relagoes filogenéticas
entre as seqiiéncias. Uma vantagem da distancia baseada em arvores de contextos é que nao é
necessario obter preliminarmente um alinhamento miltiplo das seqiiéncias.

Por outro lado, demonstramos alguns resultados teéricos relacionados com a estimacao
das arvores de contextos de cadeias estocasticas de memoria variavel. Em primeiro lugar,
generalizamos um resultado prévio de velocidade exponencial de convergéncia do algoritmo

PST, no caso de cadeias com memoria nao necessariamente limitada. Em segundo lugar,
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obtivemos limitantes superiores da velocidade de convergéncia de uma abordagem alternativa
para a estimacao das arvores de contextos. Essa abordagem estd baseada na escolha da arvore
que maximiza a verossimilhanca, penalizada com um termo que depende do tamanho da arvore
e do tamanho da amostra. O caso mais conhecido desse tipo de abordagem é chamado de
Critério da Informacao Bayesiana, ou Critério de Schwarz. Nesse caso, a penalizagdo esta
dada pela quantidade de parametros que devem ser estimados, multiplicado pelo logaritmo do
tamanho da amostra. Nossos resultados valem para qualquer termo de penalizacao, sob certas

condigoes de crescimento.
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