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FORMA DE JORDAN PARA OPERADORES NILPOTENTES

TEOREMA: Seja V um espago vetorial de dimenséao finita n > 0 e seja N € L(V) um operador linear
nilpotente com polindmio minimal my(X) = X™. Entdo existem inteiros p > 0 e
rn=m2>ry>..>2r,>1com 2?:1 ri = n, e vetores v1,0y,...,vp € V tais que

—1 ~1 -1
B = {vy,Nvy,..., N'""01,02, Nvy, ..., N* 03, ..., 0p, NUp, ., NP0, }

é uma base de V. Além disso, os inteiros p > 0er; =m > 1y > ... > rp > 1 s@0 tinicos, embora os vetores
01,02, ..., Vp NAO SejJam UNicos.

Demostra¢ao: Vamos demonstrar os seguintes lemas:

LEMA 1: Sejam vy, ..., vs LI médulo W =KerN m=1 Entdo os vetores
v1, Nvy, ..., N" Y01, 00, Ny, ..., N" Lo, ..., 05, Nog, ..., N" Lo,
sdo LI

Demostra¢ao: Suponha que
11101 + a12Nv1 + ... 4+ 01, N 101 + 00102 + 420 Nvg + .. 4+ a2 N 200 + ... + 25105 + 4o Nvg + ... + a5 N™ 10_0.
Aplicamos N1 aos dois lados dessa igualdade e obtemos

aN" oy + ...+ agN" o, =0 = Nm’l(anvl + ..+ a5105) = 0= a1101 + ... + 4505 € KerN™1,

Como v, ..., v sdo LI médulo W =KerN"~1 temos que a11 = ... = a1 = 0. Agora, aplique N™=2 30s dois
lados de

a12Nv1 + ... + a1, N Y01 + a9 Nvy + oo + a3y N™ 103 + ... + 4o Nvg + .. + a5 N" 100

e obtenha a;oN" 1oy + ... + apN""lo, =00 que implica que a1 = ... = a5, = 0. Daqui ja d4 para ver
como terminar a demonstracdo!!!!

LEMA 2: Com as mesmas nota¢des do LEMA 1, seja
U = [v1, Noy, ..., N"™1vy, 05, Nvy, ..., N"*o,, ..., vs, Nvs, ..., N’”_lvs].
Entdo existe um subespago S de V invariante sob N talque V = U @ S.

Demostra¢dao: A demonstragdo é por inducdo em n = dimV. Se n = 1 ndo temos nada a fazer! Admita
entdo que n > 1 e que o resultado do Lema 2 seja valido para espacos vetoriais de dimensdao menor do
que n. Seja W =KerN™~1, sejam vs11,...,v € V com vy,...,v; LI médulo W e t =dimV —dimW. Assim
V = [v1,..., 0] ® W. Seja N; a restri¢do de N a W. Entdo Nj é nilpotente de indice m — 1 e os vetores
Nvy,..., Nv; € W sdo LI médulo W; =Ker N2 (pelo Lema 1, verifique). Como dimW < dimV, pela
hipétese de indugdo temos que existe S; subespaco de W invariante sob N; tal que W = S; @ U, onde

m—1 m—1 m—1
U; = [Novy, ..., N" vy, Nvy, ..., N" vy, ..., Noy, ..., N o).

Assim
V= [01,...,Ut] SW = [01,...,Ut] U1 e5=U3dS,



onde
~1 -1
S = [vs41, NUsi1, .., N" 0541, ..., 01, NUg, oo, N R0 B S5

Demonstra¢io do Teorema

A demonstragdo é por indugdo em dimV = n. Se n = 1 ndo temos nada para fazer! Admita entdo
que n > 1 e que o Teorema seja verdadeiro para espagos vetoriais de dimensdo menor do que n. Seja
novamente W =KerN" 1 e vy, ..., v; LImédulo W com t =dimV —dimW. Pelo Lema 2, existe S subespago
de V invariante sob N, tal que V = U & S onde

m—1 m—1 m—1
U = [v1,Nvq,..., N" 01,03, Nvg, .., N" 0y, ..., v, Noy, ..., N 0]

A restricdo de N a S é nilpotente de indice I < m. Como dimS <dimV, pela hipétese de indugao, existem
um inteiro g > O einteiros [y =1 > I > ... > I, > 1, e vetores uy, ..., u,; € S tais que

-1 -1 I—1
{u1, Nvy, ..., N" "y, u3, Nvg, ..., N2 uy, ..., ug, Nvg, ..., N~ 05}

éumabasede S. Agorafacap =t+gqg,eparai =1,..,qfacar;y =I;, viyy = u;. Assim temos os inteiros
p,er;eos vetores v;,i = 1,..., p como queriamos!

Demonstragao da unicidade de p, 7, ..., 7p

Sejam p e 1y > 1, > ... > r, e vetores vy, ..., v, como no Teorema. E claro que 71 é o indice de nil-
poténciade N.Ser; = lentdiop =nery =r, = ... = rp = 1. Assuma entdo que 1 > 1 e que a unicidade
é verdadeira para espagos vetoriais de dimensdo menor do que 7 , j& que, novamente, o cason = 1 é
trivial.
Seja W =KerN"1"1.Seja | = {i : r; = r1} e seja k = |J|. Temos entdo que 1 = r = ... = r} > ¢4 1. Vamos
mostrar que k =dimV —dimW. Primeiro, os vetores vy, ..., vx sdo LI médulo W pois se a;,i = 1, ...,k sdo
tais que a1v1 + a0 + ... + 4o € W entdo mNT o+ L+ Ny, =00 que implica que a1 = ap =
... = ax = 0 pois B é uma base de V.
Agora, sejav € V. Vamos mostrar que v, v, ..., vk sdo LD médulo W. Para isso, escreva v como combinagdo
linear da base B. Como N"'~'v; = O parai =k+1,...,p (pois r; < r1) e para j > 1, N'"~1(Niv;) = 0 para
todoi =1,..., p, temos que v - (combinagdo linear de v, ..., vx) estd em W . Logo k é o nimero maximo de
vetores LI médulo W.
A seguir, considere a restricdo Ny de N a W que é nilpotente de indice r1 — 1. Os vetores uy = Nvy, ..., uj =
Nvg, Vi1, ..., Up €stdo em W e tém a propriedade de que Nlrlflul,: ....,N{lfluk =0, N*"'vpy1 = . =
Nlr”vp =0onder; —1>..2rn—-1>rg>..2> rp esuasomaén — k =dimW. Temos também que os
vetores

r1—2 r1—2 Terj—1 .
u1, Nquq, oo, Ni' 77U, e g, Nattg, oo NY'%ug, 0, N1Ogyj, o Ny / Okyjj=1.,p—k

formam uma base de W. Pela hipé6tese de indugdo temos que os inteiros p,r1 — 1, ..., 7y — 1,741, ..., 7 80

determinados de modo tnico por N;. Como W, k =dimV —dimW e Nj sdo determinados unicamente
p

por N, temos que p,r,...,Tp sdo determinados unicamente por N.



