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. Considere a base B = {(1,-1,0),(1,1,1),(0,i,i)}, de C3. Ache a base B*, dual da base B.

. Seja K C C. Mostre que {M € M, (K) tais que trM = 0} é igual ao subespago de M,,(K)
gerado pelas matrizes da forma AB — BA, A, B € M, (K).

[Sugestdao: Mostre que as matrizes E;; — Ej; e Ej; com j # i sdo da forma AB — BA, com
A, B € M, (K). Considere o funcional linear tr: M,(K) — K definido por tr(M) =trago
M. ]

. Seja V.= P>(R) o espago vetorial dos polindmios de grau < 2 com coeficientes reais.

Defina trés funcionais lineares em V' por:

0

fitp) = [ ), fo(p) = [ pdn, fi(p) = [ ple)dx,paratodo p e V.

Mostre que { f1, f2, f3} é uma base de V* e encontre a base de V da qual ela é dual.

. SejaV =P3(R) ea,b € R.Defina f; € V*,i=1,2,3,4 por:

filp) = p(a), fa(p) = p'(a), f3(p) = p(b), fa(p) =p'(b),paratodo p € V.

Determine uma condigdo necesséria e suficiente para que { f1, f2, f3, f4} seja uma base de

V* e nesse caso ache a base de V da qual ela é dual.

. Seja n um inteiro positivo e seja V = P, (K). Sejam ag, a1, . . . ., a, elementos distintos de K.
Defina, para cadai = 0,...,n, os funcionais f; € V* por f;(p) = p(a;), para todo p € V.

Mostre que { fo, f1,.-., fn} € uma base de V* e encontre a base de V da qual ela é dual.

. Seja n um inteiro positivo e seja V = P,(R). Defina os funcionais lineares ¢y, k = 0, ..., n
por
1
Pr(p) = / x¥p(x)dx, paratodo p € V.
1

(a) Mostre que B* = {¢o, ¢1, ..., ¢n} € uma base de V*.
(b) No caso n = 2, ache a base B de V da qual B* é dual.

. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K e seja 0 # f € V* um funcional linear. Mostre
que existe 0 # vy € V tal que V = Kerf @ Kuy.

. Seja K C C um corpo e seja V um espaco vetorial sobre K. Sejam f e g funcionais lineares
em V. Suponha que a fungdo / definida por /(v) = f(v)g(v) é um funcional linear. Prove

que f =00oug=0.



10.

11.

12.

13.

. Seja K C C e seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre K. Se vy, vy, ...,v; sdo

vetores de V, cada um deles diferente do vetor nulo, prove que existe um funcional linear
f € V*tal quef(v;) # Oparatodoi=1,2,...,m.

Prove que o funcional traco em V = M, (K), com K C C, é tinico no seguinte sentido: “Se
f e V*étal que f(AB) = f(BA) para todas matrizes A, B € V, entdo existe « € K tal que

f = atr. Se, alem disso, f(I,) = n, entdo f =tr.”

Sejam f1, f2, ..., fm € (K")*. Defina T : K" — K™ por

T(v) = (f1(v), f2(©), s fin(©))-

Mostre que T é uma transformagdo linear. Mostre também que se T € L(K",K™) entdo
existem f1, fo, ...., fu € (K")* tais que T(v) = (f1(v), f2(v), ..., fu(v)) para todo v € K".
Seja V = P(RR). Para cada « € R defina f, € V* por fy(p(x)) = p(a). Mostre que { fx }acr
é LI em V*. Conclua que uma base de V* é ndo enumerével!
Seja V = M, (K).

(a) Seja B € M, (K) uma matriz fixa. Defina f5 : M, (K) — K por f5(A) = tr(B'A) onde

B! é a matriz transposta de B. Prove que fp € V*.
(b) Mostre que para todo f € V* existe B € M, (K) tal que f = f.

(c) Mostre que B — fp é um isomorfismo de V em V*.



