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1. Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Em cada caso, prove a afirmação
ou dê um exemplo mostrando que ela é falsa. Sejam V e W espaços vetoriais sobre K e
T → W uma transformação linear.

(a) Se dimV = 6, dimW = 4 e dimKerT = 2 então T é sobrejetora.

(b) Se T é sobrejetora então dimV ≥dimW.

(c) Se dimV ≥dimW então T é sobrejetora.

(d) Se T é injetora e dimV = dimW = n então ImT = W.

2. Seja T : Mn(K) → K definida por T(A) =trA. Mostre que dimKerT = n2 − 1.

3. Seja A uma matriz n × n. Sejam

U = {B ∈ Mm×n(K) | BA = 0}

e
W = {BA | B ∈ Mm×n(K)}.

Mostre que U e W são subespaços de Mm×n(K) e que dimU+dimW = mn.

4. Construa uma transformação linear T : R4 → R4 tal que KerT =ImT.

5. Seja V um espaço vetorial de dimensão ı́mpar. Mostre que não existe T : V → V tal que
ImT =KerT.

6. Seja T : C2 → C2 definida por T(x1, x2) = (x1, 0). Seja B = {v1, v2} com v1 = (1, i) e
v2 = (−i, 2). Ache as matrizes: [T]can,B, [T]B,can, [T]can e [T]B. (Aqui can designa a base
canônica de C2.)

7. Seja A ∈ Mn(K) uma matriz fixa e seja TA : Mn(K) → Mn(K) definida por

TA(M) = AM − MA.

Prove que TA é uma transformação linear.

8. Exiba uma função T : C → C que seja R - linear mas que não seja C - linear.

9. Seja 0 6= w ∈ C um número complexo. Defina Tw : C −→ C por Tw(z) = wz para todo z ∈ C.
Prove que Tw é R-linear e se n ∈ Z, ache a matriz de (Tw)n na base B = {1, i} de C como
R-espaço vetorial.

10. Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita. Sejam T : V → W e S : W → V

transformações lineares. Mostre que se dimV >dimW então a composta S ◦ T não é in-
versı́vel.

11. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e T : V → V linear tal que posto(T2) = posto(T).
Prove que KerT∩ ImT = {0}.



12. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e T : V → V linear. Prove que as seguintes
afirmações são equivalentes:
(a) KerT2 =KerT; (b) ImT2 =ImT; (c)V =KerT⊕ImT (d) V =KerT+ImT; (e){0} =KerT∩ImT.

13. Seja θ ∈ R. Prove que as matrizes

[

cosθ −senθ

senθ cosθ

]

e

[

eiθ 0
0 e−iθ

]

são matrizes semelhantes em Mn(C).

14. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K e seja P ∈ L(V) uma projeção, isto é, P2 =
P. Prove que V = KerP ⊕ ImP. Mostre também que I − P também é uma projeção e que
Ker(I − P) = ImP e Im(I − P) = KerP.

15. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo K ⊂ C e seja P ∈ L(V) uma
projeção. Prove que o traço de P é um número inteiro que é igual ao posto de P.

16. Seja V um espaço vetorial de dimensão 2 sobre o corpo K e seja T um operador linear em V

tal que T2 = I. Prove que ou T = I , ou T = −I, ou existe uma base B base de V tal que

[T]B =

[

1 0
0 −1

]

.

17. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K ⊂ C e seja T um operador linear em V tal que
T2 = I. Seja W = {v ∈ V tais que Tv = v} e U = {v ∈ V tais que Tv = −v}. Prove que
V = W ⊕ U.

18. Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K e seja T um operador linear em V

tal que Tn = 0 e Tn−1 6= 0. Seja v ∈ V tal que Tn−1v 6= 0. Prove que o conjunto

B = {v, Tv, T
2
v, ..., T

n−1
v}

é uma base de V. Qual é a matriz [T]B?

19. Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K e sejam S e T dois operadores
lineares em V. Suponha que S ◦ T = 0 e que S + T é sobrejetora. Mostre que

postoT + postoS = n.

20. Seja K ⊂ C um corpo. Mostre que não existem matrizes A, B ∈ Mn(K) tais que AB − BA =
In ou com AB − BA = E, com E 6= 0 e E2 = E.

21. Seja T um operador linear de posto 1 em um espaço vetorial V. Mostre que existe um único
escalar α tal que T2 = αT. Prove que se α 6= 1, então I − T é inversı́vel.

22. Seja K ∈ C e sejam A, B ∈ Mn(K) matrizes idempotentes. É a seguinte afirmação ver-
dadeira? “ As matrizes A e B são semelhantes se, e somente se, elas têm o mesmo traço.”

23. Verdadeiro ou Falso? Sejam U e V espaços vetoriais sobre o corpo K. Suponha que dimV = n

e dimU = m, com m > n. Sejam T ∈ L(U, V) e S ∈ L(V, U). Então S ◦ T e T ◦ S não são
inversı́veis.


