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MAT0222-Algebra Linear I
Lista 2
2013

. Determine se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Em cada caso, prove a afirmagao

ou dé um exemplo mostrando que ela é falsa. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e
T — W uma transformacgao linear.

(@) SedimV = 6, dimW = 4 e dimKerT = 2 entdo T é sobrejetora.

(b) Se T é sobrejetora entdo dimV >dimW.

(c) Se dimV >dimW entdo T é sobrejetora.

(d) Se T éinjetora e dimV = dimW = n entdo ImT = W.

. Seja T : M,(K) — K definida por T(A) =trA. Mostre que dimKerT = n? — 1.

. Seja A uma matriz n X n. Sejam

U= {B & Muxn(K) | BA =0}

W ={BA | B € Muxn(K)}.
Mostre que U e W sdo subespagos de My, x,(K) e que dimU+dimW = mn.

. Construa uma transformagcio linear T : R* — R* tal que KerT =ImT.

. Seja V um espago vetorial de dimensdo impar. Mostre que ndo existe T : V — V tal que

ImT =KerT.

. Seja T : C> — C2 definida por T(x1,x2) = (x1,0). Seja B = {v1,v2} com v; = (1,i) e

vp = (—1i,2). Ache as matrizes: [T|can B, [T|Bcans [T)can € [T]- (Aqui can designa a base
candnica de C2.)

Seja A € M,;(K) uma matriz fixa e seja T4 : M, (K) — M, (K) definida por
Ta(M) = AM — MA.

Prove que T4 é uma transformacao linear.

. Exiba uma fungdo T : C — C que seja R - linear mas que nao seja C - linear.

. Seja 0 # w € C um namero complexo. Defina T, : C — C por Ty(z) = wz para todo z € C.

Prove que Ty é R-linear e se n € Z, ache a matriz de (Ty)" na base B = {1,i} de C como
R-espaco vetorial.

Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita. Sejam T : V — WeS : W — V
transformacdes lineares. Mostre que se dimV > dimW entdo a composta S o T ndo é in-
versivel.

Seja V um espaco vetorial de dimensio finitae T : V — V linear tal que posto(T?) = posto(T).
Prove que KerTNImT = {0}.
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Seja V um espaco vetorial de dimensdo finitae T : V — V linear. Prove que as seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

(a)KerT? =KerT; (b)ImT? =ImT; (c)V =KerT®ImT (d) V =KerT+ImT; (e){0} =KerTNImT.

Seja 6 € R. Prove que as matrizes
cosf —senf | e? 0
senf  cosO 0 e
sdo matrizes semelhantes em M, (C).

Seja V um espago vetorial sobre o corpo K e seja P € L(V) uma projecio, isto é, P> =
P. Prove que V = KerP @ ImP. Mostre também que I — P também é uma projecdo e que
Ker(I — P) = ImP e Im(I — P) = KerP.

Seja V um espago vetorial de dimenséo finita sobre o corpo K C C e seja P € L(V) uma
projecdo. Prove que o traco de P é um ntimero inteiro que é igual ao posto de P.

Seja V um espaco vetorial de dimensao 2 sobre o corpo K e seja T um operador linear em V
tal que T? = I. Prove queouT =1,ouT = —I, ou existe uma base B base de V tal que

[T]B={(1) _(1)1

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K C C e seja T um operador linear em V tal que
T? = 1. Seja W = {v € V taisqueTo = v} e U = {v € V taisque To = —v}. Prove que
V=Waol.

Seja V um espaco vetorial de dimensdo n sobre o corpo K e seja T um operador linear em V
talque T" = 0e T" ! # 0. Sejav € V tal que T"'v # 0. Prove que o conjunto

B = {v, Ty, T, ..., T”_lv}
é uma base de V. Qual é a matriz [T]p?

Seja V um espaco vetorial de dimensdo n sobre o corpo K e sejam S e T dois operadores
lineares em V. Suponha que So T = 0 e que S + T é sobrejetora. Mostre que

postoT + postoS = n.

Seja K C C um corpo. Mostre que nédo existem matrizes A, B € M,,(K) tais que AB — BA =
I, oucom AB—BA =E,comE #0eE>=E.

Seja T um operador linear de posto 1 em um espaco vetorial V. Mostre que existe um tinico
escalar a tal que T? = aT. Prove que se a # 1, entdo [ — T é inversivel.

Seja K € C e sejam A,B € M,(K) matrizes idempotentes. Ea seguinte afirmacado ver-
dadeira? “ As matrizes A e B sdo semelhantes se, e somente se, elas tém o mesmo traco.”

Verdadeiro ou Falso? Sejam U e V espagos vetoriais sobre o corpo K. Suponha que dimV = n
edimU = m,comm > n.Sejam T € L(U,V)e S € L(V,U). Entdo So T e T o S ndo sdo
inversiveis.



