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Nesta lista o corpo K é sempre R ou C e V um espago vetorial de dimensdo finita sobre IK com produto
interno (, ).
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Seja T € L(V). Prove que se W é um subespaco de V invariante sob T, entdo W+ é invari-
ante sob T*.

. Sejam S, T € L(V).

(a) Mostre que se S e T sdo autoadjuntas, entdo ST é autoadjunta se, e somente se, ST =
TS.

(b) Prove que T*T é autoadjunta.

(c) Se T é autoadjunta, mostre que S*T'S é autoadjunta.

. Seja T € L(V) normal e nilpotente. Mostre que T é o operador nulo.

. Sejam V de dimenséo finita, K = C e T € L(V) um operador normal. Prove que:

(a) T é autoadjunto se, e somente se, todo autovalor de T é um ntimero real.

(b) T é unitdario se, e somente se, todo autovalor de T é um ntiimero complexo de médulo
igual a 1.

(c) T é o operador nulo se, e somente se todos os autovalores de T sdo nulos.

(d) T* = —T se, e somente se, os autovalores de T sdo nulos ou ntimeros complexos
Imaginarios puros.

. Um operador linear T € L(V) é ndo negativo (positivo) se T é autoadjunto e (Tv, v) > 0

((Tv, v) > 0) para todo v € V. Se a dimensdo de V é finita e T é ndo negativo, mostre que
as autovalores de T sdo ntimeros reais ndo negativos. Mostre que T é ndo negativo se, e
somente se, existe S € L(V) tal que T = S*S.

. Prove que se dimV é finitae T € L(V) é um operador positivo e unitario, entdo T = I.

Suponha que dimV é finita e seja T € L(V) um operador linear ndo negativo. Prove que
sev € Vétalque (Tv, v) =0, entdo Tv = 0.

. Prove que toda matriz positiva é quadrado de uma matriz também positiva.

. Seja A € M,(K) tal que A* = A. Mostre que existe um ntmero real positivo ¢ tal que

A + cl é positiva.

Seja A € M,(C) (A € My(R)) uma matriz inversivel. Prove que A = BC, onde B é
unitdria (ortogonal) e C é positiva. Mostre também que esta decomposigao é tinica.
(Sugestdo: Escreva A*A = D? e considere B = D7 1A))

Dé exemplo de uma matriz A tal que A% é normal, mas A néo é normal.

Seja T € L(V) normal. Prove que se W é invariante sob T, entdo W+ é invariante sob T.
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Ache uma matriz ortogonal P € M3(R) tal que P'AP é diagonal.

Seja A € M, (IR) uma matriz simétrica. Prove que existe uma matriz real C tal que C> = A.

Sejam Ay, A, - -+ , Ay € My,(R) matrizes simétricas tais que A} + A3+ - - - + AZ = 0. Prove
que A; =0paratodoi=1,2,--- k.
Seja O(n) = {A € M, (R) | Aé ortogonal}.

(a) Mostre que |detA| = 1 para toda A € O(n).
(b) Mostre que |trA| < n paratoda A € O(n).

Verdadeiro ou Falso?

(a) Se A é uma matriz real simétrica, entdo existe uma matriz real B tal que A = B'B.

(b) Duas matrizes reais simétricas sdo semelhantes se, e somente se, ttm o mesmo po-
lindbmio caracteristico.

FORMAS QUADRATICAS

Nos exercicios a seguir, o corpo K = RR.

Seja U uma matriz n X n inversivel e A = U'U. Mostre que a forma quadrética definida
por g(X) = X'AX, onde X é um vetor coluna de R", é positiva definida.

Em cada caso, se q(X) = X'BX para todo X € RR", ache uma matriz simétrica A tal que
q(X) = X' AX para todo X.

2 -1 1 22 7
@B=|1 -1 3 b)B=| 41 -2
0 21 ~10 5

Em cada caso, ache uma mudanga de varidveis que diagonaliza a forma quadrética g e
expresse g em termos das novas varidveis.

(@) g(xq,x2) = x% +4x1xy + x%.

(b) q(x1,x2,x3) = x3 4 2x3 + x5 — 2x1x2 — 2X2X3.

Se A é positiva definida, mostre que todo elemento da diagonal de A é positivo.
[Sugestdo: Calcule E]t.AE]', onde E; € a j-ésima coluna da matriz identidade.]

Seja A uma matriz m x n.

(a) Mostre que A'A ¢é positiva definida se e somente se as colunas de A sdo independen-
tes.

(b) Mostre que A > 0 para todo autovalor A de A'A.



