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Boa prova!

1. (2,0) Seja V espaco vetorial com produto interno (,) e seja E € L(V) uma projegéo, isto ¢,

E?2 = E.

(a) Prove que KerE é ortogonal a ImE se e somente se (Ev,v — Ev) = 0 para todov € V.
Solugao
(=) E claro!
(<) Suponha que u €KerE e v € V. Queremos provar que (Ev, u) = 0. Da hipotese
temos que (E(u+v),u+v — E(u+v)) = 0. Mas

0= (E(u+v),u+v—E(u+v)) = (Ev,u+v—Ev) = (Ev,u)+ (Ev,v — Ev) = (Ev, u),

como queriamos.

(b) Mostre que ||Ev|| < ||v|| para todo v € V se e somente se E é a proje¢do ortogonal em
ImE.

(Sugestao: Se existir v € V tal que (Ev,v — Ev) # 0, considere o vetor
w = Ev — proj,_gy(E0).

Isso é apenas uma sugestdo, pode fazer de outro modo!!!)

Solucao:

(<) Se E é a projecdo ortogonal de V em ImE, entdo (v — Ev) L Ev paratodov € V.
Logo ||v]|?> = |Ev +v — Ev||> = ||Ev||* + ||v — Ev||>. Logo ||Ev|| < |v| para todo
veV.

(=) Vamos usar o item (a) . Suponha que v € V é tal que (Ev,v — Ev) # 0. Seja

(Ev,v — Ev)

- ' (v— Ev).
lo—Eo2 ©° " E?)

w = Ev — projy,_py(Ev) = Ev —

Temos que Ev = Ew jad que v — Ev €KerE. Assim

| (Ev,v — Ev) |2

HU_EUH4 ||U_EUH2/

|Ew][? = Jlw]|* +




ja que w L (proj,—py(Ev)). Logo ||[Ew|| > |w|| pois (Ev,v — Ev) # 0, contra a
hipétese.

2. (2,0) Seja V espago vetorial de dimentdo finita sobre C com produto interno (, ). Seja T €
L(V) um operador linear e sejam Ay, Ay, ..., A, os autovalores de T , cada um escrito o

numero de vezes igual a sua multiplicidade algébrica. Prove que:

()

n
Y AP < #r(TFT),
i=1

onde tr é o trago.

(Sugestao: Use (se quiser) que existe uma base ortonormal de V tal que a matrizde T
nessa base é triangular superior.

Solucao:

Como C é um corpo algebricamente fechado, existe uma base de V tal que a matriz de
T nessa base é triangular superior. No caso de estarmos em um espago com produto
interno, o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt garante a existéncia de
uma base ortonormal B de V tal que [T]p = A = (a;j) é triangular superior, isto &,
a;jj = 0sei > j. (Verifique isso!)

Seja entdo B uma tal base ortonormal. Vale que [T*]p = A* e A*A = [T*T]p. Os

elementos da diagonal principal de A*A sdo

n ]
cjj = ) @iy = ) |aijl*.
i=1 ]

i=1

Como A = aj;, temos a desigualdade!

(b) Mostre que a igualdade em (a) vale se e somente se T é normal.
Solugao:
Suponha que vale a igualdade em (a). Entdo |aij|2 = 0 para todo i < j. Logo a;; = 0
também se i < j e a matriz A é diagonal. Logo [T]p ¢é diagonal, o que implica que T é
normal.
Se T é normal, existe uma base ortonormal B tal que [T]p é diagonal. Dai segue

facilmente a igualdade em (a).

3. Verdadeiro ou Falso? Prove ou dé um contra-exemplo.



(a) (1,0) Se A € M, (C) é uma matriz autoadjunta tal que A” + A> + A3+ A +1 = 5I.
Entdao A = L.
Solucgao: A afirmacédo é verdadeira!
Como A* = A, os autovalores de A sdo ntimeros reais. Mas A é raiz de polindmio
f(x) = x” 4+ x° + x®> + x — 4. Esse polindmio tem apenas uma raiz real ja que sua
derivada f'(x) = x® + x* + 2 +1 > 0 para todo x € R. Como f(1) = 0, 1 é a tnica
raiz real de f. Logo 1 é o tnico autovalor de A. Como A é uma matriz hermitiana,

existe U matriz unitdria tal que U* AU é diagonal. Logo U*AU = I, e A = I,,.

(b) (1,5) Seja A € M, (R) uma matriz simétrica. Entdo existe P € M, (R) tal que A = P'P.
Ese A € M,(C)?
Solugao:
E facil ver que a afirmacdo é falsa para A € M, (R).Se A = P'Pese T4 € L(R") é
tal que [T]can = A entdo, T, = Ta e To = T}Tp onde [Tp|can = P. Logo (Tav,v) =
(TpTpv,v) = (Tpv, Tpv) > 0 para todo v € R". Portanto, se A for um autovalor de A

entdo A > 0. Para exibir um contraexemplo, basta tomar, por exemplo, A = —1I,.

Em M, (C) a afirmacdo é verdadeira...Entretanto os resultados necessarios para re-
solver esse problema ndo foram desenvolvidos no curso. De qualquer modo, uma
solucdo é a descrita a seguir.

Toda matriz simétrica em M, (IK) define uma forma bilinear simétrica em um espago
vetorial V de dimenséo n. Seja B = {vy, v, ..., v, } uma base de V, defina f nessa base
por f(v;,v;) = a;j, se A = (a;;), e estendaa V x V por linearidade nas duas variaveis.
Prova-se entdo que existe uma matriz inversivel P tal que P'AP = D, onde D é uma
matriz diagonal. Usando esse resultado, é facil provar que a afirmacao é verdadeira.
Essa matriz D estd em M, (C). Tome entdo uma matriz diagonal D; € M, (C) tal que

D? = D.Entdo P'AP = D} = A = (P!)"'D?P~1.Seja Q = D;P~!. Entdo A = Q'Q.

4. (1,5) Seja A € M7(R) uma matriz ortogonal tal que A® = I. Quais sio as possiveis formas
racionais de A, sabendo que detA = —1?
Solugao:

Na verdade nem é necessdria a hip6tese de que A é ortogonal, jd que m 4 (x)[x® —1ex® —1



fatora-se como produto de polindmios irredutiveis distintos. Como
—1=(x-1D)x+1)P+x+1D)(x*—x+1)

e queremos que detA = —1, o escalar —1 tem que ser um autovalor de A de multiplicidade

algébrica impar (pense nisso), assim x + 1 é um divisor de m4(x).

(a) Se ma(x) = x® — 1. Entdo o primeiro fator invariante f; = x® — 1 e s6 podemos ter
fz =x-—1.

(b) Se ma(x) = (x+1)(x>+x+1)(x> —x+ 1), entdo f; = my(x) e s6 podemos ter
fo=x>+x+1(oufp=x>—x+1)ouentdo fo = f=x+ 1.

(© Semy(x) = (x—1)(x +1)(x>+x+1) (ouse ma(x) = (x —1)(x +1)(x*> — x + 1)),
o fator invariante f; = my4(x) tem grau 4 e f, ndo pode ser x> + x + 1, pois teriamos
que ter mais um fator invariante f3|f, e x> + x + 1 é irredutivel em R[x]. Logo f» =
(x*+x+1)(x+1) ou f» = (x> + x+1)(x — 1). Mas, na primeira possibilidade, o
detA ndo é igual a —1. Logo s6 temos a segunda possibilidade.

(d) Sema(x) = (x+1)(x>+x+1) = f; (ouma(x) = (x +1)(x> —x+1) = f) temos
f1 :fzefg:x+1ouf7_:f3:x2+x+1ouf2:f3:f4:f5:x+1.

(e) Semy(x) = (x —1)(x + 1) entdo o polindmio caracteristico sera
pa(x) = (x+1)°(x 1)

onde s s6 pode ser iguala 1,3, 5.

(f) Sema(x) =x—1entdo A = —1Iy.

Observacao: Na verdade, nesse exercicio, basta vocé analisar apenas quais sdo todos os
possiveis polindmios caracteristicos de A de modo que detA = —1. Observe que se saiba
que o polindmio minimal é produto de fatores irredutiveis distintos, duas matrizes com
esse mesmo polindmio minimal sdo semelhantes se e somente se tém 0 mesmo polindémio

caracteristico. Olhe a forma candnica dos operadores semisimples.
5. (2,0) Seja N € M, (R) uma matriz nilpotente tal que dim Ker(N) =k, 0 < k < n.

(a) Mostre que dim Ker(N ! ) < kI, paratodo! > 1.

Solugao:



(b)

Seja Ty € L(R") o operador linear tal que [Ty]can = N. Pelo Teorema da Decomposicdo
Ciclica temos que existem vetores vy, ..., v, € R" e inteiros my > mp > ... > m;, > 0

com ) ; | m; = n, tais que
i V= Z(Ul; TN) D..D Z(Z)r,' TN)
ii. O polindmio N- anulador decadav;,i =1,...,vé (x) = x™i,

Além disso, o inteiro r e os inteiros m; sdo tnicos.
Seja B; = {v;, Tnvj, ..., Tﬁ"_lvi} e B = |U/_; B;. Por hipétese, dimKerN = k, logo, no
nosso caso, r = k, pois , para cada v;,i = 1,...,,r, os vetores Tnv;, ..., Tﬁlfl sao Ll e
Tl’z}ivi = 0, portanto, a matriz [Ty]p tem r colunas nulas e n — r colunas LI.
Seja v € KerN! com 0 < I < my, pois se | > m; entdo KerTy = R". Escreva v como
combinagéo linear da base B. Entdo v = wy, ..., wy, onde w; € Z(v; Ty ). Temos que
TII\]?J = 0, o0 que implica que T]l\]wi =0paratodoi=1,... k.
Para facilitar a nota¢do, vou chamar v; = u,m; = s e w; = w e ver o que acontece
Z(v;; Tn).

S

s—1 1 s—1-1
' i1 i1
w=)Y aTu=0=Tyw=) ajT]]\,Jr u= Y ajT]]\;r u,
j=0 j=0 j=0

jdquesej > s —I, temos T{\]’Llu = 0. Assim, temos que ter a; = 0 para todo

j=0,..,5s—1—1. Portanto
s—1 .
_ J
w= Y aTju
j=s—1

Agora basta ver quantos elementos tem um conjunto gerador para KerN'!

Prove que n < kr, onde r é o grau do polindmio minimal de N.

Solucdo: Isto é claro do Teorema da Decomposigdo Ciclica! Como r = mj e my >

my > ... > my > 0, a dimensédo de Z(v;; Ty) é no maximo igual r. Logo dimV < kr.



