MAT5730 Algebra Linear
Lista 8
2011
Nesta lista o corpo K é sempre R ou C.

1. Seja A € My xn(R). Defina posto linha (coluna) de A como sendo a dimensao do subespago
de R" (R") gerado pelas linhas (colunas) de A.

(@) Seja T : R" — R™ a transformagdo linear cuja matriz em relagdo as bases candnicas
de R" e R™ é A. Prove que KerT = W+, onde W é o subespaco de R" gerado pelas
linhas de A.

(b) Prove que o posto linha de A é igual ao posto coluna de A.

2. Sejam V e W espacos vetoriais de mesma dimensdo (finita) sobre K e com produtos inter-
nos (, )y e (, )y respectivamente. Seja T : V — W uma transformacao linear. Prove que
as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(@) (Tu,Tv), = (u,v), paratodou,v € V.
(b) T leva toda base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.
(c) T leva uma base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

(d) |Tv|lw = ||v||v paratodov € V.
Tal T é um isomorfismo de espa¢os com produto interno.

3. Uma matriz A € M,(K) é chamada ortogonal se AA! = [, e unitiria se AA* = I,,.
Encontre um exemplo de uma matriz complexa unitaria que ndo é ortogonal e um exemplo
de uma matriz que é ortogonal e ndo é unitdria.

4. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre KK com produto interno (, ) e seja
T € L(V) um isomorfismo de espagos com produto interno, isto é, (Tu, Tv) = (u,v)
para todo u,v € V. Prove que T* = T~!. Prove que vale também a reciproca, isto ¢, se
T* = T}, entdo T é um isomorfismo de espagos com produto interno. Tal T é chamado
operador unitario se K = C e ortogonal se K = RR.

5. Seja T o operador linear em C? (com o produto interno usual) definido por:
T(1,0) =(1+41i,2) e T(0,1) = (i,1).
Ache a matriz de T* em relagdo 4 base candnica de C2. Vale que TT* = T*T?

6. Seja V um espaco vetorial sobre K, com produto interno (, ) e seja T um operador linear
em V que possui um adjunto T*.
(a) Mostre que KerT* = (ImT)~* e que ImT* C (KerT)" .
(b) Mostre que se dimV < oo, entdo ImT* = (KerT)" .

(c) Seja V. = C([0,1],R) e T € L(V) definida por: f +— T(f), com T(f)(t) = tf(t) para
todo t € [0,1]. Ache T* e mostre que ImT* # (KerT)* .
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Seja V = P3(R) com o produto interno (p, q) = fol p(x)g(x)dx. Seja D o operador derivagéo.
Ache D*.

. Seja T o operador linear em C? (com o produto interno usual), cuja matriz em relagdo a

base canonica € ai; = (i)+i para 1 < i,j < 2. Ache T* e uma base para KerT*.

. Seja V um espaco vetorial sobre K com produto interno (, ) e seja T um operador linear

em V que possui um adjunto T*. Prove que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(@ T*=T.
(b) (Tu,v) = (u, Tv) para todo u,v € V.

Se dimV < oo, (a) e (b) sdo equivalentes a

(c) T pode ser representado por uma matriz autoadjunta em relagdo a uma base ortonor-
malde V.

(Um operador linear em V que tem uma das (e portanto TODAS as) propriedades acima é
chamado autoadjunto ou hermitiano.)

Seja V um espago vetorial sobre K com produto interno (, ). Seja E um operador linear em
V tal que E? = E e tal que E possui um adjunto E*. Prove que E é autoadjunto se, e somente
se EE* = E*E. Prove também que, neste caso, E é a projecdo ortogonal em W =ImE.

Seja V um espago vetorial de dimensé&o finita sobre C com produto interno (, ) e seja T um
operador linear em V. Prove que T é autoadjunto se, e somente se (Tv,v) € R para todo
veV.

Seja V um espaco vetorial sobre C com produto interno (, ) e seja T um operador linear em
V. Prove que se (Tv,v) = 0 para todov € V, entdo T = 0. Dé um exemplo para mostrar
que o mesmo resultado ndo é necessariamente verdadeiro se V é um espaco vetorial sobre
R.

Seja V um espaco vetorial sobre C com produto interno (, ) e seja T uma fung¢do de V em
V tal que para todo u,v € V, ||Tu — Tv|| = |ju — v|| e T(iv) = iTv. Prove que T é linear e
que || Tv|| = ||v|| para todo v € V.

Seja V um espaco vetorial sobre K com produto interno (, ) e seja T um operador linear
em V tal que T admite um adjunto. Prove que se T*T = O entdo T = 0.

Seja A € M, (C). Mostre que A se escreve de modo tinico como A = B +iC, onde Be C
sdo matrizes autoadjuntas.

Seja A € M,,(C) uma matriz autoadjunta. Mostre que A + il,, é inversivel e que
U= (A+il,)"}(A —il,) é unitaria. A matriz U é chamada transformada de Cayley de
A.
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Sejam A, B € M, (R). Prove que A +1iB € M,,(C) é unitéria se, e somente se a matriz
A —B
B A

é ortogonal.

Seja T € L(V). Prove que se W é um subespaco de V invariante sob T, entdo W+ é invari-
ante sob T*.

Sejam S, T € L(V). Suponha que S e T admitem adjuntas.
(a) Mostre que se S e T sdo autoadjuntas, entdo ST é autoadjunta se, e somente se, ST =
TS.
(b) Prove que T*T é autoadjunta.
(c) Se T é autoadjunta, mostre que S*T'S é autoadjunta.

Suponha que dimV é finita e seja T € L(V) normal e nilpotente. Mostre que T é o operador
nulo.

Sejam V de dimenséo finita, K = C e T € L(V) um operador normal. Prove que:

(a) T é autoadjunto se, e somente se, todo autovalor de T é um ntiimero real.

(b) T é unitdrio se, e somente se, todo autovalor de T é um niimero complexo de médulo
igual a 1.

(c) T é o operador nulo se, e somente se todos os autovalores de T sdao nulos.
(d) T* = —T se, e somente se, os autovalores de T sdo nulos ou ntiimeros complexos

imagindrios puros.

Um operador linear T € L(V) é ndo negativo (positivo) se T é autoadjunto e (Tv, v) > 0
((Tv, v) > 0) para todo v € V. Se a dimensdo de V é finita e T é ndo negativo, mostre que
as autovalores de T sdo ntimeros reais ndo negativos. Mostre que se T é ndo negativo se, e
somente se, existe S € L(V) tal que T = S*S.

Suponha que dimV é finita. Prove que o produto de dois operadores lineares positivos é
positivo se, e somente se, eles comutam. Mostre que a soma de dois operadores positivos
é um operador positivo.

Prove que se dimV é finitae T € L(V') é um operador positivo e unitario, entdo T = I.

Suponha que dimV é finita e seja T € L(V) um operador linear ndo negativo. Prove que
sev € Vétal que (Tv, v) =0, entdo Tv = 0.

Prove que toda matriz positiva é quadrado de uma matriz também positiva.

Seja A € M,(K) tal que A* = A. Mostre que existe um numero real positivo ¢ tal que
A+ cl é positiva.
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Seja A € M,(C) (A € M,(R)) uma matriz inversivel. Prove que A = BC, onde B é
unitaria (ortogonal) e C é positiva. Mostre também que esta decomposicado é tinica.
(Sugestdo: Escreva A*A = D? e considere B = D' A.)

Deé exemplo de uma matriz A tal que A% é normal, mas A ndo é normal.

Sejam A, B € M,(C) matrizes autoadjuntas. Prove que A + iB é normal se, e somente se,
AB = BA.

Sejam V de dimenséo finita, K = C e T € L(V). Mostre que as seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

(a) T é normal.

(b) ||Tv|| = ||T*v|| paratodov € V.

(c) Sejam A € Cev € V. Entdo Tv = Av se, e somente se, T*v = Av.

(d) Existe E base ortonormal de V tal que [T|r é diagonal.

(e) Existe g € C[x] tal que T* = g(T).

(f) Todo subespacgo de V invariante sob T também é invariante sob T*.

(g) T = NU onde N é ndo negativo e U é unitarioe NU = UN.

Seja V de dimensdo finita. Seja T € L(V) normal. Prove que se W é invariante sob T, entdo
W+ é invariante sob T.

Seja

12
A=1]2 3 € Ms(R).
3 4

Q1 = W

Ache uma matriz ortogonal P € M3(R) tal que P! AP ¢ diagonal.
Seja A € M, (R) uma matriz simétrica. Prove que existe uma matriz real C tal que C3 = A.

Sejam A1, Ay, - -+ , Ax € M,,(IR) matrizes simétricas tais que A% + A% 4+ A% = 0. Prove
que A; =0 paratodoi=1,2,--- k.

Seja O(n) = {A € M,(R) | Aé ortogonal}.

(a) Mostre que O(n) é um grupo com o produto de matrizes.

(b) Mostre que |detA| = 1 para toda A € O(n).

(c) Mostre que |trA| < n paratoda A € O(n).
Seja V um espaco vetorial de dimensio finita sobre K e seja B = {vy,-- - ,v,} uma base
qualquer de V. Seja a;; = (vj, v; ), i,j = 1,- - - ,n. Mostre que a matriz A = (a;;) € M,(K)

é uma matriz positiva. Mostre que vale a “reciproca”, isto é, se A € M, (K) é uma matriz
positiva entdo (X, Y') = Y*AX define um produto interno no espago M, x1 (K).
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Prove que a matriz

1 1
L5 7
1 1 1
2 3 n+1
A —
1 1 1
n+1 2n—1

¢ uma matriz positiva.
Sejam A, B € M,(R), n > 2 matrizes simétricas tais que A® = B®. Prove que A = B.

Seja K = R e seja V de dimensdo finita. Seja T € L(V) um operador simétrico de traco
nulo. Mostre que existe uma base ortonormal E de V tal que todos os elementos da diago-
nal principal da matriz de T na base E sdo nulos.

Seja V = R* com o produto interno usual. Seja T € L(V) um operador ortogonal tal que
T admite apenas 1 autovalor real e ele é positivo . Determine a forma racional de T em
funcgdo de 1 parametro.

Seja A € M5(IR) uma matriz ortogonal com polinémio minimal
ma(x) = (x* —1)(x* + x+1).

Determine todas as possibilidades para a forma racional de A e as correspondentes formas
canonicas de operadores ortogonais de A.

Verdadeiro ou Falso?

(a) Se A é uma matriz real simétrica, entdo existe uma matriz real B tal que A = B'B.
(b) Seja T € L(IR3) tal que T?> = I. Entdo T é um operador ortogonal.
(c) Duas matrizes ortogonais sdo semelhantes se, e somente se, tétm 0 mesmo polindmio

caracteristico.

Prove que a matriz
senfcosg cosficosp —seng
senflseng cosfsengp  cosg
cost) —send 0

é ortogonal para todos os valores de 6 e ¢.

Seja V um espacgo vetorial complexo, de dimensdo finita n e com produto interno. Seja
T : V — V um operador linear tal que T* = T para algum inteiro k > 1. Mostre que
existe uma base ortonormal de V tal que a matriz de T nessa base é

w0
0 .

onde paracadaj=1,..,1n,0u); =0o0uA;éumaraiz k + 1-ésima da unidade.



