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Operadores Semi-Simples

. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre K e seja T € L(V) e suponha que
o polindmio minimal é irredutivel em K|x]. Prove que V é semisimples, isto é, que todo

subespaco de V invariante sob T tem um complementar invariante sob T.

. Seja agora T € L(V) tal que o polindmio minimal de T é mr(x) = p(x)™, onde p(x) é
irredutivel em K[x] e m > 2. Mostre que W =Kerp(T) ndo tem um complementar invariante
sob T.

. Use os exercicios (1) e (2) junto com o Teorema da Decomposi¢do Primdria para provar o
seguinte resultado: “Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre K e seja T € L(V).
T é semi-simples se, e somente se, o polindmio minimal m7(x) = p1(x)pa(x) - - - px(x) onde

cada polindmio p;(x) é irredutivel em Kl[x] e p;(x) # p;j(x) sei # j.”

. Sejam agora A € M,(R), T € L(R") tal que Ty = A e T¢ € L(C") tal que TS, = A. Prove
que T é semi-simples se, e somente se, T° é diagonalizavel.

Observagdo: Um corpo K é perfeito se todo polindmio irredutivel em K[x] s6 tem raizes
simples no fecho algébrico de K. (Todo corpo de caracteristica 0 é perfeito e todo corpo finito
é perfeito.) Sendo assim, o resultado desse exercicio é valido se trocarmos R por um corpo

perfeito K e C pelo fecho algébrico de K.

. A forma candnica dos operadores reais semi-simples

Sejam A, T e T° como no exercicio 4. Suponha que T é semi-simples.

(a) Sejaa = a+ ib uma raiz complexa de mrc(x). Entdo, sua conjugada & = a — ib é também
raiz de mre(x). Seja 0 # v € C" um autovetor associado ao autovalor a e escreva v =
u +iw, onde u,w € R". Seja & = u — iw. Prove que T(7) = ad.

(b) Sejam u = (v +3) e w = 1.(v — ). Mostre que Tu = au — bw e Tw = bu + aw.

(c) Seja p(x) = x® + mx + n um fator irredutivel de mr(x) e seja W =Kerp(T) C R".
Suponha que « e & sdo as raizes complexas de p(x) e sejam V(«) e V(&) os autoespagos
de T¢ correspondentes a « e & respectivamente. Mostre que se {vy,-- - ,v;} é uma base
de V(a), entdo {0y, -+ ,04} € um base de V(&). Escreva cada v; = u; + iwj, como no

item (a). Mostre que {uy, w1, - - - ,uy,wy} é uma base de W.



(d) Use o Teorema da Decompsi¢do Primadria e os itens anteriores para mostrar que se T €

L(IR") é semi-simples, entdo existe uma base B de IR” tal que
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onde cada Ajé autovalor real de T, e cada Aj = { b] a] } ,coma; = aj+ zb]- é auto-
Y Y
valor de T¢.

A matriz S acima é a Forma Candnica dos Operadores Semi-Simples.

6. Como vocé procederia para encontrar a forma canénica de um operador T semi-simples em

um espago vetorial arbitrdrio V sobre R?

7. Sejam V um espaco vetorial de dimensio finita n > 2 sobre R, « € Re T € L(V) tal que
T? — 2T — al = 0. Mostre que:

(@) Sea < 1, entdo T é diagonalizavel.

(b) Se « =1, entdo ou T = I ou existe uma base de V em relacdo a qual a matrizde T é

onde A = {1

(c) Se a > 1, entdo n é par e existe uma base de V em relacdo a qual a matrizde T é
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} e I,k > 1 é a matriz identidade de ordem k.
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