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1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo fnita sobre o corpo K e seja T € L(V). Dizemos
que T é triangularizavel se existir uma base B de V tal que [T|p é triangular superior (ou
inferior). Prove que se pr(x) = (x — A1)™...(x — Ag)"™ entdo T é triangularizdvel.

(Sugestao: Use inducdo em dimV'.)

2. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre o corpo K. Seja /" uma familia de
operadores triangularizdveis que comutam. Prove que:
(a) Existe 0 # v € V um autovetor comum a todo operador T € F,isto é, existe0 #v € V
tal que paracada T € F existe At € K tal que Tv = Arv.
(Sugestao: Use indugdo em dimV'.)
(b) Mostre que a familia G = {T* € L(V*)|T € F} é uma familia de operadores lineares
que comutam.
(c) Use o item (a) para obter 0 # f € V* autovetor comum a familia G. Prove que Kerf é
invariante sob T paratodo T € F.
(d) Use indugdo em dimV (e o item (c)) para provar que existe uma base B de V tal que

[T]p é triangular para todo T € F.

3. Seja V um espago vetorial de dimenséo finita e sejam T, N € L(V) com N nilpotente e tais

que TN = NT. Prove que:

(a) T é inversivel se e somente se T + N é inversivel.

(b) detT =detT + N e pr(x) = prin(x).

4. Seja
6 -3 -2
A=1] 4 -1 -2 | € M3(R).
10 -5 -3

Seja T € L(R3) tal que [T]cn = A. Encontre a decomposigdo primaria de T.

5. Seja



10.

Seja T € L(RR®) tal que [T]ecan = A. Escreva T = D + N onde D é um operador diago-

nalizdvel, N é nilpotente e DN = ND.

. Seja N € M, (K) tal que N é nilpotente.

(a) Mostre que I, — N é inversivel e determine a sua inversa.

(b) Defina
m—1 Nk
op(N) = ¥ 3

onde N? = I, e m é o indice de nilpoténcia de N. Prove que exp(N) é inversivel e deter-

mine a sua inversa.

. Seja A € M3(R) uma matriz ndo nula tal que A3> = —A. Mostre que A é semelhante a
matriz
00 O
00 —1/{.
01 0
. Seja V um espaco vetorial de dimensdaon e T € L(V) com polindmio caracteristico

pr(x) = (x — A1) (x — A2)" - (x — Ag)™
e polindmio minimal
mr(x) = (x — A) ™M (x — Ap)"2 -+ (x — Ag) .

(a) Prove que paracadai =1,2,--- ,k, dimKer(T — \;I)™ = n;.
(b) Seja
W; = {v € V| (T — \;I)!v = 0 para algum inteiro [ > 0}.

Prove que W; = Ker(T — A;I)™i paratodoi=1,--- k.

. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e T € L(V) um operador linear que co-

muta com todo operador diagonalizdvel de L(V). Prove que T é um multiplo escalar do

operador identidade.

Seja A € Mu(K) e Ta : My (K) — M, (K) o operador definido por T4(M) = AM — MA.
(a) Prove que se A é nilpotente, entdo T4 é nilpotente. Vale a reciproca?

(b) Prove que se K é algebricamente fechado e se T4 é diagonalizavel, entdo A é diago-
nalizdvel.

(Sugestdo: Para cada matriz M € M,,(K) seja M € L(K") o operador tal que [M]c = M.
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Seja 0 # v € K" um autovetor de A. Considere a transformagéo linear ¢ : M, (K) — K"

definida por ¢(M) = Mu. Prove que ¢ é sobrejetora.)

Seja T € L(R") um operador linear que ndo tem autovetores. Mostre que ndo existem

subespagos invariantes sob T de dimensdo impar.

Encontre duas matrizes 4 x 4 nilpotentes que tenham o mesmo polindmio minimal, mas

que ndo sejam semelhantes.

Seja V um espaco vetorial de dimensdon e T € L(V) com polindmio minimal

mr(x) = p1(x)™ - pr(x)™,

onde cada p;(x) é irredutivel em K[x].Seja V =V} & - - - & V} a decomposic¢do primaria de

V, isto é, V; =Ker p;(T)"i. Seja W um subespaco de V invariante sob T. Mostre que

W=WnW)a & (WnV).

O que estd errado com o seguinte argumento para “provar” que todo operador linear T em um
espago vetorial sobre um corpo algebricamente fechado, pode ser escrito como soma de um operador
diagonalizdvel e um operador nilpotente que comutam?

“Vale que T é triangularizavel, logo, existe uma base B de V tal que [T]|g = A é triangular.

Seja D a diagonal dessa matriz. Entdo A — D é nilpotentee A = D + N.”

Seja N um operador linear nilpotente em um espago vetorial de dimenséao finita n. Prove

que o polindmio caracteristico de N é pyx(x) = x".

Seja V um espago vetorial de dimenséo finitae T € L(V). Prove que existe um vetor ciclico
para T se, e somente se, o polindmio caracteristico de T é igual ao polindmio minimal de

T.

Seja V um espaco vetorial de dimenséo finitae T € L(V).

(a) Prove que se existe um vetor ciclico para T, entdo todo subespaco de V, invariante sob
T, também tem um vetor ciclico.

(b) Vale a reciproca do item (a)? (Isto é, se todo subespaco préprio W de V, invariante sobT

tem um vetor ciclico para Ty, é verdade que existe um vetor ciclico para T?)

Seja V um espaco vetorial de dimenséo finitae T € L(V). Prove que se V é T-ciclico, entdo

todo operador linear que comuta com T é um polindmio em T.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Seja V um espaco vetorial de dimensio finita e T € L(V). Prove que se T? tem um vetor

ciclico, entdo T tem um vetor ciclico. Vale a reciproca?

Seja V um espago vetorial de dimensdon e T € L(V) um operador diagonalizdvel. Mostre

que existe um vetor ciclico para T se, e somente se, T tem n = dimV autovalores distintos.

Prove que duas matrizes 3 x 3 sdo semelhantes se, e somente se, tétm 0 mesmo polindémio
caracteristico e 0 mesmo polindmio minimal. Dé um exemplo para mostrar que o mesmo

resultado ja ndo vale para matrizes 4 x 4.
Seja K um corpo qualquer e sejam p(x) € K|[x] um polindmio ménico de graun > 1e
m(x) € K[x] um polindmio ménico de grau m < n tais que:

(a) m(x) divide p(x).

(b) Todo fator irredutivel de p(x) divide m(x)

Mostre que existe A € M, (K) tal que p(x) = det(x] — A) e m(x) é o polindmio minimal
de A.

Prove que toda matriz A € M, (KK) é semelhante a sua transposta A’.

Seja V um espaco vetorial de dimensdone T € L(V). Seja R =Im(T).

(a) Prove que R tem um complementar invariante sob T se, e somente se, R e N = KerT
sdo independentes.

(b) Se R e N sdao independentes, prove que N é o tinico complementar de R que é invariante

sob T.

Seja T € L(IR%) o operador linear tal que

[T]Can -

O~ DN
o N O
W O O

Seja W =Ker (T — 2I). Prove que W ndo tem nenhum complementar invariante sob T.

(Sugestao: Prove que W ndo é T-admissivel.)

Seja A € M, (R) a matriz

1 3 3
A= 3 1 3
-3 -3 -5

Ache uma matriz inversivel P tal que P~ AP esteja na forma racional.
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Seja A € M, (R) a matriz

3 -4 4
A=1|-1 3 2
2 —4 -3

Ache vetores vy, - - - , vy que satisfazem as condi¢des do teorema da decomposicdo ciclica.

Seja A e B duas matrizes reais. Prove que se A e B sdo semelhantes sobre o corpo dos

niimeros complexos, entdo elas sdo também semelhantes sobre IR.

Sejam N; e N, matrizes 6 x 6 nilpotentes. Suponha que elas tém o mesmo polindmio
minimal e 0o mesmo posto. Prove que elas sdo semelhantes. Mostre que o mesmo resultado

nao é verdadeiro para matrizes 7 x 7.

Seja A uma matriz n x 7 real, tal que A2+ I = 0. Prove n = 2k e que A é semelhante a

0 —I
bt

matriz

onde [ é a matriz identidade k x k.

Seja V um espago vetorial de dimenséo finita sobre um corpo arbitrario Keseja T € L(V).
Prove que T tem um vetor ciclico se, e somente se a seguinte afirmagdo é verdadeira: “Todo

operador linear que comuta com T é um polindmio em T.”

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo arbitrario K e seja T €
L(V). Prove que todo vetor ndo nulo v € V é um vetor ciclico para T se, e somente se, 0

polindmio caracteristico de T é irredutivel em K|x].

Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo arbitrario KesejaT : V — V
um operador linear em V. Suponha que:

(a) o polindmio minimal de T é uma poténcia de um polindmio irredutivel;

(b) o polindmio minimal de T é igual ao polindmio caracteristico de T.

Prove que nenhum subespago néo trivial de V invariante sob T tem um complementar que

também é invariante sob T.

Ache a forma racional R da matriz

A= S M4(]R)

N O -
O k=N
B m N o
— N O W

e encontre uma matriz inversivel P tal que P~ AP = R.
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Seja T € L(IR*) um operador linear tal que:
(a) x*> 4+ 3 é um divisor do polindmio minimal de T.
(b) 1 é 0 tinico autovalor de T.

Quais sdo as possiveis a formas racionais de T?

Classifique, a menos de semelhanga, as matrizes reais 6 X 6 com polindmio minimal

(X—1)2(X+1)(X—2).

Determine quais das matrizes seguintes sao semelhantes:
-1 4 0 O 3 -8 -6 0 31 0 0
-1 3 0 O -1 5 30 -4 -1 0 0
A=113 —62 -1 P7 | 2 8 50| 0 0 3 1
-9 =131 0 0 0 01 0 0 —4 -1

Classifique, a menos de semelhanga, todas as matrizes 6 x 6 nilpotentes.

Mostre que as matrizes complexas

01 00 1 00 O
0010 0 -1 0 O
A=1o0001¢B8=]0 o0 i o
1 000 0 00 —i
sdo semelhantes.
Seja
01 00
00 1 0
A= 00 01
00 -1 0

Ache a forma de Jordan | de A e encontre uma matriz inversivel P tal que P~'AP =].

Seja V um espaco vetorial de dimensdo n, com n > 2 e seja T um operador linear em V de

posto 2. Determine todas as possiveis formas de Jordan de T.

Seja T : P,(R) — P,(IR) o operador linear definido por T(p(X)) = p(X +1).
(a) Determine a forma de Jordan de T.

(b) Se n = 4, encontre uma base B de P,(IR) tal que [T]p esteja na forma de Jordan.

Determine o nimero de matrizes ndo semelhantes A em Mg (IR) satisfazendo

(A—2I)° =0.
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Seja T : R® — R® um operador linear com polindmio caracteristico
pr(X) = (X —a)*(X - b)°

e polindmio minimal
mr(X) = (X —a)*(X —b)

e a # b. Ache a forma racional e a forma de Jordan de T.

Classifique, a menos de semelhanca, todas as matrizes reais 7 X 7 com polindmio carac-

teristico pr(X) = (X — 1)*(X —2)%(X —1).

Considere a matriz real
1 00 0 O
-3 0 0 -1 -1
A=|-3 -1 0 0 O
-1 -1 3 3 3
-2 -2 0 -2 3

Ache a forma de Jordan | de A e encontre uma matriz P € M5(R) tal que P~tAP =].

Determine a forma racional e a forma de Jordan da matriz real
1 00 0 O
-3 00 -1 —1
A=| -3 -1 0 0 O
-1 -13 3 3
-2 =2 0 =2 3

Dé a forma de Jordan da seguinte matriz A € My(R):

00 40 00 O
10 -80 00 O
01 50 00 O
A=100 00 -4 0 O
00 01 40 O
00 00 00 —4
0o 00 01 4

Seja N € M, (R) uma matriz nilpotente tal que dim Ker(N) =k, 0 < k < n.
(a) Mostre que dim Ker(N l) < kI, para todo [ > 1.

(b) Prove que n < kr, onde r é o grau do polindmio minimal de N.

Seja V um espago vetorial de dimenséo finita n sobre o corpo K e seja T € L(V). Seja
f € K[x] um polindmio ménico, irredutivel e de grau d > 1.

(a) Suponha que d|n. Prove que existe T € L(V) tal que o polindmio minimal de T é f.

(b) Se T € L(V) é tal que seu polindmio minimal tem grau d e é irredutivel em K|x], é

verdade que d|n? Justifique.



