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1. Seja D € L(P,(IR)) o operador derivagio. Ache o polindmio minimal de D.
2. Encontre uma matriz 3 x 3 cujo polindmio minimal é X2.

3. Ache o polindmio minimal de cada uma das seguintes matrizes:

101 111 a b ¢
{%_é],{éi],010,011e0ab
101 001 0 0 a
4. Seja C € M, (K) a matriz
(00 -+ 0 —¢ |
10 --- 0 —c
o1 --- 0 —c
c=1|. . L
00 --- 0 —cyo
(00 -+ 1 —cpq |

Calcule o polindmio caracteristico de C. Prove que este é também o polindmio mini-
mal de C. A matriz C é chamada a matriz companheira do polinémio cy +c1x + - - - +

Cpo1 X1 4 X",

5. Encontre os autovalores sobre R e sobre C da matriz

00 -~ 0 1]

10 --- 00

0o1--- 00

A= | . . .

00 --- 00

10 0 10|

6. Seja M € M, (R) a matriz

[ b1 0 0]

by 0 00
M= : A

b,—1 0 01
. 00|

onde b; > 0eb; > Oparatodoi = 2,---,n. Mostre que M tem apenas um autovalor

estritamente positivo.

7. Seja A € M, (K) uma matriz inversivel. Mostre que existe um polinémio p(x) € K]x]

tal que A~! = p(A).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Mostre que uma matriz A € M, (K) é inversivel se, e somente se, o termo constante

de seu polindmio minimal é diferente de 0.

. Sejam A, B € M, (K). Prove que se [ — AB é inversivel, entdo I — BA é inversivel e

que

(I-BA) ' =1+B(I- AB) 'A.

Sejam A, B € M,,(K). Prove que AB e BA tém os mesmos autovalores em K. Elas tém

o mesmo polindmio caracteristico? E o minimal?

Seja A € M, (K) e p € K[x]|. Mostre que se A é um autovalor de A, entdo p(A) é um

autovalor de p(A). O que se pode dizer sobre a reciproca dessa afirmacéo ?

Seja V.= C(R) o espago vetotorial das fungdes continuas de R em R. Seja T o oper-

ador linear em V tal que para cada f em V, T(f) é a fungédo
T(H(x) = [ F.
Prove que T ndo tem autovalores.
Seja D € M, (K) uma matriz diagonal com polinémio caracteristico
pp(x) = (x —c1)™ - (x — ),
onde cy, - - -, ¢k sdo distintos. Seja

W = {A € M,(K) | DA = AD}.

Prove que dimW = d? + - - - + d3.

Seja
6 -3 -2
A= 4 -1 -2 | € M3(R).
10 =5 -3

E A diagonalizével? E se considerarmos A € M3(C)?

Seja T : Ma(R) — M,(R) o operador linear cuja matriz em relacdo a base

-1 -4 -2 -2

10 01 00 00 ) | -4 -1 -2 -2

B_{{o o]'{o 0}'{1 0}'{0 1“em3— 2 2 1 4
Ache uma matriz real 4 x 4 inversivel tal que M~![T]3M seja uma matriz diagonal.

Seja
1 2
A=)

Calcule A2011,
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Seja V um espaco vetorial de dimensdon e T € L(V) tal que T?> = T.
(a) Prove que V = KerT @ ImT.
(b) E T diagonalizavel? Por que?

Seja T : M, (K) — M,(K) o operador linear definido por T(M) = M!. Mostre que se

carK # 2, entdo T é diagonalizavel.

(a) Encontre um operador linear T que ndo é idempotente e tal que T?(T — I) = 0.
(b) Encontre um operador linear T que ndo é idempotente e tal que T(T — I)? = 0.

(c) Mostre que se T é um operador linear tal que T?(T — I) = T(T —I)> = Oentao T

é idempotente.

Mostre que se A € M,,(K) é diagonalizavel, entdo a matriz A™ é diagonalizdvel qual-

quer que seja o nimero natural m, m > 1.

Exiba uma matriz A nio diagonalizdvel tal que a matriz A? seja diagonalizdvel.

Sugestdo: [ (1) _(1) 1 € Ma(R).

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja T : V' — V um operador linear
inversivel. Prove que:

(a) Se A é um valor préprio de T entdo A # 0.

(b) A é um valor préprio de T se, e somente se A~! é um valor préprio de T~ !(onde
T~! é 0 operador inverso de T).

(c) Se A é um valor préprio de T, mostre que a multiplicidade algébrica de A é igual a

multiplicidade algébrica de %

Seja V um espaco vetorial de dimensdon e T € L(V) de posto 1. Prove que ou T é

diagonalizavel ou T é nilpotente.

Seja a # 0 e seja A € M, (KK) a matriz A = (a;;) onde a;; = a paratodoi,j = 1,2,.., n.

Prove que A é diagonalizdvel. Qual é o polindmio minimal de A?

1111 10 0 0 0

. 122 2|, . . 0000
Verifique que a matriz 333 13|¢ semelhante a matriz 000 0
4 4 4 4 0000

Seja A € M, »1(K) a matriz A = (a;1)1<j<n. E AA" diagonalizavel?

Sejam Ry, La : M, (K) — M, (K) definidos respectivamente por R4(M) = MA e
Ls(M) = AM. Prove que R4 e L, sdo é diagonalizaveis se, e somente se, A é diago-

nalizavel.
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Ache o0s polindmios caracteristico e minimal de cada um das matrizes abaixo. Ver-

ifique se elas sdo ou ndo diagonalizdveis como matrizes reais e como matrizes com-

plexas.
000 —1 0 -10 0 2000
100 -2 1 00 0 1200
010 2110 00 -1|%]0120
001 -2 0 01 0 0005

Seja T € L(V) um operador diagonalizavel e seja W um subespaco de V invariante

sob T. Prove que a restricdio de T a W, Ty € L(W) é diagonalizével.

Seja T € L(V) um operador linear tal que todo subespaco de V é invariante sob T.

Mostre que T é um multiplo do operador identidade.

Seja T € L(V) um operador linear e W um subespago de V. Prove que W é invariante

sob T se, e somente se, W° é invariante sob T*.

Seja T € L(C([—1,1])) o operador linear dado por

T(f)(x) = /_xlf(t)dt,para toda f € C([~1,1]).

Quais dos seguintes subespagos W de C([0, 1]) sdo invariantes sob T?
(a) W é o subespaco constituido pelas fun¢des polinomiais.

Oy W = {f € C([-1,1]) [ £(0) = 0}.

@W={feC(-L1]) | f(x) = f(=x) Vx € [-1,1]}.

(d) W é o subespaco constituido pelas fung¢des derivaveis no intervalo | — 1, 1].

Veradeiro ou Falso? Se uma matriz triangular A é semelhante a uma matriz diagonal,

entdo A ja é diagonal.

Veradeiro ou Falso? Se os tnicos autovalores de um operador diagonalizavel T sdo 0 e

1, entdo T é uma projecao.

Seja V um espaco vetorial de dimens&o finita sobre um corpo algebricamente fechado
eseja T € L(V). Prove que T é diagonalizavel se, e somente se, para todo subespago
W de V invariante sob T existe um subespago U invariante sob T tal que V = W & U.
Observacao: Um operador linear T é semi-simples quando todo subespago de V in-

variante sob T tem um complementar que é também invariante sob T.

Seja T € L(V) um operador linear com 1 = dimV autovalores distintos.
(a) Prove que todo operador linear que comuta com T é um polindmio em T.

(b) Prove que V tem exatamente 2" subespacos invariantes sob T e determine-os.
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Seja V um espago vetorial de dimensé&o finita sobre C e sja T € L(V). Prove que as
seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(a) T é diagonalizavel e T?" = T".

O)T" 1 =T.

Seja A € M,,(R) uma matriz diagonalizével e seja

c:[? Z]EMZ(]R)

também diagonalizdvel. Mostre que a matriz

aA DA

M:ch dA

} S MZn (IR)
é diagonalizavel.

Seja A € M,(K) e Ty : My(K) — M,(K) o operador definido por T4(M) = AM —

MA. Prove que se A é diagonalizavel entdo T4 é diagonalizdvel.

Seja E € L(V) uma projecdo e p(x) € K[x] um polindmio. Entdo p(E) = al + bE.

Determine a e b em termos dos coeficientes de p(x).

Seja V um espaco vetorial sobre R e B = {v1,v5,v3,v4} umabasede V.SejaT : V — V

o operador linear dado por

21 00
12 00
[Tl = 00 34
00 —4 3

(a) Mostre que os subespacos [v1, V2] e [v3, v4] sdo invariantes sob T.

(b) Verifique que T ndo tem autovetores.

Seja V um espaco vetorial de dimens&o finita sobre o corpo K e sejam Eq, Ey, - - - E; €
L(V)taisque Ey +Ep+---+ Ex = 1.

(a) Prove que se E;E; = 0 sei # j, entdo E? = E;paratodoi=1,2,--- k.

(b) Prove que se El-2 = E;paratodoi=1,2,--- ke carK = 0, entdo E;E; = 0 sempre
quei # j.



