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MAT5730 - Algebra Linear
Lista 1
2011

. Seja

Q(V2) ={a+b/2€R | a,beQ}.

Prove que Q(v/2) é um corpo. Prove também que Q(v/2) é um Q-espaco vetorial. Exiba
uma base desse espaco vetorial sobre QQ.

. Sejam LL e K corpos tais que . D K. Mostre que L pode ser visto como um K-espago

vetorial. Isso é uma generalizacao de exercicio anterior.

. Ache uma base de C sobre R. Ache também uma base de C? sobre C e uma base de C?

sobre R.

Seja V um C-espago vetorial de dimensao n e seja {vy, v, ..., } uma base de V. Mostre
que o conjunto {vy, va, ..., } U{ivy, ive, ...iv, } é uma base de V' quando considerado como
R-espaco vetorial.

. Mostre que o conjunto {sen(z), cos(z)} C F(R,R)é L 1. Mostre também que se ¢y, ¢, ..., ¢,

sao n nimeros reais distintos, entdo o conjunto {e“*, e?* ... e} C FR,R)éLT.

. Mostre que os conjuntos {sen?(z), cos*(z)} e {1, cos(2x)} geram o mesmo subespaco de

S(R,R).

Seja K € C. Mostre que se {u,v,w} é um subconjunto LI do espago vetorial V' sobre
K entao o conjunto {u + v,u + w,v + w} também é L I. Mostre que a hipétese de que
K C C (isto é, carK = 0) é essencial.

Encontre 3 vetores LD em R?, mas de modo que cada par deles seja LI.

. Mostre que o conjunto {(2i,1,0), (2, —1,1),(0,1+4,1 — i)} é uma base de C* e ache as

coordenadas do vetor (1,0,1) em relagao a essa base.

Seja W o subespaco de C® gerado pelos vetores w; = (1,0,7) e wy = (1 +14,1, —1).

(a) Mostre que {wy,ws} é uma base de W.

(b) Mostre que os vetores v; = (1,1,0) e vo = (1,4,1 + 7) estdo em W e formam outra
base de .

(¢) Quais sao as coordenadas de w; e wy em relagao a base {vy, vy }?

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K e sejam U e W subespacos de V. Mostre que
UUW é um subespaco de V se, e somente se, U C W ou W C U.

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo infinito K. Mostre que V' nao é a uniao de um
nimero finito de subespagos préprios. O resultado continua sendo verdadeiro se K for
finito?

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo infinito K. Sejam Wy, Wy, --- | W,

subespagos proprios de V' e de mesma dimensao. Mostre que existe um suberspago U de
Vitalque V=U& W, paratodoi=1,2,--- ,n.
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Seja W um Subequgo do espaco vetorial V. Mostre que existe um subespaco U de V tal
que V=U® W. E tal U tnico? Se V =U @& W, = U & W,, ha alguma relacao entre
W1 e WQ? E se W1 C W27

Sejam U e W subespacos de V. Prove que se U e W tém dimensao finita, entao U + W
tem dimensao finita e vale a formula:

dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W).

Sejam U e W subespagos de um espago vetorial V' de dimensao finita e tais que V =
U+ W. Mostre que V =U & W se, e somente se, dimV = dimU + dimWV.

Sejam V = M, (K), W ={(a;;) € V| a;; =0sei>j}elU={(a;) €V |a;=0sei<
Jt

(a) Descreva U NW.

(b) Ache dimU, dimW e dim(U N W).

Seja T : C* — C? definida por T(xy,73) = (71,0). Seja B = {vy,ve} com v; = (1,4)
e vy = (—1,2). Ache as matrizes: [T)can.B, [L]B.cans [I7]can € [T]5. (Aqui can designa a
base canonica de C2.)

Seja A € M,,(K) uma matriz fixa e seja Ty : M, (K) — M,(K) definida por
Tu(M) = AM — MA.

(a) Prove que T4 é uma transformagao linear.
(b) Suponha que A é uma matriz diagonal com elementos distintos na diagonal, e que
carK = 0. Determine KerTy e ImT,. Calcule as dimensoes desses subespacos.

Exiba uma funcao 7" : C — C que seja R-linear mas que nao seja C- linear.

Seja 0 # w € C um numero complexo. Defina T, : C — C por T,,(z) = wz para todo
z € C. Prove que T}, é R-linear e se n € Z, ache a matriz de (T;,)" na base B = {1,i} de
C como R-espago vetorial.

Seja V' um espaco vetorial sobre R de dimensao finita. Mostre que as seguintes pro-
priedades sao equivalentes:

(a) V tem uma estrutura de C-espago vetorial que estende a estrutura de R-espago ve-
torial (isto é, se * denota a multiplicacdo de um nimero complexo por um vetor v € V,
entdo a * v = av para todo a € R).

(b) A dimensao de V' é par.

(c) Existe um operador linear inversivel E € L(V) tal que E? = —1.

[Sugestao: Para provar que (¢) = (a), defina (a + ib) xv = av + bEv para todo nimero
complexo a + ib e para todo v € V]

Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre K. Sejam T : V — W e
S : W — V transformagoes lineares. Mostre que se dimV > dimW entao a composta
S o T nao é inversivel.

Seja V um espago vetorial de dimensao finita e T : V — V linear tal que posto(T?) =
posto(T"). Prove que KerTN ImT" = {0}.
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Seja V um espaco vetorial de dimensao finitae T : V' — V linear. Mostre que as seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

(a) KerT? = KerT; (b) Im7? = ImT; (c) KerT®ImT = V;

(d) KerT'NImT = {0}; (e) KerT+ImT = V.

Seja 6 € R. Prove que as matrizes
cos) —send . et 0
senf  cosf 0 e
sdo matrizes semelhantes em M,,(C).

Seja V um espago vetorial sobre o corpo K e sejam S, T € L(V'). Mostre que

T(Ker(SoT)) =KerSNImT.

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K e seja P € L(V) uma projegao, isto é,
P? = P. Prove que V = KerP @ ImP. Mostre também que I — P também é uma
projegao e que Ker(I — P) = ImP e Im(I — P) = KerP.

Seja V' um espago vetorial e sejam P e Q em L(V') duas projecoes tais que PQ) = QP.
Prove que PQ) e R = P+ () — P(Q) também sao projecoes e que Ker PQ) = KerP + Ker@),
ImPQ =ImP NImQ, KerkR = KerP N Ker@ e ImR = ImP + Im(@).

[Sugestao: Note que R=1— (I — P)(I —Q).]

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K, com carK = 0 e seja
P € L(V) uma projecao. Prove que o traco de P é um numero inteiro que é igual ao
posto de P.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao 2 sobre o corpo K e seja T' um operador linear
em V tal que 7? = I. Prove que ou T’ =1 , ou T = —I, ou existe uma base B base de

V tal que
1 0

Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K com carK # 2 e seja T' um operador linear em
Vitalque T? = 1. SejaW = {v € V tais queTv =v}eU = {v € V tais queTv = —v}.
Prove que V=W @ U.

Seja V' um espago vetorial de dimensao n sobre o corpo K e seja T um operador linear
em V talque T" =0 e T" ! #£ 0. Seja v € V tal que T" v # 0. Prove que o conjunto

B ={v,Tv, T?v,..,T" v}
¢ uma base de V. Qual é a matriz [T]57

Sejam V' e W dois espacgos vetoriais sobre o corpo K e sejam S e T" duas transformagoes
lineares de V' em W, ambas de posto finito. Mostre que S + 1" tem posto finito e que

[postoS — postoT| < posto(T + S) < postoS + postoT.
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Seja V um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K e sejam S e T' dois operadores
lineares em V. Suponha que SoT =0 e que S + T é sobrejetora. Mostre que

postoT’ 4+ postoS = n.

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e seja T" € L(V') tal que
T? = T. Mostre que existem S,U € L(V) taisque T = SoU e Uo S = 0.

Seja K um corpo de caracteristica igual a 0. Mostre que nao existem matrizes A, B €
M, (K) tais que AB—BA = I, oucom AB—BA =FE, com E # 0e E? = E. O resultado
continua sendo verdadeiro se carK # 07

Seja T um operador linear de posto 1 em um espago vetorial V. Mostre que existe um
tinico escalar a tal que T? = oT. Prove que se « # 1, entao I — T é inversivel.

Sejam A, B € M, (K) matrizes idempotentes. Ea seguinte afirmacao verdadeira? “ As
matrizes A e B sao semelhantes se, e somente se, elas tém o mesmo traco.”

Verdadeiro ou Falso? Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo K. Suponha que
dimV =n e dimU = m, com m > n. Sejam T' € L(U,V) e S € L(V,U). Entao So T e
T o S nao sao inversiveis.

Sejam Ly e Ry € L(M,(K)) as transformagoes lineares definidas por: La(M) = AM e
RA(M) = M A para toda matriz M € M, (K). Determine [L4|p e [Ra]c, onde
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