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Objetivo

Decompor o processo estacionario em uma combinagdo de sendides
com coeficientes aleatérios ndo correlacionados.

E também denominada anélise no dominio da frequéncia em vez de no

dominio do tempo.
v
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Comportamento ciclico

X; = Asen(2mvt) + Beos(2mvt) (@)
= Csen(2mnt + ¢), ()

onde A e B sdo vas ndo correlacionadas com média 0 e varidncia o2 = 1.

Expressdées iteis

sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)
cos(a + b) = cos(a)cos(b) F sen(b)sen(a)

Csen(2mnt + ¢) = Ccos(¢p)sen(2mnt) + Csen(¢)cos(2mnt)

Entdo A = Ccos(¢), B = Csen(¢), A2 + B> = C2 e tg(¢) = %
Calcule a esperanga, variancia e covariancia do processo X;.
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Comportamento ciclico

Xy

E(Xt)
Var(X})
Cov(X;, Xt + h)

= Asen(2mwvt) + Bcos(2mvt)

0

o?[sen®(2mvt) + cos*>(2mvt)] = o

Cov(Asen(2mvt) + Beos(2mut),

2

Asen(2my(t + h)) + Bcos(2mv(t + h))) =

o2cos[(2mut) — Qmy(t + )] =

o2cos(2mvh)

O processo é estaciondrio.
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Muiltiplas frequéncias
Miiltiplas frequéncias

q

X = Z Aycos(2mwyt) + Bysen(2mwwyt)
k=1

Ay e By variaveis ndo correlacionadas com média 0 e variancia a,% e wi

frequéncias distintas.

(4)

y

Alencar, Airlane (IME - USP) Andlise Espectral

4 de Junho de 2018

~—

6/22



Muiltiplas frequéncias

Exemplo

x3

Figura 1: Soma de 3 componentes periédicas
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Periodograma - ex. 2.8 SS

Na pratica, muitas vezes é conhecido a frequéncia do sinal, como por
exemplo um ciclo por ano ou marsés,...

Quando néo se sabe frequéncia, podemos ajustar um modelo de regres-
sdo ndo linear com senos e cossenos para estimar w.

Também podem ser testados diferentes valores de w e para as frequén-
cias wj = j/m,j =1,..,n/2 — 1, estimando-se os coeficientes Aj e B;
obtemos (8 = (X" X) 1 XTy)

——  YlLjxcos2mti/n) 2 L ,
A(j/n) = S o2 (2nti/n) | n ;xtcos(brt]/n)

== i usen(2mtj/n) 2 " ,
B(j/n) = Et?ﬂ BT ;xtsen(Zﬂt]/n)

Paraj = 0,n/2: A(0) = 1/n3 1 x, A(n/2) = 1/n X", (—1)'x;, B(0) =
B(n/2) = 0.
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Periodograma - ex. 2.8 p.68 SS

Os coeficientes medem a correlagdo dos dados com as sendides e para
a frequéncia w;j = j/n

Medimos o efeito da frequéncia j/n usando uma medida da correlagdo
ao quadrado, o periodograma padronizado (scaled):

P(j/n) = A(j/n) +B(j/n)
Nao é necessdrio ajustar uma regressdo com n explicativas.

n/2

xp =y A(j/n)cos(2mtj/n) + B(j/n)sen(2mtj /n)
j=0

Note que as varidveis explicativas formam uma base ortogonal e ndo

ha o erro.

V.
A
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Periodograma - ex. 2.8 SS

Pode ser usada a transformada de Fourier discreta (DFT) com coefici-
entes complexos:

d(j/n) = Z xeexp(—2mitj/n),
f i
com exp(—2mwitj/n) = cos(2mwtj/n) — isen(2ntj/n). Os coeficientes podem
ser calculados mais rapidamente usando a FFT em vérios programas.
A transformada inversa de Fourier é

Z Je 2t p =1, L. (5)

O periodograma é

2 2
1(j/n) = |d(i/n)|? lz x¢cos(2mtj/n) ] lz xesen(2mtj/n) ] ,
t=1 t=1
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Periodograma - ex. 4.2 SS

Figura 2: Periodograma scaled

periodogram
40

20

P(6/100) = A{6/100) + B(6/100) =22 +32 = 13

A variancia é decomposta nas 3 frequéncias em (4).
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https:/ /robjhyndman.com/hyndsight/cyclicts /
Dados observados a cada meia hora com sazonalidade a cada dia e
semana.

Programa em R.
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Densidade espectral
Se a fungdo de autocovariancia de um processo estaciondrio satisfaz
certa independéncia assintética de modo que

o0

> )] < oo,

h=—o00

entdo a densidade espectral tem representacdo

[e e}

flw)= 3" yhe ™" —1/2 <w < 1/2.

h=—00

e = cos(w) + isen(w) e i = v/—1.
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flw)y= > yhe ™ —1/2 <w <1/2.
h=—o0
Propriedades - Densidade espectral

f(w) é limitada, ndo negativa, uniformemente continua, é par e perié-
dica de periodo 1. (Morettin e Toloi)

@ f(w) é limitada pois senos e cossenos também sao e » ;2 |v(h)| <
0.

flw+v)—f)| < Y le2m@nlt — =2miehy(h))
h

Z |’)/(h)| |e—27riwh| |€—27riuh o 1|
h

o ultimo termo vai a zero quando v vai a zero e f() é uniformemg¥
continua.
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d(wj) = n-1/2 thexp(—zmwjt),j =0,1,...,n—1, (6)

t=1
onde w; = j/n sdo as frequéncias fundamentais. Note que d(0) = nl/2x.
Entdo, para j # 0, como )_i_; exp(—2miw;jt) = 0, podemos escrever a
DFT como
n
d(w) = n~2 > (2 — X)exp(—2miw;t),j = 0,1,...,n — 1, 7)

t=1
E o periodograma paraj # 0,

I(j/n) = |d(j/n)| -1/nzz Xp — X)(xs — X)exp2mwit=9)
t=1 s=1
n—1 n—|h
= 1n >0 D7 (s — X — D)exp 2"
h=—(n-1) t=1

4 4
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n—1

/) = Y Aexp 2
h=—(n—1)

Dizemos que o periodograma é a densidade espectral amostral.

[ee)

flw)y= > y(he ™ —1/2 <w <1/2.

h=—o00
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Esperanca do periodograma, centrando as obs. com relagdo a u:

E[I(]/Tl)] = 1/7’12 Z E(x; — /_j’)expr'/rw]—(tfs)
t=1 s=1
n—1 n—lh|

= S DT E(ig — w)(xe — wexp= 2

h=—(n—1) t=1
n—1
= Z (1’l|h|> ’y(h)exp’zwih
=) >

Para w # 0 e wj;; = w quando n — oo de modo que

o0

Ell(wj] — f(w) = Z y(h)exp 2"

@) periodograma é assintoticamente ndo viesado.
Como I(w) = |[d(w)|> > 0, entdo f(w) > 0
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Para os dados x1, ... Xy, e wj = j/n,j=0,...,n—1, as transformadas
€OSseno e seno sao

de(wj) = \/_ Z xtcos(2mwit) (8)
ds(wj) = \/_ Z xisen(2mwt) )
(10)

O periodograma é I(wj) = d?(w)) + d2(w).
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ANOVA Espectral
Série x1, ... X, com n impar e para m = ”T_l temos como decompor
m
Xt =ap + Z ajcos(2mw;t) + bjsen(2mww;t)
j=1

e usando regressdo ap = X,

2 & 2
a = —thCOS(Zﬂ'Oth) = 7dc(wj)

na Vi
b 2 z”: xisen(2mww;t) 2 ds(w;)
i = t it) = —=ds\Wj
P v
Podemos escrever
m

(xy—%) = Z ajcos(2mwit) + bisen(2mw;t)

~
[y

m
> de(wj)cos(2mwit) + ds(wj)sen(2mw;t)
=1

4
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Elevando ao quadrado e depois somando em t, os termos cruzados sdo
nulos e temos:

n _ 4 n m
(e —X)? = - > d2(wj)cos* (2mwit) + d2 (wj)sen*(2mw;t)
t—1 t=1 j=1

% {Zm: d%( (w)) Zcos (2mw;t ) + d%( wj) Zsen (2mw;t )}

j=1 t=1 t=1

pois Y 1L, cos? = Sopq sen? = n/2.

ANOVA: Decompde soma de quadrados total (gl=n-1) em
componentes de diferentes frequéncias aproximadamente ndo
correlacionados e com 2 graus de liberdade para cada frequéncia
(m=(n—1)/2.
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xtNNﬂchedsNN.
Como achamos a esperanca do periodograma, obtemos:

covldc(w)), de(wk)] i i ¥(t — s)cos(2mwjs)cos(2mwyt)

s=1 t=1

covldc(w)), ds(wk)] = zn: zn: Y(t — s)cos(2mws)sen(2mwyt)
s=1 t=1

covlds(wy), ds(wi)] = Zn: z": Y(t — s)sen(2mwjs)sen(2mwyt)
s=1 t=1
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No apéndice C2 (Lema C3) de Shumway and Stoffer, para
Zoo [l () < oo

covlde(wj), de(wi)] = { f(wj)éj ';]e'; Z:}1]k= h

COZ)[dc(wj), ds(wi)]

€n

Erro: |e,| < 8/n.
Para wj = wy = 0ou 1/2 0 fator 1/2 é 1 e ds(0) = ds(1/2) = 0.
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X1, ..., Xy iid 0, 02, pelo TCL: d, Js(Wjn ~ AN(0, 0?)) e sdo independentes.
A 21( n) 2
ssim, —4= — X5.
Do caso 11d parao processo linear:
P4.2: Se 3% [h|y(h) < 00, x¢ = 357 o Yiftr—j, 3500 19| < 00, com

a; ~ iid(0, 0?), entdo para m diferentes freq wj;, — wj

2I(wjin)
flw))

=L iid %2 (11)

Para os quantis a e b da x3, temos a = P(a < f(w’ = < b)
|:21(w] n) . 21(“"] n)]
- b a

3

IC para espectro f(w
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