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Estacionariedade e Autocovariancia

Estacionariedade

Processo estocastico
E uma familia Z = {Z(t),t € T} em que Z(t) é variavel aleatoria.

Série Temporal

E uma particular realizagdo do processo estocastico.

Fracamente estacionario ou de 2a ordem
@ E(Z)=pu,vteT;
@ E(Z?) < oo,Vte T;
e Cov(Z,,Z,) =~(|ty — ), ou seja, a covariancia é funcdo
somente de |t — to].
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Estacionariedade e Autocovariancia

Propriedades da Funcao de Autocovariancia

Processos estacionarios sao bem caracterizados por sua média e
sua fac. (Cramér e Leadbetter, 1967, p.80) (FAC n.neg.def.)
Seja Z = {Z(t),t € Z} um processo estacionario real com tempo
discreto com funcao de autocovariancia denotada como
v = Cov(Zt, Ziyr).

@ v >0;

@ Y7 =17,

® |7+ <0

@ 7, é ndo negativa definida no sentido que Va;, ax

n n
> gakyy—n > 0.

j=1 k=1
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Estacionariedade e Autocovariancia

Propriedades da Funcao de Autocovariancia

@ v = Var(&4) > 0;
@ v, =Cov(4, 2 +) = Cov(Ziyr, Zt) = 7rs

° ’7TL§ 705 . . - . .
E(Zior T 202 = E(Z., 722221+ 22) > 0= 50 F 77 > 0

@ 7, € ndo negativa definida no sentido que Va;, ax

n n
Z Z &jakYr—ry = 0.

j=1 k=1

Zjn:1 22:1 &jaYrj—7 = 27:1 22:1 a/akCOV(ZTj’ Z) =
E[Zj ajZTj]Z >0

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Séries Temporais 20 de Abril de 2022 5/28



Estacionariedade e Autocovariancia

Propriedades da Funcao de Autocovariancia

Observacao
@ A funcao de autocorrelagao do processo estocastico
Z={Z(t),teZ} e

Yr Yr

p- vai auxiliar a propormos modelos.

@ Um exemplo de processo estocastico continuo (tempo continuo) é
o movimento Browniano (MT p.33);

@ A funcao de autocorrelacdo de um processo estocastico
estacionario decai para 0;
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Estacionariedade e Autocovariancia

Estimacao

Z ={Z(t),t € Z} processo estacionario

= Z

=)

()

;T ;T K
- T— kD) = — 1 A
k=—(T—1) k=—(T-1)
Para processo estacionario -, 7_; (1 - '—’}‘) px é finita pois
Pk — 0.
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Estacionariedade e Autocovariancia

Estimacao

@ O estimador da fungéo de autocovariancia (v;) €

T
A 1 _ o
1

~
Il

Esse pode ter um viés um pouco menor, mas nao é fungao nao
negativa definida como é #4;, logo 4; deve ser utilizado (Wei).
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Estacionariedade e Autocovariancia

Estimacao

Estimador da fungao de autocorrelacao

v
= Corr(Z,2Zij)) = —
Pj (t t+j) 0
b= =2 j=01,... T-1
Ao

No R: acf( ).
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Estacionariedade e Autocovariancia

Estimacao

Distribuicao Assintotica - Bartlett, 1946

a={a(t),t € Z} processo Ruido Branco
Para n grande, p; tem distribuicdo normal com média p; e variancia

Var(p;)) = T

@ Assim, podemos usar esse resultado para construir intervalos
para verificar para cada lag j, se p; = 0 ou nao.
@ Cadaintervalo € 0 +1.96,/1/T.

@ Vide Property P1.1 p.30. e Teorema A.7 - Apéndice A de
Shumway and Stoffer.
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Metodologia Box-Jenkins (1970)

Ajuste de modelos ARIMA(p,d,q).
Analise descritiva: série veio de processo estacionario?

@ Tirar tendéncia e sazonalidade deterministica e “efeitos”de outras
var.
Xt = ut + e, em que e; é estacionario talvez ARMA
pt = tendencia(t) + sazon(t) + tend?2(t)
Exemplo: Producao industrial com mudanca de tendéncia em
2008 e 2014 + AR(4)
Evitar regressao espuria.
@ Se parece ter tendéncia estocastica: Diferencas
Zi = AXi =X — Xpq = (1 — B)Xt ou
Z=APX;=(1-B") = X; — X;_12
Se tira uma diferenga e AX; parece estacionaria, dizemos
Xi ~ 1(1).
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Metodologia

@ Especificacao: Definir classe de modelos. ex:ARIMA(p,d,q)

@ Identificacao: Tirar tendéncias e com base na FAC e FACP
propor (p,q)

o Estimacao dos parametros

@ Verificacao: Andlise de residuos padronizados como RB,
gaussiano

@ Depois, inferéncia e previsao

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Séries Temporais 20 de Abril de 2022 12/28



AR(p)

Para Z; estacionario, Z; = Z; — p

Zi = 012 q1+dZi ot ...+ ¢p2tfp + a;
(1—¢1B—...)Zt = a
®(B)Z = a

com a; ~ RB e ®(B) é o polindbmio caracteristico.

Zi—p = o1(Zia—p)+ ..+ op(Li—p— ) + a
Zi = p(1=¢1 = —dp)td1di1+...+ Gpli—p+a
Zi = a+ 11 +...+¢pZt_p+at
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Metodologia Box-Jenkins (1970) AR(p)

Exemplo AR(1) estacionario

Zi=a+ ¢L_q + a

Vamos considerar Z; = Z; — .

Zi = ¢Ziq1+ar=¢(¢0Zr 2+ ar1)+ a
07 o+ par_ 1 + a

k—1 0
_ K § i . E j ,
= ¢"Zi_k+ < qb/at_j k—_>>oo - gb/at_j

= V(B)ar=(1+¢B+¢*B%+..)a
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AR(p) - Momentos

Sob estacionariedade, temos

E(Z) = a+¢1E(Lq)+...+9pE(Zp) = p=a+ o1+ ...0ppu =

«
po=
Yo = CoV(¢1Zi1+...+¢jZj+anZ) = d1v1 + ...+ ¢ppyp + 05
2
g
1 = qb‘lp‘l‘f‘‘l‘ﬁbpﬂp"‘*ta
"o
o 1—¢>1P1—---—¢pﬂp
Paraj >0

Vo= Cov(Z, Zt_j) =Cov(p1Zi—1 + ...+ ¢th—j + ay, Zt—j)
= P11+ ...+ pYj—p

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Séries Temporais 20 de Abril de 2022 15/28



Metodologia Box-Jenkins (1970) AR(p)

FAC AR(p)
Dividindo pela variancia g
pj = P1pj—1+ ...+ Pppjp (1)

®(B)pi = 0 (2)
Correlacao em (2) paraj = 1,...,p, temos as Equacoes de
Yule-Walker:

Pt = Q1+ d2p1. ..+ Gppp-1

p2 = P1p1+P2...+ Pppp-2

Pp = P1pp—1+ P2pp—2...+ ¢p
Podemos estimar ¢;,i = 1,...,p, u e o° pelo método dos momentos.
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Metodologia Box-Jenkins (1970) AR(p)

Exercicios

@ Para modelo AR(3), obter estimadores de ¢; usando método dos
Momentos.

@ Encontrar as raizes do polindmio caracteristico para AR(2) e
verifique que as condigoes de estacionariedade equivalem a

P2+ P1 <1, 2 — 1 <1e|pg| <1.
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Metodologia Box-Jenkins (1970) ARMA(p,q)

ARMA(p,q)
2{ ¢12t—1 +... +qbp2t_p+a,—91at_1 —ant_q
(A—¢p1B—--—¢pB)Zy = (1—61B...—0,8%a

2

®(B)Zy = ©(B)a

com a; ~ RB
@ Estacionario: se as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do circulo
unitario
@ Invertivel: se as raizes de ©(B) = 0 estiverem fora

@ FAC e FACP parece cair para zero e deve propor valores (p,q) até
ter residuo como RB

@ Deve propor valores (p,q) até ter residuo como RB
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Exercicios ARMA(p,q)

@ SS(2006): ARMA(2,2):
(1-0,4B—0,45B%)x; = (1 + B+ 0,25B%)a;
Estacionario? Invertivel? Pode ser reduzido a ARMA(1,1).
@ MT(2006): X; ~ ARMA(px, qx) e Y: ~ ARMA(py, qy), Xt e Y: sdo
independentes e Z; = X; + Y;. Verifique que
Z; ~ ARMA(p, q) com p = px + py € 9 < max(px + Gy, Gx + Py)
@ SS(2006) Invertivel MA - Identificabilidade
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Modelos ARIMA(p,d,q)

X; ndo estac. = Z; = AYX; estacionario = Z; ~ ARMA(p, q)
Zt =2t — pu.

Zt o 21‘—1 + ...+ qpr_p +a;—601a_1 — ... ant_q
(1—¢p1B—..0Z = (1-0/B—...04B%a
®(B)Z; = ©(B)a,

ar ~ RB(0, 52).
@ Estimacado de ARIMA consiste na estimagao do ARMA(p,q)
@ Maxima verossimilhanga cond.: a; ~ N(0, 02) indep.

@ Generalizacgoes: outras dist como a t, variancia ndao constante,
inclusao de covariaveis.
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Metodologia Box-Jenkins (1970) Modelos ARIMA(p,d,q)

Estimacao ARIMA - Verossimilhanca Condicional

21 = ¢12t—1 + ...+ (Z)pZt_p +a—601a_1—...— ant_q
E(Z!past) = 1 Ziq4+ ...+ (bpét—p —01a_4—...— eqat_q
Var(Z|past) = o2
Zlpast ~ N(E(Z|past),o?)
Verossimilhanga Condicional a valores iniciais de Zi's e as (MT).
T
L(®) = f(z,2,...,zr|valores iniciais) = H fo(Zi)2i—1,...)
t=1
B 1] Texp _i [Z; — E(Z|past))?
| V2703 | 202

1
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Estimacao ARIMA

Log-Verossimilhanga Condicional

T S(n|z, past
10) = —2ln(a§)—(77|2tgf )
a
T ~
S(n|zr, past) = Y a;(nlZ, past)
t=1

n = (¢,0) em MT (poderia incluir 1 ou intercepto e efeitos)
e Escolha dos p valores iniciais Zy, Z_1,...,Z_p.1 € q valores
iniciais de a;(= E(a;) = 0)
@ Predizer a; fixando n (ex.7.1. MT(2018))
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Estimacao ARIMA

e Escolha dos p valores iniciais Zy, Z_1,...,Z_p.1 € q valores
iniciais de a;(= E(a;) = 0)
ex: Yi=C+ ¢1Yi_1 — 01811 + ar, ar~ IIdN(O, 0'2)
Precisa fixar os valores iniciais y; € ag.
Prediz a sequéncia de erros usando os estimadores iniciais de
n= (Cv é, ‘9)
ar=Yyt—C— oY1+ 0arq

1+ 0ar_q)?
-2

T r —c—¢
InL(©) = ~ 5 In(2r) - —ln -3 e Nt
t=1

Atualiza os valores dos parametros, recalcula os erros,....
@ Predizer a; fixando parametro n (ex.7.1. MT(2018))
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Estimacao ARIMA

e Escolha dos p valores iniciais Zy, Z_1,...,Z_p.1 € q valores
iniciais de a;(= E(a;) = 0)
ex: Ye=cCc+ Bxt+ ¢1Yi_1 —618_1 + a;, ar ~ IIdN(Q7 02)
Precisa fixar os valores iniciais y; € ag.
Prediz a sequéncia de erros usando os estimadores iniciais de
n= (Cv B, ¢, 9)
e =Yt—C— BXt— dyr—1 +0a_4

-

T (Yt — ¢ — BXt — ¢Yr—1 + 0a_1)?

InL(©) = — In(2m) ~ —ln Z ! d 202’ 1)
t=1

Atualiza os valores dos parametros, recalcula os erros,....
@ Predizer a; fixando n (ex.7.1. MT(2018))
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Estimacao ARIMA

@ Nao condicional
e Agora, Esperanga ndo condicional ao passado

[a:(n|Z, past)] = E[(an, W)]
e Precisa de backforecasting, usando equivaléncia entre
¢(B)Wt = G)(B)a; d)(F)Wt = G(F)et

@ Verossimilhanca exata: AR(1) em MT inclui parametro para média
de £y, Z_1
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Variancia dos estimadores

n=(¢,0)ékx1,k=p+q
Para n grande, estimador de MV

n D= N(n,V) (3)
92S(n) 22s(m) 17!
ons Tt OmOng
V. o= 28| : (4)
92S(n) 92S(n)
Onkonk " on?

EMV de 02 6 52 = S
Para n grande 52 e 7) sdo nao correlacionados
Ex: AR(1): var(3) ~ 152 & MA(1): var(9) ~ 52

n
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Metodologia Box-Jenkins (1970) Modelos ARIMA(p,d,q)

Modelo espaco de estados

@ Os modelos ARMA podem ser escritos como modelo espaco de
estados.

@ Filtro de Kalman para predizer as variaveis latentes
@ Arima da library(forecast)
@ Propor prioris e estimar maximizando a dist. a posteriori
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Referéncias

Referéncias

All Time series analysis
@ Morettin e Toloi
@ Shumway and Stoffer
@ Wei item Hyndman. Forecasting
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