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Metodologia Box-Jenkins (1970)

Ajuste de modelos ARIMA(p,d,q).
Analise descritiva: série estacionaria?

@ Operador defasagem BX; = X;_1 e B'2X; = X;_12
@ Se parece ter tendéncia estocastica: Diferengas
Yt = AXt = Xt — X1_1 = (1 — B)Xt ou
Yi=A%X; = X; — Xe—12 = (1 — B'2)X;
@ Tirar tendéncia e sazonalidade deterministica e "efeitos” de outras
variaveis
Evitar regressao espuria
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Metodologia

Para processos estacionarios:
@ Especificacao: Definir classe de modelos. ex:ARIMA
@ Identificacao: Com base na FAC e FACP, propor (p,q)
o Estimacao dos parametros

@ Verificacao: Andlise de residuos padronizados como RB,
gaussiano

@ Depois, previsao e correspondentes ICs
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Modelo Linear Geral

Modelo Linear Geral

Z; é dito processo linear geral se pode ser expresso como

Zt = M+Zwuat—u:/ﬁ+woat+¢1at71+--- (1)
u=0
= p+V(B)a (2)
= pu+(1+Py1B+ B2 +.. )a (3)
com a; ~ RB.

V(B) é dita funcao de transferéncia do filtro
Se Zj’io ¢j2 < 00, 0 processo € estacionario de 2a ordem (var. e covar.
finitas).
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Modelo Linear Geral

Processo linear geral

Valendo Y% ¢# < oo,

E(z) = wu
o0 o0
Cov(Zi, Ziyj) = Cov(d tuaru, Y  ¥idrj-i)
u=0 i=0
= Cov(voar+ 181 +Yeat2...,
; Yodtyj + Y18ryj1 + Y2aij2. )

= (Z 7/1i7/1i+j> o
i—0
Var(Z) = <i zp;2> o?
i=0
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Modelo Linear Geral

Forma Invertivel (AR(c))
Para processo estacionario Z;, a variavel centrada Zi =2 — 1
Zt = 7T1Zt_1 + 7T22t_2 +...+a= Zﬁjzt,j + a;
j=1

Z; como média ponderada do passado

(1 - Z?Tij)Zt = a
j=1
NB)Z = a
Como tinhamos Z; = W(B)a:
NB)Y(B)a; = ar = N(B) = v~ (B) ou ¥(B) = N~(B)

Utilizaremos para obter os coeficientes.

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Processos Estocasticos 11 de Abril de 2022

7/25



Condigoes de Estacionariedade e Invertibilidade

Estacionariedade

Prop. Box, Jenkins,Reinsel, 1994:

Um processo linear é

estacionario se a série W(B) = ¢p + 1B + ... convergir para |B| < 1;
invertivel se a série [(B) = mo +m1B+ ... convergir para todo |B| < 1.

O espectro de processo estacionario para t € Z com >, _4 || < oo €

1 < _i
f(A) = o Z ke K

k=0
e para PLG temos

2
Ja

27T|‘|’(97M|2, —r <A< T V(e ) = g+ hre ™ + e 2N 4

f(\) =
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AR(p)

Def 4:
Um processo estocastico Z;, com Z; = Z; — pu, é AR(p) se

Z = ¢ 2—1 + ¢22t—2 +...+ ¢pz_p + at
(1—¢1B—...)Zt = a
®B)Z = a

com a; ~ RB e ®(B) é dito polindbmio caracteristico.

Zi—p = (L1 —p)+...+0p(Zip— ) + a
Zt = p(1 =1 = —dp)+ 0141+ ...+ ¢pltp+ at
Zt = a+ 9L+ ...+ pltpta
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Exemplo AR(1) estacionario
Zi=a+ ¢Zi_1 + at

Vamos considerar Z; = Z; — .

Zt = ¢Zi1+ar=¢(pZ2+a 1)+ a
$*Zi2+ dar_1 + ar

k-1
= ¢"Z i+ Z Pa_;

j=0

Se |¢| < 1, temo; para k — oo, Z; = Zj‘io gb/at_j € processo linear
geral com ¢; = ¢/.
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Exemplo 1 - AR(1)

o0

Z = Z ¢iatfj

j=0
= V(Blar=(1+¢B+¢?B>+ .. )a

V(B) converge V|B| < 1se |¢| < 1.
Sob estacionariedade, |¢| < 1, temos

E(Z) = a+0E(Z1)=pn=a+du=p=——o

1-9¢
2
Var(Z) = ¢2Var(Zi_1) + 02 =y = ¢*10 + 02 =y = 1i73¢2
w = Cov(a+¢Z 1+ arZi-k) = drk—1 = ¢ 0

_ _ .k
Pk = Opk—1=¢
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Invertibilidade do AR(p)

O processo AR(p) ja € invertivel pois ja temos Z; em fungao do
passado.

Zi = $14 4+ d2Zt ot ..+ ¢p2t—p + ar
(1—¢1B—...)Zr = a
®(B)Z = a

M(B) = ®(B) é finito.

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Processos Estocasticos 11 de Abril de 2022 12/25



Estacionariedade do AR(p)

®(B) = 1-¢1B—¢oB2+...— ¢pB°
= (1-GiB)(1-GzB)...(1-GpB)

sendo Gf oo Gy ! as raizes da equagdo caracteristica ¢(B) = 0.
Expandindo ¢~'(B) em fragdes parciais

Para ter estacionariedade (PLG), ¥ tem que convergir para |[B| < 1 e
precisamos ter |G;| < 1,i=1,...,p.

Como G; ' sdo as raizes, entdo devemos ter as raizes > 1.

AR(p) é estacionario se as raizes do polindbmio caracteristico ®(B)
estao fora do circulo unitario.
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FAC do AR(p)

Paraj >0

Vo= Cov(Z, Zt_j) =Cov(p1Zi—1+ ...+ $plt—p + at, Zt—j)
= P11+ +dpYip

Dividindo pela variancia 7

pj = P1pj—1 -+ Pppip “)
®(B)p; = 0 (5)

Calculo de Diferencgas Finitas (Hamilton): p; = ay G’1 +...+ apG{,, para
as raizes G,.‘1 de ¢(B) = 0, sendo que como |Gj| < 1, podemos ter:
@ Gjreale a,-G{: cai geometricamente;

@ par de raizes complexas conjugadas com termo Ad sin(2xfj + 1))
senoide amortecida

Entao, o padrao da FAC para AR(p) é o decaimento mas pode oscilar.
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FAC AR(p)
Yo = Cov($1Zi1+...+&Zij+anZy) =171 + ...+ dprp + 05
2
(o3
1 = ¢1p1+...+dppp+ 2
g0]
o 1T —d1p1 — ... — dppp
Se calculo a correlagdo em (5) paraj=1,..., p, temos as Equacoes
de Yule-Walker:
P = Q1+ d2p1.. .+ Gppp-1

p2 = P1p1+P2...+ dppp_2
Pp P1Pp—1 + P2pp—2---+ &p
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FACP AR(p)

Para modelo AR(k), k = 1,2,..., tenho

Pj = Gk1pPj—1 + -+ Gkkpj—k,J =1,..., K
A FACP(K) € 0 ¢ do AR(k) (como correlagao parcial).

Se o processo segue AR(p), FACP(k) = 0,k > p e assim encontro p.
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Exercicios

@ Verificar se o processo AR(2) Z; = Z;_1 — 0,2Z;_» + a;,
as ~ RB(0, 02), é estacionario.

@ Para modelo AR(3), obter estimadores de ¢; usando método dos
Momentos.

@ Encontrar as raizes do polindmio caracteristico para AR(2) e
verifique que as condigdes de estacionariedade equivalem a
P2+ P1 <1, 02— 1 <1elpa| <1.

@ Espectro para modelo AR(1)
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MA(q)

Zr = u+at—91at_1—...—0qat_q
Zt—,u = @(B)at

O processo MA(q) é sempre estacionario e so6 é invertivel se as
raizes de ©(B) = 0 estao fora do circulo unitario.

Encontrem a esperanga, variancia e covariancia do MA(1). E
estacionario? E invertivel?
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FAC MA(q)
Yo = 05(1 465+ ... +63)
v = Cov(ar—61a1—...—0ja_j—---—0qarq,
ar_j — 01 at—j—1 — ...~ 9qat_j_q)
_ { 0'3(*9]4»9/_’_1(91 + ... +‘9q9q—j)a |j| =1,...,q9
0, il>aq
Identificar g do MA(q)
Espectro
o2 ; i
f(\) = 2411 — 01— e P <A<
T

exercicio: MA(1)
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ARMA(p,q)

L\p
|

0121+ d2Zs2+ ...+ $plip+ @ — 01811 — ... 0q81—q
(1—@2518...—¢po) t = (1—01B—...—0qu)at
®(B)Z = ©(B)a

N

13

com a; ~ RB
@ Estacionério: se as raizes de ¢(B) = 0 estiverem fora do circulo
unitario
@ Invertivel: se as raizes de ©(B) = 0 estiverem fora

@ FAC e FACP parece cair para zero e deve propor valores (p,q) até
ter residuo como RB (pode usar AIC, BIC)
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Exercicios ARMA(p,q)

@ SS(2006): ARMA(2,2):
(1-0,4B—0,45B%)x; = (1 + B+ 0,25B%)a;
Estacionario? Invertivel? Pode ser reduzido a ARMA(1,1).
@ MT(2006): X; ~ ARMA(px, qx) e Y: ~ ARMA(py, qy), Xt e Y: sdo
independentes e Z; = X; + Y;. Verifique que
Z; ~ ARMA(p, q) com p = px + py € 9 < max(px + Gy, Gx + Py)
@ SS5(2006) Invertivel MA
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Modelos para Processos nhao estacionarios

X: = ut + €, em que e; é estacionario
ex: ut = tendencia(t) + sazon(t) + tend2(t)

@ se ¢; ~ RB, propomos modelo de regressao usual.
@ se sobra autocorrelacdo, podemos ter e; ~ ARMA(p, q)

Se X; se comporta como passeio aleatorio (exemplo: precos de
acoes), podemos calcular a diferenga
Yi=AX; = (1 - B)X; = Xt — X1

@ se Y; é estacionario, dizemos que X; € 1(1).

@ se ajustamos Y; ~ ARMA(p, q), dizemos que X; ~ ARIMA(p, d, q)
comd=1.
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Modelos ARIMA(p,d,q)

®(B)AYX; = ©(B)ay,ar~ RB
(1—¢1B—...—¢pBP)(1 = B)X; = (1-01B—...—04B%a

SARIMA(p, d, q)(P, D, Q)12 :
#(B)®(B?)(1 — B)(1 - B'*)°X; = 6(B)O(B")ay

@ Estimacao por Maxima Verossimilhanga Condicional assumindo
por ex. ar ~ N(0, 02) indep. Variancia assintética usando matriz
info. de Fisher.

@ ARMA como caso particular do modelo espago de estados.
Estimacao no R usando Arima da library(forecast).

@ Estimacao Bayesiana incluindo por exemplo para AR(1) a
restricdo de estacionariedade

@ Andlise de residuos e s6 depois testes e previsao
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Modelos Harmonicos

Z; = p+ Rcos(wt+ ¢)+ ey,
= p+ Acos(wt) + Bsin(wt) + &

Verifique que esses modelos sao equivalentes (cos(a + b))
Por exemplo, para w = % periodo de 12 meses.
Para w conhecido, usar minimos quadrados:

Z=Wo+e, 6=(WW) (W2
e pela ortogonalidade para w = 27k/N,k =1,...,[N/2]

N 0 0
ww=[ 0 N2 0

0 0 N/2
Periodograma
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