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Índice

1 Metodologia Box-Jenkins (1970)

2 Modelo Linear Geral

3 Condições de Estacionariedade e Invertibilidade

4 AR(p)

5 ARMA(p,q)

6 Modelos ARIMA(p,d,q)

7 Referências

Alencar, A.P., Rocha, F.M.M. (IME-USP) Processos Estocásticos 11 de Abril de 2022 2 / 25



Metodologia Box-Jenkins (1970)

Ajuste de modelos ARIMA(p,d,q).
Análise descritiva: série estacionária?

Operador defasagem BXt = Xt−1 e B12Xt = Xt−12

Se parece ter tendência estocástica: Diferenças
Yt = ∆Xt = Xt − Xt−1 = (1− B)Xt ou
Yt = ∆12Xt = Xt − Xt−12 = (1− B12)Xt

Tirar tendência e sazonalidade determinı́stica e ”efeitos” de outras
variáveis
Evitar regressão espúria
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Metodologia Box-Jenkins (1970)

Metodologia

Para processos estacionários:
Especificação: Definir classe de modelos. ex:ARIMA
Identificação: Com base na FAC e FACP, propor (p,q)
Estimação dos parâmetros
Verificação: Análise de resı́duos padronizados como RB,
gaussiano
Depois, previsão e correspondentes ICs
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Modelo Linear Geral

Modelo Linear Geral

Zt é dito processo linear geral se pode ser expresso como

Zt = µ+
∞∑

u=0

ψuat−u = µ+ ψ0at + ψ1at−1 + . . . (1)

= µ+ Ψ(B)at (2)
= µ+ (1 + ψ1B + ψ2B2 + . . .)at (3)

com at ∼ RB.
Ψ(B) é dita função de transferência do filtro
Se
∑∞

j=0 ψ
2
j <∞, o processo é estacionário de 2a ordem (var. e covar.

finitas).
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Modelo Linear Geral

Processo linear geral

Valendo
∑∞

j=0 ψ
2
j <∞,

E(Zt ) = µ

Cov(Zt ,Zt+j) = Cov(
∞∑

u=0

ψuat−u,

∞∑
i=0

ψiat+j−i)

= Cov(ψ0at + ψ1at−1 + ψ2at−2 . . . ,

, ψ0at+j + ψ1at+j−1 + ψ2at+j−2 . . .)

=

( ∞∑
i=0

ψiψi+j

)
σ2

Var(Zt ) =

( ∞∑
i=0

ψ2
i

)
σ2
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Modelo Linear Geral

Forma Invertı́vel (AR(∞))

Para processo estacionário Zt , a variável centrada Z̃t = Zt − µ

Z̃t = π1Z̃t−1 + π2Z̃t−2 + . . .+ at =
∞∑

j=1

πj Z̃t−j + at

Z̃t como média ponderada do passado

(1−
∞∑

j=1

πjBj)Z̃t = at

Π(B)Z̃t = at

Como tı́nhamos Z̃t = Ψ(B)at :

Π(B)Ψ(B)at = at ⇒ Π(B) = Ψ−1(B) ou Ψ(B) = Π−1(B)

Utilizaremos para obter os coeficientes.
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Condições de Estacionariedade e Invertibilidade

Estacionariedade

Prop. Box, Jenkins,Reinsel, 1994:

Um processo linear é
estacionário se a série Ψ(B) = ψ0 + ψ1B + . . . convergir para |B| ≤ 1;
invertı́vel se a série Π(B) = π0 +π1B + . . . convergir para todo |B| ≤ 1.

O espectro de processo estacionário para t ∈ Z com
∑

k=1 |γk | <∞ é

f (λ) =
1

2π

∞∑
k=∞

γke−iλk

e para PLG temos

f (λ) =
σ2

a
2π
|Ψ(e−iλ|2,−π ≤ λ ≤ π,Ψ(e−iλ) = ψ0 + ψ1e−iλ + ψ2e−2iλ + . . .
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AR(p)

AR(p)

Def 4:

Um processo estocástico Zt , com Z̃t = Zt − µ, é AR(p) se

Z̃t = φ1Z̃t−1 + φ2Z̃t−2 + . . .+ φpZ̃t−p + at

(1− φ1B − . . . )Z̃t = at

Φ(B)Z̃t = at

com at ∼ RB e Φ(B) é dito polinômio caracterı́stico.

Zt − µ = φ1(Zt−1 − µ) + . . .+ φp(Zt−p − µ) + at

Zt = µ(1− φ1 − · · · − φp) + φ1Zt−1 + . . .+ φpZt−p + at

Zt = α + φ1Zt−1 + . . .+ φpZt−p + at
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AR(p)

Exemplo AR(1) estacionário

Zt = α + φZt−1 + at

Vamos considerar Z̃t = Zt − µ.

Z̃t = φZ̃t−1 + at = φ(φZ̃t−2 + at−1) + at

= φ2Z̃t−2 + φat−1 + at

=
...

= φk Z̃t−k +
k−1∑
j=0

φjat−j

Se |φ| < 1, temos para k →∞, Z̃t =
∑∞

j=0 φ
jat−j é processo linear

geral com ψi = φj .
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AR(p)

Exemplo 1 - AR(1)

Z̃t =
∞∑

j=0

φjat−j

= Ψ(B)at = (1 + φB + φ2B2 + . . .)at

Ψ(B) converge ∀|B| ≤ 1 se |φ| < 1.
Sob estacionariedade, |φ| < 1, temos

E(Zt ) = α + φE(Zt−1)⇒ µ = α + φµ⇒ µ =
α

1− φ

Var(Zt ) = φ2Var(Zt−1) + σ2
a ⇒ γ0 = φ2γ0 + σ2

a ⇒ γ0 =
σ2

a
1− φ2

γk = Cov(α + φZt−1 + at ,Zt−k ) = φγk−1 = φkγ0

ρk = φρk−1 = φk
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AR(p)

Invertibilidade do AR(p)

O processo AR(p) já é invertı́vel pois já temos Zt em função do
passado.

Z̃t = φ1Z̃t−1 + φ2Z̃t−2 + . . .+ φpZ̃t−p + at

(1− φ1B − . . . )Z̃t = at

Φ(B)Z̃t = at

Π(B) = Φ(B) é finito.
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AR(p)

Estacionariedade do AR(p)

Φ(B) = 1− φ1B − φ2B2 + . . .− φpBp

= (1−G1B)(1−G2B) . . . (1−GpB)

sendo G−1
1 , . . . ,G−1

p as raı́zes da equação caracterı́stica Φ(B) = 0.
Expandindo Φ−1(B) em frações parciais

Ψ(B) = Φ−1(B) =

p∑
i=1

Ai

1−GiB

Para ter estacionariedade (PLG), Ψ tem que convergir para |B| ≤ 1 e
precisamos ter |Gi | < 1, i = 1, . . . ,p.
Como G−1

i são as raı́zes, então devemos ter as raı́zes > 1.
AR(p) é estacionário se as raı́zes do polinômio caracterı́stico Φ(B)
estão fora do cı́rculo unitário.
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AR(p)

FAC do AR(p)

Para j > 0

γj = Cov(Zt ,Zt−j) = Cov(φ1Zt−1 + . . .+ φpZt−p + at ,Zt−j)

= φ1γj−1 + . . .+ φpγj−p

Dividindo pela variância γ0

ρj = φ1ρj−1 + . . .+ φpρj−p (4)
Φ(B)ρi = 0 (5)

Cálculo de Diferenças Finitas (Hamilton): ρj = a1Gj
1 + . . .+ apGj

p, para
as raı́zes G−1

i de Φ(B) = 0, sendo que como |Gi | < 1, podemos ter:

Gi real e aiG
j
i cai geometricamente;

par de raı́zes complexas conjugadas com termo Ad j sin(2πfj + ψ)
senóide amortecida

Então, o padrão da FAC para AR(p) é o decaimento mas pode oscilar.
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AR(p)

FAC AR(p)

γ0 = Cov(φ1Zt−1 + . . .+ φjZt−j + at ,Zt ) = φ1γ1 + . . .+ φpγp + σ2
a

1 = φ1ρ1 + . . .+ φpρp +
σ2

a
γ0

γ0 =
σ2

1− φ1ρ1 − . . .− φpρp

Se calculo a correlação em (5) para j = 1, . . . ,p, temos as Equações
de Yule-Walker:

ρ1 = φ1 + φ2ρ1 . . .+ φpρp−1

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 . . .+ φpρp−2

ρp = φ1ρp−1 + φ2ρp−2 . . .+ φp
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AR(p)

FACP AR(p)

Para modelo AR(k), k = 1,2, . . ., tenho

ρj = φk1ρj−1 + . . .+ φkkρj−k , j = 1, . . . , k

A FACP(k) é o φkk do AR(k) (como correlação parcial).

Se o processo segue AR(p), FACP(k) = 0, k > p e assim encontro p.
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AR(p)

Exercı́cios

Verificar se o processo AR(2) Zt = Zt−1 − 0,2Zt−2 + at ,
at ∼ RB(0, σ2

a), é estacionário.
Para modelo AR(3), obter estimadores de φi usando método dos
Momentos.
Encontrar as raı́zes do polinômio caracterı́stico para AR(2) e
verifique que as condições de estacionariedade equivalem a
φ2 + φ1 < 1, φ2 − φ1 < 1 e |φ2| < 1.
Espectro para modelo AR(1)
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AR(p)

MA(q)

Zt = µ+ at − θ1at−1 − . . .− θqat−q

Zt − µ = Θ(B)at

O processo MA(q) é sempre estacionário e só é invertı́vel se as
raı́zes de Θ(B) = 0 estão fora do cı́rculo unitário.
Encontrem a esperança, variância e covariância do MA(1). É
estacionário? É invertı́vel?
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AR(p)

FAC MA(q)

γ0 = σ2
a(1 + θ2

1 + . . .+ θ2
q)

γj = Cov(at − θ1at−1 − . . .− θjat−j − · · · − θqat−q,

at−j − θ1at−j−1 − . . .− θqat−j−q)

=

{
σ2

a(−θj + θj+1θ1 + . . .+ θqθq−j), |j | = 1, . . . ,q
0, |j | > q

Identificar q do MA(q)
Espectro

f (λ) =
σ2

a
2π
|1− θ1e−iλ − . . .− θqe−iλ|2, π ≤ λ ≤ π

exercı́cio: MA(1)
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ARMA(p,q)

ARMA(p,q)

Z̃t = φ1Z̃t−1 + φ2Z̃t−2 + . . .+ φpZ̃t−p + at − θ1at−1 − . . . θqat−q

(1 − φ1B . . .− φpBp)Z̃t = (1 − θ1B − . . .− θqBq)at

Φ(B)Z̃t = Θ(B)at

com at ∼ RB
Estacionário: se as raı́zes de Φ(B) = 0 estiverem fora do cı́rculo
unitário
Invertı́vel: se as raı́zes de Θ(B) = 0 estiverem fora
FAC e FACP parece cair para zero e deve propor valores (p,q) até
ter resı́duo como RB (pode usar AIC, BIC)
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ARMA(p,q)

Exercı́cios ARMA(p,q)

SS(2006): ARMA(2,2):
(1− 0,4B − 0,45B2)xt = (1 + B + 0,25B2)at
Estacionário? Invertı́vel? Pode ser reduzido a ARMA(1,1).
MT(2006): Xt ∼ ARMA(px ,qx ) e Yt ∼ ARMA(py ,qy ), Xt e Yt são
independentes e Zt = Xt + Yt . Verifique que
Zt ∼ ARMA(p,q) com p = px + py e q ≤ max(px + qy ,qx + py )

SS(2006) Invertı́vel MA
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Modelos ARIMA(p,d,q)

Modelos para Processos não estacionários

Xt = µt + et , em que et é estacionário
ex: µt = tendencia(t) + sazon(t) + tend2(t)

se et ∼ RB, propomos modelo de regressão usual.
se sobra autocorrelação, podemos ter et ∼ ARMA(p,q)

Se Xt se comporta como passeio aleatório (exemplo: preços de
ações), podemos calcular a diferença
Yt = ∆Xt = (1− B)Xt = Xt − Xt−1

se Yt é estacionário, dizemos que Xt é I(1).
se ajustamos Yt ∼ ARMA(p,q), dizemos que Xt ∼ ARIMA(p,d ,q)
com d = 1.

Alencar, A.P., Rocha, F.M.M. (IME-USP) Processos Estocásticos 11 de Abril de 2022 22 / 25



Modelos ARIMA(p,d,q)

Modelos ARIMA(p,d,q)

Φ(B)∆dXt = Θ(B)at ,at ∼ RB
(1− φ1B − . . .− φpBp)(1− B)dXt = (1− θ1B − . . .− θqBq)at

SARIMA(p,d ,q)(P,D,Q)12 :

φ(B)Φ(B12)(1− B)d (1− B12)DXt = θ(B)Θ(B12)at

Estimação por Máxima Verossimilhança Condicional assumindo
por ex. at ∼ N(0, σ2

a) indep. Variância assintótica usando matriz
info. de Fisher.
ARMA como caso particular do modelo espaço de estados.
Estimação no R usando Arima da library(forecast).
Estimação Bayesiana incluindo por exemplo para AR(1) a
restrição de estacionariedade
Análise de resı́duos e só depois testes e previsão
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Modelos ARIMA(p,d,q)

Modelos Harmônicos

Zt = µ+ R cos(ωt + φ) + et ,

= µ+ A cos(ωt) + B sin(ωt) + et

Verifique que esses modelos são equivalentes (cos(a + b))
Por exemplo, para ω = 2πt

12 , periodo de 12 meses.
Para ω conhecido, usar mı́nimos quadrados:

Z = Wθ + e, θ̂ = (WT W)−1(WT Z)

e pela ortogonalidade para ω = 2πk/N, k = 1, . . . , [N/2]

WT W =

 N 0 0
0 N/2 0
0 0 N/2


Periodograma
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