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Def 1:

Seja T um conjunto arbitrario. Um processo estocastico € uma
familia Z = {Z(t),t € T} em que Z(t) é variavel aleatoria.
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Def 1:

Seja T um conjunto arbitrario. Um processo estocastico € uma
familia Z = {Z(t),t € T} em que Z(t) é variavel aleatoria.

Exemplo
T:ZGZ:{Z1,ZQ,...} J
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Familia de variaveis aleatérias J

Figura 1: Cada variavel Z(t) é definida em (w, A, P) - Morettin e Toloi

15(2)

Alencar, A.P., Rocha, F.M.M. (IME-USP) Processos Estocasticos 11 de Marco de 2020 4/29



Série Temporal

Para cada w € Q (espago amostral) fixado, temos uma série temporal.

Uma série temporal € uma particular realizacao do processo
estocastico.

Podemos entender um processo estocastico como uma familia de
trajetorias ao longo do tempo e observamos uma delas.

Em geral, vamos considerar um conjunto discreto de tempos: t, b, . ..
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Série Temporal

Definicoes: Caracterizacao do processo

Def 2:

A fungéo distribuigdo n-dimensional do processo estocastico
Z ={Z(t),t € T} é definido como

A partir das fungoes distribui¢ao finito dimensionais, podemos obter os
momentos produtos de ordem (ry, ..., ), OU seja,

/,L(r1,...,rn;t1,...,tn) = E(Zfz,g”)
- /.../21"...z,r,"f(z1,...,zn;t1,...,t,,)dz1..

v
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Precisaremos dos momentos: Média, Autocovariancia, Variancia
pe = E(Z4)
= /th(Zt)dZt.

COV(Zt1,th) = ")/(t1,t2) = E(Zt1 Zfz) — E(Zt1)E(Zt2), L,k e T.

Var(Z) = ~(t,t) = E(Z?) — [E(Z))?, t e T.
e calcularemos a correlacéo

_ COV(Zt1 , th)
V/ Var(Z,)Var(Z,)

COI’I’(Zt1,ZtZ) = p(t1,t2) b e T.

Se todos esses momentos variam ao longo do tempo, como
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Estacionariedade

Estacionariedade

Def 3:

Um processo estocastico Z = {Z(t),t € T} é dito estritamente
estacionario se todas as distribui¢oes finito dimensionais
permanecem as mesmas sob translacdes no tempo, ou seja,

F(Z‘],,Zn,t‘] +T,...,tn+7—):F(Z‘],...,Zn;t‘],...,tn),

para ty,....th, b +7,..., tlh+ 7€ T.

Por exemplo, P(Zy < zy,2> < zo) = P(Z11 < 21,212 < 2).

Assim, todos os momentos sao constantes.
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Estacionariedade

Estacionariedade

Def 4:
Um processo estocéastico Z é dito fracamente estacionario ou
estacionario de segunda ordem se
e E(Z)=u,vteT,;
@ E(Z?) < oo,VteT;
e Cov(Z,,Z,) = g(|ti — b2]), ou seja, a covariancia € funcéo
somente de |t — b|.
Notagao: v(k), para k = |ty — bo|.

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Processos Estocasticos 11 de Marco de 2020

9/29



Estacionariedade

Estacionariedade

Def 4:
Um processo estocéastico Z é dito fracamente estacionario ou
estacionario de segunda ordem se
e E(Z)=u,vteT,;
@ E(Z?) < oo,VteT;
e Cov(Z,,Z,) = g(|ti — b2]), ou seja, a covariancia € funcéo
somente de |t — b|.
Notagao: v(k), para k = |ty — bo|.

Observacoes

@ Z pode ser estritamente estacionario mas sé sera fracamente
estacionario se valer (2).

@ Um processo Z tal que valha (2) € dito processo de segunda
ordem.
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Estacionariedade

Exemplos

Exemplo1
Z ={Z;,te T} com Z variaveis aleatorias com

E(Z) = O\VteT,
Var(Z;) = o?(<oco)Vte T,

e Z; sao nao correlacionados.
Z é fracamente estacionario? E estritamente estacionario?

Observacgao:

O processo com média zero, variancia constante e nao correlacionado
€ chamado de Ruido Branco.
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Estacionariedade

Exemplo 2

Exemplo

W; = %(ZH + Z; + Z;1) com Z; definido no exemplo anterior.
W; é fracamente estacionario?

E(W;) = 0
302
ZTZ, hzo
BE TR
Yh=19 2
T, |hl=2
0, |h>2
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Estacionariedade

Exemplo 3 - Passeio Aleatorio

Passeio Aleatdrio

Considere {et, t > 1} variaveis aleatérias iid com média pe € variancia
O'g, com Jg < 00.

O processo X = (X;) é tal que

Xt = Xi_1 + e; com Xg = 0. O processo X é fracamente estacionario?
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Estacionariedade

Processo Gaussiano

Def
Um processo Z = {Z(t),t € T} diz-se gaussiano se para qualquer
subconjunto t, ..., t, de T, as variaveis aleatorias Zy,, . .., Z;, tém

distribuicdo normal n-variada.
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Estacionariedade

Propriedades da Funcao de Autocovariancia

Seja X = {X(t),t € Z} um processo estacionario real com tempo
discreto com funcao de autocovariancia denotada como
Yr = COV(Xt,Xt+T).

@ Y > 0;

Q@ V7 = r,

° ’77" < 0;

@ 7, é ndo negativa definida no sentido que Va;, ax

n n
> a@ky—n 2 0.

j=1 k=1
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Estacionariedade

Propriedades da Funcao de Autocovariancia

Observacao
@ A funcao de autocorrelagao do processo estocastico
X={X(t),teZ} é

Yr Yr

p- vai auxiliar a propormos modelos.

@ Um exemplo de processo estocastico continuo (tempo continuo) é
o movimento Browniano (MT p.33);

@ A funcao de autocorrelacdo de um processo estocastico
estacionario decai para 0;
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Estacionariedade

Estimacao

X = {X(t),t € Z} processo estacionario

poo= X
B N
EXX) = < Z )
B y N N N
Var(X) = gV (fo> =\ Cov(X;, Xs)
1 t=1 s=1
- 1 = IK|
R SR (1-'0)
k=—(N—1) k=—(N-1)
— 0

N—oco

Para estacionario Z ~(N—1) (1 - ‘—,’f,') pk € finita pois px — 0.
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Estacionariedade

Estimacao

X = {X(t),t € Z} processo estacionario !
@ O estimador da fungéo de autocovariancia (;) €

Z[(Xt Xt+/ )]7/207177N_1

@ Estimador da fungéo de autocorrelagéo p; = Corr(Xt, Xi1j) = 7’ é

~

ﬁ,-:r,-:%,j:O,L...,N—L
0

@ No programa R: acf( ).
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Estacionariedade

Estimacao

X = {X(t),t € Z} processo estacionario
Poderiamos considerar outro estimador para a covariancia:

=>

N—
Z X)(Xerj— X)), j=0,1,...,N—1.

Esse estimador pode ter um viés um pouco menor, mas esse nao é
fungédo ndo negativa definida como ¢ 4;, logo esse dltimo deve ser
utilizado (Wei).
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Estacionariedade

Estimacao

X ={X(t),t € Z} processo Ruido Branco
Para N grande, p; tem distribuicdo normal com média p; e variancia

Var(p;) = N’
Assim, podemos usar esse resultado para construir intervalos para
verificar para cada lag j, se p; = 0 ou nao.
Cada intervalo é 0 & 1.96./1/N e se j; esta fora do intervalo, entdo p;
€ significativo.
Vide Property P1.1 p.30. e Teorema A.7 - Apéndice A de Shumway
and Stoffer.
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Estacionariedade

Assimetria e Curtose

X = {X(t),t € Z} processo estacionario

@ Coeficiente de Assimetria: A(X) = E <(X;7;‘)3)

= (v S (X - X%

° Curtose de X: K(X)=E (()(07“)4>

= v S (X = X
@ Se tivermos um processo estacionario gaussiano e N for grande,
entao R
A~ N(0,6/N)e K ~ N(3,24/N)
@ Estudar o teste Jarque-Bera apresentado no Apéndice D de
Morettin e Toloi (2006).
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- EmEm
Espectro

O espectro também caracteriza o processo estacionario, como a FAC.

Para X = {X(t), t € Z}, processo estacionario, suponha que valha:

/ |v(T)|dT < o0
Entao, o espectro ou f. densidade espectral € a TF da FAC
_ 1S —iXk
f(\) = ZWZ;wke T <AL T
A transformada inversa é
% = f(\) et dx\ k=0,1,...

—T

Para 7 = 0, temos a decomposi¢ao da variancia

v0) = [ o

—T
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Propriedades da densidade espectral

Teorema 1

1 o K 2 s < .
O espectro f(\) = > E vx€~ K & limitado, n&o negativo,
i

uniformemente continuo, par e periddico de periodo 2.

0 [f(N)] = o= X €| < 2= 3 ! < oo;

@ Nao negativo, sé quando mostrarmos que a esperanca do
periodograma (ndo negativo) converge para f(\);

@ Uniformemente continuo

FA+w) =) < 22 R [T Ik — @Ky | =

IR lem | [em K ]l — 0
w—0
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Propriedades do Espectro

1 & .
= S e
k=—o00

@ Yk ="7_k (estac) e para u= —k:
) = 27 Dot €T = F(-N)
@ f(\) tem periodo 27, pois e~"*k = cos(\k) — isen(\k) tb tem.
Parat =R

f(\) = 217 / y(r)e *dr

f(\) tem as mesmas propriedades, exceto que nao tem periodo 2.
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Exemplos

@ X; é RB, entdo f(\) = 2
(*] Wt = S(Zt_1 + Zt + Zt+1) com Zt ~ RB

302 _
%S h=0
Yh = %’ Il =1
S |h=2
0, |h>2

e~k 1 ek = 2c0s(\k)

1 > IV 302 202 o2
f\) = 27r27ke _27r[ s T g 2 cos() + 92cos()\2)

1 o2
= 5.9 —[8 4+ 4 cos(\) + 2 cos(2))]
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Exemplos

o W= %(21_1 + 2t + Z;1) com Z; ~ RB

B 1 & Cink 1 [302 242 o2
f(A) = 5 ;’yke = [9 + 72 cos(\) + 32 cos(A2)

1 o2
= 25[3 + 4 cos(\) + 2 cos(2))]

\d/

eeeeeeee

curve((1/9)*(1/(2*pi))*(3+4*cos(x)+2*cos(2*x)), 0, pi)
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Correlacao entre 2 Processos

De modo anélogo ao coeficiente de correlagao entre 2 variaveis
aleatdrias, podemos estudar a correlacao entre duas séries
(estacionarias).

Def

A funcao de covariancia cruzada de {X(t),t € Z} e {Y(t),t € Z} é
dada por

xy (8, 1) = E[(Xs — E(Xs)) (Yt — E(Y1))].

E importante estudar a relagéo linear entre séries somente se ambas
forem estacionarias.
Leiam sobre correlagdo espuria.
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Funcao de Correlacao Cruzada

Os processos X; e Y; estacionarios sao conjuntamente estacionarias
se a covariancia cruzada depende apenas de h =t — s, ou seja,

Yxv(8; 1) =~(h).
Note que vxy(h) ndo precisa ser simétrica:
xv(h) = E[(Xt+n — E(Xen))(Y: — E(Y2))]
= E[(Yien — E(Yi—n))(Xt — E(X1))] = yvx(=h).

A partir da fungao de covariancia cruzada calculamos a fungao de
correlagao cruzada.
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Funcao de Correlacao Cruzada

Estimadores

n—h
Ixy(h) = ,17 > Xeen =Xt — ), Axv(=h) = Fyx(h)
t=1

R Yxy(h

povi) = 2
Ax(0)4v(0)

Para N grande e sob independéncia, pxy(h) tem dist. normal com

média 0 e variancia 1/N, se algum dos processos é ruido branco

independente (Teo A.8 - SS).
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All Time series analysis

@ Morettin e Toloi
@ Shumway and Stoffer
o Wei

Alencar, A.P., Rocha, FM.M. (IME-USP) Processos Estocasticos 11 de Marco de 2020 29/29



	Definições
	Série Temporal
	Estacionariedade
	Espectro
	Referência

