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Motivagdo

Motivacao

Propor e ajustar um modelo que apresenta componentes ndo
observadas. Essas componentes podem ser:

» tendéncia, sazonalidade;
» dados faltantes.

Harvey (1961): Filtro de Kalman para obter EMV via
decomposicao do erro de predicao
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Motivagdo

vt = Fexe + Dieze + v, (1)

Xt = W + GtXt—l =+ Wt. (2)

em que:
1. x¢ € um vetor p x 1;

z; € um vetor de varidveis conhecidas r x 1;

F: é a matriz de observacdo g x p;

D; é uma matriz g X r;

G; é a matriz de transicao p x p;

ve fid ~ Ng(0, V'), wy iid ~ Ng(0, W) e assumiremos v; e w;

nao correlacionados apenas para simplificarmos a

apresentacdo do modelo;

7. xg ~ Np(v,X).
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Motivagdo

A equagdo (1) é denominada equagdo de observagdo e relaciona y;
com uma variavel ndo observada x;, de ordem p x 1, denominada
varidvel de estado.

A equagdo (2) é denominada equagdo de estado. Note que a
varidvel de estado x; deve conter toda informagdo necessaria para
que sua dindmica dependa essencialmente de x;_1, assim x; é
cadeia de Markov.
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Motivagdo

Aplicacao

Muitos exemplos de aplicacbes utilizando modelos espaco de
estados sdo encontrados em Shumway e Stoffer (2000), Harvey
(1990) e Kim e Nelson (1999). Dentre diversos exemplos
destacamos:
P anélise de parametros biomédicos monitorados ao longo do
tempo com muitos dados omissos (Jones 1993);
» modelos ARMA podem ser analisados sob a forma espac¢o de
estados;
» construcdo de indicador econémico coincidente extraindo a
componente comum de diversas varidveis macroeconémicas
(Stock e Watson 1991).
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Exemplos

Exemplo 1 - Modelo AR(2)

Ye = 01¥e—1+ Poyro+ar, t=1,...,N

Yr = [1 0:|Xt
[ el

FARA{ESaH

Parametriza¢do Alternativa - Hyndman (acho estranho ter
pardmetro em x;)

e = [1 0]x

Yt ¢1 1 Yt—1 at
X+ — = —|—
‘ [ P2yt—1 ] [ 2 0 ] [ P2yt—2 ] [ 0 ]



Exemplos

Exemplo 2 - Modelo AR(p)

Yye=¢y—1+ ...+ dpyrptant=1...,N

ye = [1 0 ... 0]x
Yt $1 G2 ... Pp1 Pp at
Yi—1 1 o ... 0 0 0
X = 2 = g s o 2 S g
Yepi1 0 ... 0 1 0 0
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Exemplos

Exemplo 3 - Modelo MA(1)

ye=p+0ai1+a,t=1,...,N

e = p+|[1 0][ at}

ar—1
_ at o 00 dr—1 at
« = [ ]=lv e+ (7]
a0
v=o wa[7 0]
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Exemplos

Exemplo 4 - Modelo ARMA(1,1)

Ye=0¢yi1+0e1+e,t=1,...,N

ye = [10]x=][1 0]{9{;}
RIS EES

o2 0]

V=0 W:[O 0
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Exemplos

Exemplo 5 - Modelo ARMA(p,q)

yt:¢1yt_1+...+¢pyt_p+0]_et_]_+...+0qet_q+et,t:1,...,N

Ver em Hyndman e
http://www-stat.wharton.upenn.edu/
stine/stat910/lectures/14 state_space.pdf
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Exemplos

Modelo de Regressao Linear

Ve =zt +a, t=1,....N

com y; variavel resposta, z; variavel explicativa e 5; vetor de
coeficientes desconhecidos. Podemos considerar

» Modelo estatico: 8; = f3;
» Modelo dindmico: B; = Bi_1 + ws.
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Exemplos

Nivel Local

Zt = ,LLt‘l‘et,t:l,...,N
Pt = Ht—1 7+t

com Z; varidvel resposta e p; o nivel local.
Temos e; ~ N(0,02),1;: ~ N(O, a%) erros independentes.
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Exemplos

Tendéncia Local

Zt = ,ut—i-et,tzl,...,N
e = i1+ Br—1+ 0t
B: = Pr—1+&:

com Z; varidvel resposta,

e o nivel local e 8; a inclinacdo local.

Temos er ~ N(0,02),n; ~ N(O, 0727) e & ~ N(O, ag), todos erros
independentes.
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Exemplos

Tendéncia Local e Componente Sazonal

Zy = pr+Si+e,t=1,....N

e = pe—1+ Be-1+ne

Bt = Br-1+&t

S = =S5 1+-S-2...—S5sy1+a:

com Z; variavel resposta,

S: a componente sazonal com sazonalidade s,

1+ o nivel local e B a inclinacdo local.

Temos e; ~ N(0,02),7; ~ N(O,a%), &~ N(O,ag) e
ar ~ N(0, O'g), todos erros independentes.
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Exemplos

Tendéncia Local e Componente Sazonal Trimestral

Zy = pe+ St+e

e = pe—1+ PBr-1+ Nt

Bt = Br-1+¢§

St = =S+ 1-S2-S3+a

Zt = (10100)Xt+et

1223 110 0 0 Mt—1 Nt

Bt 01 0 0 0 Be-1 €

Xt = St = 00 -1 -1 -1 St—l + dat
Si1 00 1 0 1 Si o 0

Si—o 0 0 O 1 0 Si—3 0
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Inferéncia

Inferéncia

A modelagem na forma espaco de estados envolve as seguintes
etapas:

» definicio de modelo identificavel,

> fixados os parametros do modelo, utiliza-se o Filtro de
Kalman para obten¢ao de previsoes lineares de minimos
quadrados para o vetor de estados.

» estimacdo dos parametros;

» avaliacdo do ajuste do modelo.
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Inferéncia

|dentificabilidade

Podemos parametrizar os coeficientes e a estrutura de correlacio
em funcdo de ©, vetor k X 1, de modo que: F; = F;(©),
D=D(©), u=pu®), G=G(O), V=VO) W=WO),
v=v(0)e X =1X(0).
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Inferéncia

|dentificabilidade

Segundo Rothenberg(1971), um modelo é dito globalmente
identificdvel em um particular pardmetro 6y se, para qualquer valor
de 0, existe uma possivel realizagdo Y7 = (y1,...,y7) tal que o

valor da verossimilhang¢a em 6 seja diferente do valor em 6.
Quando n3o temos identificabilidade? E mais fdcil entender,

considerando, por exemplo:

yi = Fx¢+ v,

Xt = GXt_l + Wt.

com y; e x; escalares.

Note que se considero (2x;) = G2x;_1 + (2w;) e F/2 obtenho
exatamente o mesmo modelo. A funcdo de verossimilhanca
também serd a mesma.
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Inferéncia

Filtro de Kalman

Seja s = (y1,...,Ys), 0 vetor de informagdes disponiveis até o
instante s. Supondo o pardmetro © conhecido, o filtro de Kalman
consiste no algoritmo que fornece um estimador para x; baseado
em ys. Adotando a notagdo apresentada em Shumway e Stoffer
(2000), definimos:

Xt|s = E(Xt|.)75)a N
Pt|s = E[(Xt - ths)(Xt - Xt|s)/|)/S]zv
Ptl,tzls = E[(x, — Xt1|s)(Xt2 - Xt2|s)/|YS]-

Sob a hipdtese de normalidade, obteremos o estimador x5 e sua
variancia Py;. Mesmo sem a hipdtese de normalidade, os
estimadores obtidos s3o os que minimizam o erro quadratico médio
na classe dos estimadores lineares (Shumway e Stoffer (2000)).
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Inferéncia

Filtro de Kalman

A partir dos valores iniciais xgjg = p € Pgjg = X, o Filtro de
Kalman apresenta equacdes de predicao paras =t — 1 e de
atualizagdo paras=t,comt=1,..., T.

Equacoes de Predicao

Xt|t-1 = M+ GXt—1|t—1a
Pie—1 = GPr_1)p—1G' + W.
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Inferéncia

Filtro de Kalman

Considerando o conhecimento de y;, atualizamos a predic3o.
Equacoes de Atualizacao

Xtlt = Xeje-1+ Ke(yr — Fexeje—1 — Dz;),
'Dt|t = Pt\t—l - KtFtPt|t—1a

em que K; é o ganho do filtro,

Ki = Pt\t—lFi{(Fl‘Pﬂt—lFl{ + V)_l-
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Inferéncia

Filtro de Kalman

Os estimadores de x; baseados na informacdo completa da amostra
y7 sdo obtidos a partir das equacdes conhecidas como equacdes de
suavizacdo. Esses estimadores suavizados correspondem aos
estimadores de minimo erro quadratico médio. A partir dos valores
de x7|7 e P77 utilizamos as equagdes de suavizagdo para
t=T,...,L

Equacoes de Suavizacao

Xe—1|T = Xe—1je-1 T Je—1(xq 7 — CXe_1)e-1 — 1)
Pt—1|T = Pt—1|t—1 + Jt—l(Pt\T - Pt\t—l)J;—la

onde

Jr-1= Pt71|t71 G/(Pt|t71)71-
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Inferéncia

Filtro de Kalman

A completa derivacdo das equacoes do Filtro de Kalman e de
suavizagdo é apresentada em Harvey (1990) e Hamilton (1994),
onde também s3o encontradas equacdes para a obtencio de
previsdes x;|; € Py para t > s e as propriedades de convergéncia
do filtro de Kalman para sistemas estdveis. A obtencdo das
equacgdes de predicdo, atualizagdo e suavizagdo segundo a
inferéncia bayesiana é apresentada em West e Harrison (1997).
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Inferéncia

Verossimilhanca

A estimac3do dos parametros sera realizada pelo método de maxima
verossimilhanga. Para o modelo apresentado a fungao logaritmo da
verossimilhanca é dada por

;
[)=>|Z(O) Z "T:(9)er(0),
=1

\'

onde

€(©) = ye— FtXt|t—1 — Dz,
Zt(@) = FtPt|t—1Fé + V
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Inferéncia

Verossimilhanca

A maximizac3o pode ser realizada pelo método Newton-Raphson
(Gupta e Mehra (1974)), pelo algoritmo escore (Harvey (1989)).
Nesse caso, a varidncia assintdtica de © ¢ obtida a partir do
inverso da matriz informacdo de Fisher.

Outro método de estimagdo utiliza o algoritmo EM (Shumway e
Stoffer, 1982). A formulag3o do algoritmo EM, principais
propriedades e alguns exemplos foi pioneiramente apresentada em
Dempster, Laird e Rubin (1977). Alguns resultados de
convergéncia para o algoritmo EM s3o encontrados em Wu (1983),
McLahan e Krishnan (1997) que apresentam uma completa
discussdo do assunto e Shumway e Stoffer (1982) que utilizam o
algoritmo EM para modelos espaco de estados.
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Inferéncia

Verossimilhanca Completa

Basicamente, o objetivo do algoritmo é maximizar a fung¢do de
verossimilhanga completa, ou seja, verossimilhanga para os dados

observados e n3o observados, (y7,X7) = (V1,- -+, YT: X0 -« -, XT):
T
fo(yr.%7) = fux(x0) [ [ fo.w (xelxe—1)fe v (yelxe).
t=1

Para o modelo proposto, temos que o In(L(©)) é:

—2In|Z] = (0 —v)E N x —v) +
—3In|W| - %2;1 (xe = o — Gxe—1) W (% — 1 — Gxe—1)
—3/”|V| - % Zthl(yt — Fexe — DZt)/V_l(yt — Fixt — Dz;).
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Inferéncia

Algoritmo EM

O algoritmo EM é um algoritmo iterativo e ao ser iniciado o vetor
de paradmetros deve ser inicializado com © = ©(©), Em cada
iteracdo j, o algoritmo é dividido em 2 passos. No passo de célculo
da esperanca (E), é calculada a esperan¢a da fun¢do In(L(©))
dada toda informacio disponivel Y7 para © = ©U~1. No passo
de maximizagdo (M), encontraremos os estimadores que
maximizam H = Eg;-1)(In(L(©))|yT).
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Inferéncia

Egi-n(In(L(©))lyT)
—3In|Z| = 3tr{Z [Py 7 + (xoi7 — v)/ (x0T — )]}
~1tr[W-Y(C — BG' — GB' + GAG")] — 2In|W|
—%”{Z;l V= (ye — Fexeyr — Dzt)(ye — Fexey7Dze) + FePyrF{l} —

A=

]~

/
Pe1j7 + Xe—1)mXe_1 7

[y

t=

"
M-

/
Pe o1 + Xe|mXe_1 7

t=1

.
C=> Pyr +xyrx7
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Inferéncia

Em seguida, encontramos o estimador ©U) que maximiza H. Por
exemplo, para F; conhecido e para © = (G, V, W, 11, ¥), temos os
estimadores (Shumway e Stoffer 2000):

G = BA L
W = %(C — BG' — GB' + GAG),
. 1 <
V= < > [(ye = Fexyr — Dze)(ye — Fexyr — Dzi) + FePyrFl,
t=1
b= X0|T>
S = Pyt
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Inferéncia

Variancia

Para avaliar a distribuicdo e calcular medidas de variabilidade
associadas aos estimadores dos pardmetros, Stoffer e Wall (1991)
sugerem um método bootstrap para modelos espaco de estados.
Tépicos para Discussdo em Shumway e Stoffer

» Bootstrap;

» Alteracdes quando ha dados faltantes;
» Modelo com mudanc¢a de regime;
>

Modelos nao lineares e ndo gaussianos usando métodos Monte
Carlo;

» Volatilidade Estocastica.
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Inferéncia

GARCH(1,1) e Volatilidade Estocastica

ry = Ot€t, €t~ RB
2 2 2
o = aotoargy+Pior

Se definimos h; = logo? e y; = logr?, temos a equagio de
observacdo y; = h; + loge?, com a varidvel de estado (n3o obs.) h;
No modelo de volatilidade estocastica temos:

Y = ht|0g(et2)
he = o+ ¢rhe_1+ we, we ~ NID(0,02)
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Inferéncia

Modelo de nivel local

Zy = pr+tey,
Mt = -1+ Nt
Com erros independentes e; ~ RB(03) e 1; ~ RB(07).
Nesse modelo, ui é uma média mével das observagdes passadas

com um parametro de suavizacdo que é funcdo da raz3o sinal
ruido, f = a%/ag. A previsdo fica constante.
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Inferéncia

Modelo de tendéncia local

Zy = i+ e,
pe = pie—1+ Br—1+ e,
,Bt = Bt—l + ft~

Com erros independentes e; ~ RB(02), s ~ RB(O‘%) e
& ~ RB(07).
e € o nivel local e B; é a inclinac3o local.

z = [1 0][gz]+et

HEREHI=E
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Inferéncia

R: StructTS e Kalmanlike (stats)

N3o me fornece erros padroes das estimativas.

R: Programas do cap. 6 de Shumway and Stoffer (2006).

Tinham problema para o R2.8.0 e posteriores, pois ndo consegue
utilizar uma library que trabalha com vetores indexados a partir de
0.
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Inferéncia
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