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Prel�udio \Fa�
a as 
oisas o mais simplesque vo
ê puder, por�emn~ao as mais simples."Albert EinstenTudo 
ome�
ou numa bela tarde no in��
io de 1991. L�a estava eu na bibli-ote
a do Instituto de Artes da UNESP quando vi pela primeira vez a publi
a�
~aoComputer Musi
 Journal. Imediatamente, retirei-a da estante e fui para a sala deleitura folhe�a-la. Abri a revista no artigo Iterated Fun
tions Systems Musi
 [GO-GINS 91℄ e �quei fas
inado por ver aqueles teoremas 
heios de matrizes, limites,senos e 
ossenos. Eu estava a
ostumado a ver tudo isso no Instituto de Matem�ati
ana USP mas no IA-UNESP era uma total surpresa. Foi amor �a primeira vista.Naquele artigo, Mi
hael Gogins expli
ava 
omo fazer m�usi
a atrav�es de um al-goritmo 
on
ebido ini
ialmente para 
riar imagens fra
tais (os Sistemas de Fun�
~oesIteradas). Ou seja, o Computer Musi
 Journal n~ao s�o abria a perspe
tiva de eumes
lar os 
onhe
imentos que tinha de m�usi
a e 
omputa�
~ao 
omo tamb�em mostra-va uma apli
a�
~ao musi
al para a mais fas
inante inven�
~ao matem�ati
a dos �ultimostempos: os fra
tais. Fui 
orrendo atr�as das referên
ias que o artigo indi
ava, emseguida, atr�as das referên
ias das referên
ias e em pou
o tempo, depois de um 
res-
imento exponen
ial do n�umero de publi
a�
~oes sobre o assunto, estava 
om umabibliogra�a de algumas dezenas de itens.Neste instante, per
ebi que tinha em minhas m~aos material para uma grandepesquisa. Queria aprender mais e 
ompartilhar aquilo tudo 
om outras pessoas.Es
revi a proposta de um projeto de pesquisa que teria 
omo �nalidade apresentarpara m�usi
os e 
omput�ologos uma par
ela deste novo mundo que me fas
inava. Tivea feli
idade de ter tal proposta aprovada pela FAPESP e passei a re
eber bolsa de5



Ini
ia�
~ao Cient���
a a partir de outubro de 91.Passados um ano e meio, vejo que atingi boa parte dos meus objetivos. Masn~ao foi t~ao f�a
il 
omo eu imaginava. Um m�usi
o ou um 
omput�ologo podem ex-trair muitas informa�
~oes deste trabalho mas somente um m�usi
o-
omput�ologo pode
ompreendê-lo em sua totalidade. Pensei em in
luir 
ap��tulos sobre teoria musi
alelementar para 
omput�ologos e sobre matem�ati
a e 
omputa�
~ao para m�usi
os masnotei que, dessa forma, n~ao 
umpriria a pesquisa no prazo estipulado pela FAPESP.De qualquer modo, n~ao �e uma grande perda �
ar sem esses 
ap��tulos pois assimfor�
arei alguns m�usi
os a 
onsultar livros de matem�ati
a e alguns matem�ati
os a
onsultar livros de m�usi
a.Sempre a
hei interessante o ponto em que o autor de um livro ou de um artigoagrade
e �as pessoas que lhe ajudaram, de Deus at�e o vizinho passando pela fam��liae pelo 
a
horrinho. Agora 
hegou a minha vez: ao John e sua orienta�
~ao in
enti-vadora, �a Paula que teve que aturar eu falando a palavra fra
tal umas 2; 732 � 106vezes por dia, �a minha fam��lia pela for�
a de sempre, ao Fê e seu in
entivo orien-tador, ao pessoal do PIAP de todos os tempos, �a Claudinha que foi obrigada aag�uentar as idiossin
rasias do 
ompositor de FORCRAU, aos 
ompositores WilsonSukorski, Frederi
o Ri
hter e Rodolfo Coelho ao Odilon, por 
orrigir os meus deslizesmatem�ati
os, ao Prof. Ikeda pelo esfor�
o em publi
ar o artigo, aos autores do pro-grama FRACTINT, que foi o gerador das imagens fra
tais 
ontidas neste trabalho,e, �nalmente, ao pessoal de todo o mundo da Fra
-L da USENET pela animada e
onstante dis
uss~ao sobre fra
tais. Fabio Konoutubro de 1992
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Cap��tulo 1INTRODU�C~AO\No prin
��pio, 
riou Deus, o 
�eu e aterra. A terra, por�em, erasolid~ao e 
aos (...)"Gênesis 1:11.1 CONTEXTO HIST�ORICORoger Stevens, um matem�ati
o-artista-engenheiro, ini
ia um de seus livrossobre fra
tais, [Stevens 90℄, 
ontando a seguinte hist�oria. No �nal do s�e
ulo passado,alguns f��si
os 
onsideravam a f��si
a 
omo um livro fe
hado. Diziam que tudo o quepodia ser des
oberto j�a o tinha sido, s�o faltava um polimento �nal nas id�eias paraque se tornasse poss��vel es
rever um livro de�nitivo sobre o universo.No entanto, neste polimento �nal, S
hr�odinger des
obriu a me
âni
a quânti
a eEinstein desenvolveu a teoria da relatividade. Assim, in�umeras novas quest~oes foramsurgindo e pare
ia que a f��si
a estava apenas ini
iando o seu trabalho.Por volta de 1980, o f��si
o inglês Stephen Hawking apresentou a palestra O �mda f��si
a te�ori
a esta �a vista? onde a�rmava que j�a era 
onhe
ido tudo sobre af��si
a que poderia in
uen
iar o nosso dia-a-dia e que futuras des
obertas gastariamenormes quantidades de dinheiro para pequenos re�namentos nas teorias vigentes.Mas, novamente, pare
e que a f��si
a ainda n~ao est�a 
om seus dias 
ontados. Ex-perimentos realizados pelo espe
ialista em meteorologia Edward Lorenz no Massa-
husetts Institute of Te
hnology, em 1961, ini
iaram uma nova revolu�
~ao na 
iên
ia,a teoria do CAOS. Este termo foi utilizado pela primeira vez em 1975 num artigo7



intitulado \Per��odo Três Impli
a Caos" de Tien-Yien Li e James Yorke e vem sen-do en
ontrado 
ada vez 
om maior freq�uên
ia na literatura 
ient���
a. A teoria doCAOS trata de fenômenos 
om 
omportamento n~ao regular, n~ao peri�odi
o 
omo,por exemplo, o 
res
imento de uma popula�
~ao em um e
ossistema, a quantidade de
huvas numa 
erta regi~ao, o 
uxo de ve��
ulos em uma auto-estrada ou a forma�
~ao denuvens. Uma ampla vis~ao desta teoria que n~ao exige 
onhe
imentos t�e
ni
os podeser en
ontrada em [GLEICK 90℄.Nesta mesma �epo
a, por volta de 1975, Benoit Mandelbrot, pesquisador da IBM,estava estudando 
ertas �guras de�nidas na virada do s�e
ulo por matem�ati
os 
omoHelge von Ko
h , Georg Cantor e Giuseppe Peano. Mandelbrot observou que a di-mens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h 1 destas 
urvas era um n�umero fra
ion�ario2maiorque a sua dimens~ao eu
lidiana e 
hamou 
onjuntos 
om esta propriedade de FRAC-TAIS.A geometria dos fra
tais �e uma ferramenta e�
iente para modelar 
ertos fenômenos
a�oti
os observados na natureza. Atrav�es dos fra
tais �e poss��vel determinar 
om pre-
is~ao a forma de objetos 
onsiderados indes
rit��veis pela geometria 
l�assi
a. Vo
ê j�apensou em 
omo seria dif��
il, para n~ao dizer imposs��vel, representar realisti
amenteum 
onjunto de nuvens utilizando retas, triângulos, 
��r
ulos ou qualquer outra formada geometria 
l�assi
a? Mi
hael Barnsley a�rma em seu Fra
tal Everywhere:\A geometria fra
tal far�a vo
ê enxergar tudo de uma maneira dife-rente. (. . . ) Vo
ê 
orre o ris
o de perder a sua vis~ao infantil de nuvens,
orestas, galaxias, folhas, penas, 
ores, ro
has, montanhas, torrentes de�agua, gramados, tijolos e muito mais. Nun
a mais a sua interpreta�
~aodestas 
oisas ser�a a mesma."Uma 
ara
ter��sti
a importante observada tanto por Lorenz 
omo por Yorke eMandelbrot em seus estudos em �areas diferentes foi a de que f�ormulas matem�ati
assimples podem gerar estruturas 
omplexas 
om 
omportamento 
a�oti
o, irregular.Sobre isto, diz Barnsley no mesmo livro:\(. . . ) Um 
onjunto fra
tal 
onsiste geralmente de in�nitos pontos
uja organiza�
~ao �e t~ao 
ompli
ada que n~ao �e poss��vel des
rever o 
on-junto espe
i�
ando diretamente 
ada ponto 
ontido nele. Ao inv�es disso,1Ver 
ap��tulo 22Da�� o termo FRACTAL 8



o 
onjunto deve ser de�nido pelas `rela�
~oes entre as partes'. �E 
omodes
rever o sistema solar enun
iando a lei da gravidade e as 
ondi�
~oesini
iais. Tudo segue disto. Pare
e ser sempre melhor des
rever as 
oisasem termos de rela�
~oes."Segundo Freeman Dyson3, uma grande revolu�
~ao de id�eias separa a matem�ati
a
l�assi
a do s�e
ulo XIX da matem�ati
a do s�e
ulo XX. A matem�ati
a 
l�assi
a �e ba-seada nas estruturas geom�etri
as regulares de Eu
lides e na dinâmi
a de Newton.A matem�ati
a do s�e
ulo XX 
ome�
a 
om o 
onjunto de Cantor4 e 
om as 
urvaspreen
hedoras de espa�
o de Peano. Esta revolu�
~ao foi motivada pela des
obertade estruturas matem�ati
as que n~ao eram 
ompat��veis 
om os padr~oes de Eu
lides ede Newton. Estas estruturas eram 
onsideradas patol�ogi
as e pare
iam formar umagaleria de monstros que amea�
avam a ordem vigente assim 
omo faziam, na pintura,o movimento 
ubista e, na m�usi
a, o atonalismo.Ainda segundo Dyson, os matem�ati
os que 
riaram estes monstros utilizavam-nos para mostrar que a matem�ati
a pura 
ontinha uma diversidade de possibilidadesque ia muito al�em das estruturas simples en
ontradas na natureza. Mas, o que Man-delbrot nos mostra no seu livro The Fra
tal Geometry of Nature, �e que as mesmasestruturas patol�ogi
as que os matem�ati
os 
riaram apare
em a todo momento a nos-sa volta na natureza. Neste livro, Mandelbrot apresenta uma pintura que retrataDeus desenhando o mundo 
om um 
ompasso e diz \Aqui Deus 
ria 
��r
ulos, ondase fra
tais".1.2 CONTE�UDO DOS CAP�ITULOSO formato deste texto re
ete o que foi proposto �a FAPESP no projeto ini
ial depesquisa em agosto de 1991. Nesta proposta, defendi o ponto de vista de que para
ompreender as t�e
ni
as de apli
a�
~ao de prin
��pios da geometria fra
tal �a m�usi
aseria ne
ess�ario adquirir primeiramente 
onhe
imento te�ori
o sobre os fra
tais. Seriane
ess�ario estudar as de�ni�
~oes matem�ati
as dos 
on
eitos envolvidos e pesquisarm�etodos algor��tmi
os para a manipula�
~ao destes 
on
eitos. Em seguida, pesquisariaas experiên
ias de utiliza�
~ao do 
omputador na m�usi
a realizadas desde a d�e
ada de3Ver [DYSON 78℄4Ver 
ap��tulo 2 9



50 por m�usi
os de destaque 
omo Lejaren Hiller e Iannis Xenakis. S�o ent~ao, ap�ostodo esse trabalho preliminar, 
ome�
aria a fase de estudo dos fra
tais na m�usi
a.Sendo assim, este texto ini
ia-se 
om uma vis~ao hist�ori
a da matem�ati
a e daf��si
a deste s�e
ulo que propi
iou o surgimento da teoria fra
tal (se�
~ao 1.1).O 
ap��tulo 2 
on
eitua matemati
amente termos utilizados no resto do trabalho
omo fa
tal, dimens~ao topol�ogi
a, dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h, es
alonamen-to, ru��do, sistema de fun�
~oes iteradas, 
adeia de Markov, tabela de transi�
~ao, eoutros.No 
ap��tulo 3, temos a hist�oria da m�usi
a digital. Nele �e apresentado as prin
ipaisrealiza�
~oes em termos de 
omposi�
~ao e an�alise musi
al assistida por 
omputador eapli
a�
~oes de modelos matem�ati
os �a m�usi
a.O 
ap��tulo 4 exempli�
a brevemente alguma das possibilidades de uso do 
om-putador na an�alise musi
al.O 
ap��tulo 5 apresenta m�etodos fra
tais de an�alise e 
omposi�
~ao musi
al. Nelese en
ontram modelos elaborados por pesquisadores de m�usi
a fra
tal do exteriore novos modelos resultantes da pesquisa A Utiliza�
~ao de Fra
tais na An�alise e naComposi�
~ao Musi
al.
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Cap��tulo 2CONSIDERA�C~OESMATEM�ATICAS\O binômio de Newton �e t~ao belo quantoa Vênus de Milo. O que h�a �e pou
agente a dar por isso."Fernando PessoaO objetivo deste 
ap��tulo �e forne
er uma id�eia da teoria matem�ati
a queest�a por tr�as dos fra
tais, em espe
ial, dos 
on
eitos explorados no 
ap��tulo 6. Otexto �e de f�a
il 
ompreens~ao para um aluno do primeiro ano de gradua�
~ao em 
iên
iasexatas e d�a apenas uma vis~ao geral. Se vo
ê n~ao possui forma�
~ao em topologia e
�al
ulo integral pelo menos tente ler o texto uma vez sem se preo
upar 
om osdetalhes. Um estudo minu
ioso e 
laro pode ser en
ontrado em Fra
tals Everywherede Mi
hael Barnsley.O pr�oprio Benoit Mandelbrot, o 
riador dos fra
tais, se sente in
omodado pelatarefa de dar uma de�ni�
~ao matem�ati
a pre
isa dos fra
tais. No seu The Fra
talGeometry of Nature, Mandelbrot diz:\Apesar do termo fra
tal ter sido de�nido no 
ap��tulo 3, eu 
ontinuo aa
reditar que estar��amos melhor sem uma de�ni�
~ao (meu ensaio de 1975n~ao 
ontinha nenhuma). A raz~ao imediata �e que a presente de�ni�
~aoex
lui 
ertos 
onjuntos que prefer��amos ver in
lusos."Mandelbrot esteve sempre mais interessado nas 
ara
ter��sti
as dos 
onjuntos11



fra
tais (auto-similaridade nas v�arias es
alas, 
omplexidade in�nita) do que em de-�ni�
~oes rigorosas. Por isso, tem sido 
riti
ado por matem�ati
os tradi
ionais.Apresentamos, ini
ialmente, os espa�
os m�etri
os e suas 
ara
ter��sti
as funda-mentais. Em seguida, damos duas de�ni�
~oes formais do termo fra
tal, a de Mi
haelBarnsley e a de�ni�
~ao 
l�assi
a de Mandelbrot. Logo ap�os, introduzimos 
on
eitosque ser~ao abordados nos 
ap��tulos subseq�uêntes, os ru��dos 
om espe
tro da forma1f , os Sistemas de Fun�
~oes Iteradas, as 
adeias de Markov e as tabelas de transi�
~ao.2.1 A APARÊNCIA DOS FRACTAISOs fra
tais podem apresentar uma in�nidade de formas diferentes, n~ao e-xiste uma aparên
ia 
onsensual. No entanto, existem duas 
ara
ter��sti
as muitofreq�uêntes neste tipo de geometria: a 
omplexidade in�nita e a auto-semelhan�
a.Todo fra
tal �e in�nitamente 
omplexo, isto �e, nun
a 
onseguiremos representarum fra
tal 
ompletamente, sempre faltar~ao detalhes. E n~ao adianta ampliar o dese-nho de um fra
tal para enxergar todos os detalhes, sempre existir~ao reentrân
ias esaliên
ias 
ada vez menores.O outro aspe
to interessante apresentado por boa parte dos fra
tais �e a auto-semelhan�
a, ou seja, ao olharmos para uma parte de um 
onjunto fra
tal, vemosuma forma semelhante ao 
onjunto todo. Em outras palavras, um fra
tal �e formadopor pequenos tijolos onde 
ada tijolo se pare
e 
om o pr�oprio fra
tal e 
ada tijolo �eformado por tijolos de uma menor es
ala de grandeza 
ada um dos quais semelhantesao tijolo maior e assim por diante inde�nidamente. Mandelbrot utiliza o termos
aling para designar estas v�arias es
alas.Na �gura 2.1, mergulhamos no interior do Conjunto de Mandelbrot que �e o fra
talque tem sido mais estudado nos �ultimos anos. �E in
r��vel 
omo uma equa�
~ao t~aosimples 
omo zn+1  z2n + 
(onde z e 
 s~ao n�umeros 
omplexos) pode 
onter tanta informa�
~ao e dar origem1a formas t~ao ex�oti
as quanto �as da �gura 2.1. A primeira imagem mostra umavis~ao global do 
onjunto de Mandelbrot (a �area 
inza na regi~ao 
entral) e suas1Para detalhes sobre 
omo esta f�ormula deve ser manipulada a �m de gerar as imagens da �gura2.1, 
onsulte [STEVENS 90℄. 12



redondezas. A seguir, 
ada imagem �e uma amplia�
~ao do retângulo em destaque naimagem anterior. Note a semelhan�
a entre a primeira e a �ultima imagem desta s�erie.O leitor pode, se assim desejar, seguir diretamente para o pr�oximo 
ap��tulo poisos demais 
ap��tulos n~ao entrar~ao nos detalhes matem�ati
os aqui apresentados.2.2 OS FRACTAIS DE BARNSLEYNesta se�
~ao apresentaremos a abordagem de Mi
hael Barnsley que �e baseada no
on
eito de espa�
os m�etri
os.2.2.1 ESPA�COS M�ETRICOSDe�ni�
~ao 2.2.1 Um espa�
o E �e um 
onjunto.De�ni�
~ao 2.2.2 Os pontos de um espa�
o s~ao os elementos do 
onjunto.Exemplos de espa�
o:� E = <, o 
onjunto dos n�umeros reais. Os n�umeros reais s~ao os pontos doespa�
o. Este espa�
o pode ser pensado 
omo os pontos de uma reta.� E = <3, o 
onjunto de triplas de n�umeros reais. Este espa�
o �e semelhante aoespa�
o em que vivemos.� E = ℄, ou seja, E �e o espa�
o formado pelos pontos do <2 que formam o s��mbolomusi
al do sustenido.De�ni�
~ao 2.2.3 Um espa�
o m�etri
o (E; d) �e uma dupla formada por um espa�
oE e por uma fun�
~ao d : E � E ! <. A fun�
~ao d(x; y) �e 
hamada de distân
iaentre dois pontos x e y e tem que obede
er aos seguintes axiomas:1. d(x; y) = d(y; x) 8x; y 2 E.2. d(x; x) = 0 8x 2 E.3. 0 < d(x; y) <1 8x 6= y 2 E.4. d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) 8x; y; z 2 E:13



Figura 2.1: Um mergulho nas es
alas do 
onjunto de Mandelbrot.14



Como se pode notar, estes axiomas v~ao ao en
ontro da nossa no�
~ao intuitiva dedistân
ia. A fun�
~ao d �e tamb�em 
hamada de m�etri
a.Exemplos de espa�
os m�etri
os:os espa�
os m�etri
os eu
lidianos de uma e duas dimens~oes:� E = <; d(x; y) =j x� y j� E = <2; d(x; y) = p(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2).uma m�etri
a n~ao eu
lidiana:� E = <; d(x; y) =j x3 � y3 j.Nas de�ni�
~oes seguintes E �e um espa�
o de dimens~ao �nita e d �e a sua m�etri
a.De�ni�
~ao 2.2.4 Uma seq�uên
ia (x1; x2; x3; . . .); xi 2 E; 1 � i < 1; �e 
hamada deseq�uên
ia de Cau
hy se, dado � > 0, existe N inteiro tal qued(xn; xm) < � 8n;m > NDe�ni�
~ao 2.2.5 Se para uma seq�uên
ia 
omo a anterior, existe um ponto x doespa�
o tal que para todo � > 0, existe N inteiro tal qued(xn; x) < � 8n > Ndizemos ent~ao que a seq�uên
ia 
onverge para o ponto x e quelimx!1xn = xDe�ni�
~ao 2.2.6 Um espa�
o m�etri
o (E; d) �e 
ompleto se toda seq�uên
ia de Cau-
hy neste espa�
o 
onverge para um ponto x em E.De�ni�
~ao 2.2.7 Um sub
onjunto S de E �e fe
hado se toda seq�uên
ia 
onvergenteem S possui limite em S.De�ni�
~ao 2.2.8 Um sub
onjunto S de E �e limitado se existe 
 perten
ente a S er perten
ente a < tal que d(
; x) < r para todo x perten
ente a S.De�ni�
~ao 2.2.9 Um sub
onjunto S de E �e 
ompa
to se toda seq�uên
ia in�nitaem S 
ont�em uma subseq�uên
ia que 
onverge para um ponto em S.15



Teorema 2.2.1 Seja (E; d) um espa�
o m�etri
o 
ompleto. Um sub
onjunto S de E�e 
ompa
to se e somente se ele �e fe
hado e limitado.A demonstra�
~ao deste teorema para E = < e d(x; y) =j x� y j pode ser en
on-trada em [LIMA 87℄, p�agina 144.De�ni�
~ao 2.2.10 H(E) �e o espa�
o 
ujos pontos s~ao sub
onjuntos 
ompa
tos n~aovazios de E.Nas de�ni�
~oes seguintes (E; d) �e um espa�
o m�etri
o 
ompleto.De�ni�
~ao 2.2.11 Sejam x 2 E, e C 2 H(E). A distân
ia do ponto x ao 
onjuntoC �e d(x;C) = minfd(x; y) : y 2 Cg:De�ni�
~ao 2.2.12 Sejam A e B em H(E) de�nimos a distân
ia de A a B 
omod(A;B) = maxfd(x;B) : x 2 Ag:De�ni�
~ao 2.2.13 A distân
ia de Hausdor� entre dois pontos A e B em H(E)�e de�nida 
omo h(A;B) = supfd(A;B); d(B;A)g:2.2.2 DEFINI�C~AO INICIAL DE BARNSLEYNa se�
~ao 2.7 de [BARNSLEY 88℄, o autor de�ne 
omo fra
tal qualquer pontodo espa�
o m�etri
o (H(E); h) 
om H(E) e h 
onforme de�nidos na se�
~ao anterior.Diz Barnsley:\Nos referimos a (H(E); h) 
omo o `espa�
o dos fra
tais'. (...) No atualest�agio do desenvolvimento da 
iên
ia e da matem�ati
a, a id�eia de fra
tal�e mais �util 
omo um 
on
eito amplo. Fra
tais n~ao s~ao de�nidos porpequenas senten�
as mas por muitas �guras e 
ontextos que se referema eles. (...) No entanto, assim 
omo no 
on
eito de `um espa�
o', osigni�
ado �e mais sugerido do que formalizado."
16



Nos oito primeiros 
ap��tulos de [BARNSLEY 88℄, o autor 
onsidera qualquerponto de (H(E); h) um fra
tal2.Exemplo: O 
onjunto de Cantor C, um sub
onjunto do espa�
o m�etri
o [0; 1℄ 
omm�etri
a eu
lidiana, �e um fra
tal 
l�assi
o. Ele pode ser obtido da seguinte maneira:Seja C0 o intervalo [0; 1℄,C1 = [0; 13 ℄ [ [23 ; 1℄,Cn �e obtido de Cn�1 dividindo-se 
ada segmento de Cn�1 em três partes iguais eretirando-se a parte do meio.O 
onjunto de Cantor �e o 
onjuntoC = limn!1Cn

Figura 2.2: Etapas da 
onstru�
~ao do 
onjunto de Cantor.Os 
onjuntos Ci s~ao fe
hados e limitados e portanto, 
ompa
tos. Logo, os Cis~ao pontos do espa�
o m�etri
o (H([0; 1℄); h). Atrav�es de alguns 
�al
ulos, obtemos adistân
ia h(Ci; Ci+k) que �e igual a 12�3i+1 para todo k natural maior que 0. Como olimite de h(Ci; Ci+k) tende para 0 quando i vai para in�nito temos que a seq�uên
iade pontos (C0; C1; C2; C3; . . .) �e uma seq�uên
ia de Cau
hy. Como (H([0; 1℄); h) �e umespa�
o m�etri
o 
ompleto3, o limite desta seq�uên
ia (o 
onjunto de Cantor C) est�aem H([0; 1℄) e portanto, segundo a de�ni�
~ao ini
ial de Barnsley, �e um fra
tal.�E fa
il ver que C �e n~ao vazio pois 
ont�em os pontos 0 e 1. Uma an�alise maispre
isa traz um resultado surpreendente: C possui, na realidade, in�nitos pontosmas a sua medida �e nula, ou seja, se somarmos os 
omprimentos de todos os seus\peda�
os" obteremos um 
omprimento total igual a 0.2Note que esta de�ni�
~ao ini
ial de Barnsley in
lui 
onjuntos demais. Qualquer 
onjunto limitadoe fe
hado, 
omo por exemplo, um 
��r
ulo ou um quadrado s~ao 
onsiderados fra
tais."3Ver [Barnsley 88℄, se�
~ao 2.7 17



Pela pr�opria 
onstru�
~ao, notamos que o 
onjunto de Cantor possui a 
ara
-ter��sti
a de auto-semelhan�
a, ou seja, ao olharmos para uma amplia�
~ao de um tre
hodo 
onjunto, veremos algo semelhante ao 
onjunto todo. Al�em disso, novamente pe-la 
onstru�
~ao, �
a 
laro que o 
onjunto tem 
omplexidade in�nita, isto �e, podemosampliar o 
onjunto quantas vezes quisermos e nun
a atingiremos o detalhamentototal.2.3 DIMENS~AO TOPOL�OGICAO 
on
eito de dimens~ao topol�ogi
a, tamb�em 
hamada de dimens~ao eu
lidia-na, �e algo muito antigo e vem ao en
ontro da nossa no�
~ao intuitiva de dimens~ao.Desde o s�e
ulo VI a pensadores 
omo Pit�agoras (580 a - 500 a), Plat~ao (428 a - 348a), Eu
lides (300 a aproximadamente) e Riemann (1826 - 1866) trabalharam ten-tando de�nir formalmente o 
on
eito de dimens~ao. Uma de�ni�
~ao formal do termodimens~ao topol�ogi
a est�a fora do es
opo deste trabalho.O leitor deve apenas ter em mente que um ponto, ou um 
onjunto �nito de pontostem dimens~ao (topol�ogi
a) zero, uma linha possui dimens~ao um, uma superf��
ie temdimens~ao dois, um s�olido possui dimens~ao três e assim por diante. Se a nossaimagina�
~ao permitir podemos 
ontinuar esta viagem por 
onjuntos de dimens~aoquatro, 
in
o, et
.�E importante notar que a dimens~ao topol�ogi
a de um 
onjunto de pontos �esempre um n�umero inteiro n~ao negativo. N~ao pare
e fazer sentido para a nossano�
~ao intuitiva de dimens~ao a a�rma�
~ao de que um determinado 
onjunto tenhadimens~ao igual a 0,6309 (que �e a dimens~ao fra
tal do 
onjunto de Cantor 
omoveremos a seguir).2.4 DIMENS~AO FRACTALDe�niremos, nesta se�
~ao, o termo dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
hque, tamb�em 
hamada de dimens~ao fra
tal, �e a 
have da de�ni�
~ao dos fra
tais dadapelo 
riador dos fra
tais, Benoit Mandelbrot.
18



2.4.1 BOLAS d-DIMENSIONAISUm m�etodo 
l�assi
o para obter a medida4 de um 
onjunto �e aproximar estamedida pela soma de pequenas bolas que 
ubram todo o 
onjunto.A medida de uma bola d�dimensional �eh(�) = 
(d)�donde 
(d) = [�(12)℄d�(1 + d2)e � �e a integral de Euler: �(z) = Z 10 e�t t(z�1) dt:Deixamos ao leitor a tarefa de veri�
ar que h(�) resulta nas 
onhe
idas f�ormulasda �area do 
��r
ulo (
aso d = 2) e no volume da esfera (d = 3) 5.2.4.2 MEDIDA DE HAUSDORFFA grande inova�
~ao de Felix Hausdor� foi, em 1919, permitir que d fosse umn�umero fra
ion�ario. Al�em disso, Hausdor� notou que em seus trabalhos n~ao erainteressante limitar h(�) a 
(d)�d. Qualquer fun�
~ao h(�) positiva que tenda a 0quando � tende a zero pode ser utilizada.Considerando-se uma bola 
omo um 
onjunto de pontos 
uja distân
ia a um
entro ! n~ao ultrapassa um 
erto raio �, n~ao �e ne
ess�ario que o espa�
o seja eu
lidianopara se ter uma bola. Basta que o espa�
o seja m�etri
o. Hausdor� des
obriu que,usando a express~ao a
ima para h(�) �e poss��vel 
al
ular a medida de uma bola dedimens~ao fra
ion�aria.Dada uma fun�
~ao teste h(�), pode-se dizer que uma 
obertura �nita de um
onjunto S por bolas de raio �m tem medida menor ou igual a Ph(�m). Para
onseguir 
oberturas que se aproximam mais da medida de S tomamos o ��n�mo:inf�m<�Xh(�m)4
omprimento, �area ou volume no 
aso de a dimens~ao ser d = 1, 2 ou 3 respe
tivamente.5para fa
ilitar os 
�al
ulos damos os seguintes valores da fun�
~ao �: �( 12 ) = p�; �( 32 ) = 12p�;�(2) = 1; �( 52 ) = 34p�. 19



A 
obertura m��nima que nos d�a a exata medida do 
onjunto �e obtida fazendo-se� tender a zero: lim�!0 inf�m<�Xh(�m)Este valor, denominado amedida-h do 
onjunto S pode ser zero, in�nito ou umn�umero �nito e positivo.Quando h(�) = 
(d)�d a medida-h �e dita medida d�dimensional normalizada.2.4.3 DIMENS~AO DE HAUSDORFF-BESICOVITCHFixando-se uma f�ormula para h(�) em fun�
~ao da dimens~ao d, induz-se umamedida-d. Besi
ovit
h mostrou que, dado um 
onjunto S, existe um n�umero realDH tal que a medida-d �e in�nita para d < DH e zero para d > DH .Este DH 2 < �e 
hamado de dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h do 
onjuntoS. Como pode-se notar, este novo 
on
eito de dimens~ao �e algo 
omplexo e a determi-na�
~ao da dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h de um 
onjunto n~ao �e uma tarefa f�a
il.No entanto, ele tem um papel 
entral na de�ni�
~ao de fra
tal dada por Mandelbrot.2.4.4 OS FRACTAIS DE MANDELBROTDe�ni�
~ao 2.4.1 Um 
onjunto A �e um fra
tal se DH(A) > DT (A) , onde DH(A) �ea dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h do 
onjunto A e DT (A) �e a dimens~ao topol�ogi
ade A.Exemplos:� Um ponto, um segmento de reta, um 
��r
ulo ou um 
ubo n~ao s~ao fra
tais poistem dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h igual �a sua dimens~ao topol�ogi
a (0, 1,2 e 3 respe
tivamente).� O 
onjunto de Cantor �e um fra
tal poisDT (C) = 0 eDH(C) = ln2ln3(= 0; 6309 . . .).� A 
urva tri�adi
a apresentada, na virada do s�e
ulo, pelo matem�ati
o Helgevon Ko
h tem dimens~ao DH igual a ln4ln3 que �e aproximadamente 1,2618. Suadimens~ao topol�ogi
a �e 1. 20



Podemos 
onstruir a 
urva tri�adi
a de Ko
h da seguinte maneira: 
ome�
amos
om um segmento de reta horizontal. Dividimos um segmento de reta em três partesiguais e substitu��mos o segmento 
entral por dois novos segmentos, 
omo mostra a�gura 2.3b, e mantemos os demais segmentos inalterados. Em seguida, repetimos aopera�
~ao para 
ada um dos quatro segmentos resultantes. O fra
tal �e obtido quandoeste pro
esso �e in�nitamente repetido.

Figura 2.3: Etapas da 
onstru�
~ao da 
urva tri�adi
a de Ko
h.A 
urva tri�adi
a de Ko
h tem v�arias 
ara
ter��sti
as interessantes. Analisemos,ini
ialmente, o 
omprimento da 
urva. Se supormos que o segmento da �gura 2.3atem 
omprimento 3, ent~ao, depois da primeira substitui�
~ao, obtemos uma 
urva de
omprimento 4 em 2.3b. �E f�a
il ver que a 
ada passo da 
onstru�
~ao desta 
urva,o seu 
omprimento �e multipli
ado por 43 , assim, quando ela esta \pronta", depoisde in�nitos passos, o seu 
omprimento foi multipli
ado por \(43 )1", ou seja, seu
omprimento �e in�nito. Logo, apesar de estar 
on�nada a uma superf��
ie de �arealimitada, a 
urva tri�adi
a tem 
omprimento in�nito. Al�em disso, nun
a 
onseguire-mos retratar esta 
urva 
om todos os seus detalhes pois sua 
omplexidade �e in�nita.Podemos ampli�a-la 
ada vez mais e sempre en
ontraremos novos detalhes. Final-mente, a 
urva de Ko
h �e auto-similar, isto �e ao ampliarmos qualquer tre
ho 
omqualquer grau de amplia�
~ao obteremos um desenho semelhante a qualquer outraamplia�
~ao. 21



a bFigura 2.4: Movimento browniano em duas dimens~oes2.5 RU�IDOS 1f�Se 
olo
armos um gr~ao de p�olen ou alguma pequena part��
ula numa gota de�agua e a observarmos num mi
ros
�opio, veremos aquilo que �e 
hamado de movimen-to browniano pois foi estudado pela primeira vez por Robert Brown em 1828. O gr~aode p�olen vai subir, des
er, parar, se movimentar para a esquerda, direita, sem nun
aatingir nenhum tipo de equil��brio aparente. O seu movimento pare
er�a totalmentealeat�orio. O movimento browniano o
orre 
om part��
ulas que s~ao t~ao pequenas queas 
olis~oes 
om as mol�e
ulas de �agua n~ao o
orrem de maneira uniforme produzin-do, assim, altera�
~oes na sua trajet�oria. Se �zermos um gr�a�
o da sua trajet�oria
onsiderando a sua posi�
~ao a 
ada minuto teremos algo semelhante �a �gura 2.4a.Se, por outro lado, nos 
on
entrarmos no que o
orre entre dois pontos adja
entesda �gura 2.4a e �zermos o gr�a�
o 
onsiderando a posi�
~ao do gr~ao a 
ada segundo,obteremos algo semelhante �a �gura 2.4b que �e surpreendentemente semelhante �a2.4a. N~ao importa qu~ao pequeno for o intervalo de tempo entre as medi�
~oes daposi�
~ao do gr~ao, sempre obteremos um gr�a�
o t~ao 
omplexo quanto os anteriores.Segundo a no�
~ao intuitiva de tangente, o movimento browniano n~ao possui tangenteem nenhum ponto de sua trajet�oria.A medida que examinamos a trajet�oria da part��
ula mais detalhadamente, oseu 
omprimento 
res
e sem limita�
~oes. Al�em disso, a trilha per
orrida tende apreen
her todo o plano e portanto, apesar da dimens~ao topol�ogi
a desta 
urva ser1, sua dimens~ao fra
tal �e a mesma do plano, ou seja, 2. Por este motivo dizemos22



Figura 2.5: Movimento Browniano em uma dimens~aoque a 
urva gerada por um movimento Browniano �e um fra
tal.O movimento des
rito a
ima per
orre duas dimens~oes. Se 
onsiderarmos ape-nas uma das dimens~oes deste movimento, estaremos nos referindo a um movimentobrowniano de uma dimens~ao 
omo mostra a �gura 2.5 . Nesta �gura, o eixo ho-rizontal 
orresponde ao tempo e o verti
al �a posi�
~ao da part��
ula. Este tipo demovimento, assim 
omo grande parte dos fra
tais, �e auto-semelhante: se 
onside-rarmos um intervalo de tempo de uma hora e analisarmos o espe
tro (distribui�
~aodas freq�uên
ias) da 
urva, veremos que ele �e dado pela fun�
~ao E(f) = 1f2 , ou seja,freq�uên
ias de f hertz apare
em 
om intensidade 1f2 . Mas o mais interessante �eque qualquer que seja o intervalo 
onsiderado (um minuto, uma hora, um dia), oespe
tro ser�a sempre da forma 1f2 . Assim, qualquer tre
ho da 
urva �e semelhante �a
urva toda em termos da distribui�
~ao das freq�uên
ias que a 
omp~oem.N~ao �e poss��vel 
on
eber um algoritmo que 
onstrua uma 
urva do tipo 1f2 
o-mo des
rita anteriormente pois tal 
urva �e in�nitamente 
omplexa. Podemos, noentanto, determinar uma aproxima�
~ao de tal 
urva 
omposta por um n�umero �nitode segmentos de reta. Considere o seguinte algoritmo: no instante ini
ial partimos23



Figura 2.6: Ru��do bran
oda posi�
~ao y0, em seguida, a 
ada itera�
~ao es
olhemos aleatoriamente uma das trêsa�
~oes a seguir e a exe
utamos:1. yt+1  yt + 1 (subimos um passo)2. yt+1  yt � 1 (des
emos um passo)3. yt+1  yt (permane
emos parados)este foi o algoritmo utilizado para gerar a �gura 2.5. A 
urva gerada �e tamb�em
hamada de passeio aleat�orio.Ru��do �e o termo usado pelos f��si
os para designar qualquer quantidade V (t) quevarie imprevisivelmente 
om o tempo.A 
urva da �gura 2.6 �e 
hamada de ru��do bran
o, nela, 
omo o espe
tro �e umafun�
~ao 
onstante, todas as freq�uên
ias parti
ipam 
om a mesma intensidade. Oru��do bran
o �e aquilo que ouvimos quando ligamos o r�adio fora de esta�
~ao. Pode-mos simular uma 
urva 
om esta distribui�
~ao de freq�uên
ias 
om um algoritmo que24



Figura 2.7: Ru��do 1fdetermina, a 
ada itera�
~ao, uma posi�
~ao totalmente aleat�oria sem nenhuma rela�
~ao
om as posi�
~oes anteriores.J�a a �gura 2.7, que mostra o ru��do 1f , �e bem mais interessante pois ela espelhao 
omportamento de fenômenos do dia-a-dia 
omo o n��vel do Rio Nilo, o volume detr�afego numa auto-estrada, a distribui�
~ao dos erros numa transmiss~ao por fax, ou alinha mel�odi
a das 
omposi�
~oes musi
ais tonais. A seguir apresentamos duas fun�
~oesna linguagem C que implementam o algoritmo apresentado por Ri
hard Voss parasimular o ru��do 1f :int Ruido1sf(int posi
ao_anterior)/*Esta fun�
~ao gera um passo de uma 
urva que simula o espe
tro 1/f*/{int nova_posi
ao = 0,k,j,na; 25



float prob,u;k = 8; /* k = n�umero de posi�
~oes poss��veis dividido por 2 */prob = 1.0/k;na = posi
ao_anterior;do {j = na/k;if (j == 1) na -=k;u = (float) rand()/RAND_MAX; /* u re
ebe um n�umero aleat�orio entre 0 e 1 */if (u < prob) j = 1-j;nova_posi
ao += j*k;k /=2;prob *=2;} while(k >= 1);return(nova_posi
ao);}/* Ruido1sf */void GeraCurva1sf()/*Esta fun�
~ao preen
he o vetor Curva1sf 
om as posi�
~oes geradaspela fun�
~ao Ruido1sf.*/{int i;Curva1sf[0℄ = Posi
aoCentral;for(i = 1; i <= ComprimentoDaCurva; i++)Curva1sf[i℄ = Ruido1sf(Curva1sf[i-1℄);}/* GeraCurva1sf */Os três algoritmos des
ritos nesta se�
~ao podem ser usados na 
omposi�
~ao de26



linhas mel�odi
as de diferentes 
ar�ateres, 
omo abordaremos no 
ap��tulo 6. Taislinhas mel�odi
as podem ser 
onsideradas aproxima�
~oes de fra
tais pois, apesar den~ao serem in�nitamente 
omplexas, s~ao auto-semelhantes.2.6 SISTEMAS DE FUN�C~OES ITERADAS (SFI)Carinhosamente 
hamado de Jogo do Caos, sistemas de fun�
~oes iteradas �e umm�etodo vers�atil de 
ria�
~ao de imagens fra
tais. Com tal m�etodo �e poss��vel 
onstruirimagens altamente 
omplexas e detalhadas na tela de um 
omputador 
om pou
osdados de entrada6 e 
om um pequeno programa. Ini
ia-se es
olhendo-se um pontoqualquer da tela que �e su
essivamente transportado para outro ponto atrav�es daapli
a�
~ao de transforma�
~oes a�ns es
olhidas aleatoriamente dentro de um n�umerolimitado de possibilidades determinadas previamente.

Figura 2.8: Triângulo de Sierpinsky.A base deste m�etodo s~ao as transforma�
~oes a�ns. Uma transforma�
~ao a�m�e 
omposta de uma rota�
~ao, uma 
ompress~ao ou expans~ao e uma transla�
~ao. Um
onjunto X pode ser transformado num 
onjunto Y apli
ando-se, para 
ada ponto6Assim 
omo uma samambaia tem a sua forma des
rita por uma pequena quantidade de materialgen�eti
o, um SFI pode desenhar uma samambaia 
om pou
os dados de entrada.
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(x1; x2) 2 X a seguinte transforma�
~ao:" y1y2 # = " a b
 d # : " x1x2 #+ " ef # = " ax1 + bx2 + e
x1 + dx2 + f #Os valores de a; b; 
 e d determinam as 
ara
ter��sti
as da rota�
~ao e da 
ompress~ao(ou expans~ao). e e f determinam 
omo vai ser a transla�
~ao do 
onjunto X queresultar�a no 
onjunto Y .[BARNSLEY 88℄ 
ont�em dois algoritmos (um determin��sti
o e outro aleat�orio)para gerar imagens a partir dos SFI. A vers~ao aleat�oria ser�a a �uni
a apresentadaaqui pois �e a mais r�apida e que exige menos mem�oria.Figura a b 
 d e f pTriângulo 0,5 0 0 0,5 0 0 0,33de 0,5 0 0 0,5 0 1 0,33Sierpinsky 0,5 0 0 0,5 1 1 0,34Folha 0 0 0 0,16 0 0 0,01de 0,2 -0,26 0,23 0,22 0 1,6 0,07Samambaia -0,15 0,28 0,26 0,24 0 0,44 0,070,85 0,04 -0,04 0,85 0 1,6 0,85Drag~ao 0,82 0,28 -0,21 0,86 -1,88 -0,11 0,790,09 0,52 -0,46 -0,38 0,79 8,09 0,21Jato 0,78 -0,55 -0,39 -0,84 2,36 7,8 0,92-0,2 0,0 -0,05 -0,21 -3,95 4,7 0,040,12 -0,09 -0,10 -0,19 -1,19 9,64 0.03-0,07 -0,8 0,05 -0,02 4,45 2,08 0,01Tabela 2.1: Parâmetros determinantes de 4 Sistemas de Fun�
~oes Iteradas.Um SFI �e uma lista de transforma�
~oes a�ns. A 
ada transforma�
~ao Ti asso
iamos6 n�umeros reais: ai; bi; 
i; di; ei e fi, 
ujo signi�
ado j�a foi men
ionado e pi que
orresponde �a probabilidade de es
olhermos a transforma�
~ao Ti a 
ada nova itera�
~aodo algoritmo. A tabela 2.1 mostra os parâmetros para a 
onstru�
~ao de quatrofra
tais.O programa a seguir �e uma implementa�
~ao, na linguagem C, do algoritmo ale-at�orio que gera o desenho de uma folha de samambaia. Ele 
ome�
a 
om um ponto no
entro da tela, apli
a este ponto a uma das quatro transforma�
~oes que determinama folha de samambaia obtendo assim um novo ponto, a
ende o ponto 
orrespondentena tela do 
omputador e reapli
a o novo ponto a outra transforma�
~ao es
olhida ao28



Figura 2.9: Drag~aoa
aso. Este pro
esso �e repetido tantas vezes quantas forem ne
ess�arias para a ob-ten�
~ao da imagem na tela do 
omputador. Para as imagens mostradas nesta se�
~aoforam utilizadas por volta de 25.000 itera�
~oes do algoritmo. A imagem resultante �e
hamada de atrator do SFI.

Figura 2.10: SamambaiaSamambaia(){int px, py, k, i;float x = 0, y = 0, novoX, j,a[4℄ = {0.0, 0.2, -0.15, 0.85},b[4℄ = {0.0, -0.26, 0.28, 0.04},
[4℄ = {0.0, 0.23, 0.26, -0.04},d[4℄ = {0.16, 0.22, 0.24, 0.85},29



e[4℄ = {0.0, 0.0, 0.0, 0.0},f[4℄ = {0.0, 0.2, 0.2, 0.2},p[4℄ = {0.01, 0.08, 0.15, 1.0};for (i = 1; i < 25000; i++){ j = (float)rand()/RAND_MAX; /* j re
ebe um n�umero aleat�orio entre 0 e 1 */if (j < p[0℄) k = 0; elseif (j > p[0℄ && j < p[1℄) k = 1; elseif (j > p[1℄ && j < p[2℄) k = 2; elseif (j > p[2℄) k = 3;novoX = (a[k℄ * x + b[k℄ * y + e[k℄);y = (
[k℄ * x + d[k℄ * y + f[k℄);x = novoX;px = (int)(x*500 - 100);py = (int)(y*125 - 100);if (px >= -320 && px < 320 && py >= -100 && py < 100)putpixel(px + 320, 100 - py, 
or);}}/* Samambaia */Veremos, em 5.2.4 
omo apli
ar os SFI �a 
omposi�
~ao musi
al. O modelo l�a utili-zado �e um pou
o diferente. Ao inv�es de a
ender pontos na tela de um 
omputador,o algoritmo �e modi�
ado para in
rementar7 o valor das posi�
~oes de uma matrizbidimensional8. No in��
io, a matriz 
ome�
a 
om valores nulos em todas as posi�
~oes.Depois de rodado o algoritmo SFI, as posi�
~oes da matriz que 
ontêm valores n~aonulos 
orrespondem aos pontos do atrator do SFI. O 
onte�udo de 
ada posi�
~ao damatriz 
orresponde ao n�umero de vezes que o algoritmo passou por ela.7Somar 1.8Na verdade, a tela de um 
omputador n~ao deixa de ser uma matriz bidimensional.30



Figura 2.11: Jato2.7 CADEIAS DE MARKOVNesta se�
~ao apresentaremos 
on
eitos matem�ati
os que foram amplamenteutilizados na 
omposi�
~ao musi
al auxiliada por 
omputadores.Em um sistema isolado de n part��
ulas basta sabermos a posi�
~ao e a velo
idadevetorial das n part��
ulas em um determinado instante para prever toda a evolu�
~aodo sistema nos instantes seguintes. Em outras palavras, n~ao �e ne
ess�ario 
onhe
ero passado do sistema para prever o seu futuro, basta o presente. Existe um modeloesto
�asti
o que tem um 
omportamento an�alogo: as 
adeias de markov.Suponha que o 
omportamento de um sistema �e des
rito por \fotogra�as" desuas part��
ulas em intervalos de tempo 
onstantes. Chamaremos 
ada umas destas\fotogra�as" de o estado do sistema num determinado instante. Assim, a evolu�
~aode um sistema 
om 
omportamento aleat�orio pode ser des
rita por uma seq�uên
iaX0;X1;X2; . . . de estados.Seja E um 
onjunto de estadosE = fe1; e2; e3; . . . ; ekgA seq�uên
ia X0;X1;X2;X3; . . ., 
om Xi 2 E para i = 1; 2; 3; . . . ser�a 
hamada de
adeia de Markov se para qualquer seq�uên
ia de estados x0; x1; x2; . . . ; xkP (Xk = xkjXk�1 = xk�1; . . . ;X0 = x0) = P (Xk = xkjXk�1 = xk�1)31



Esta express~ao matem�ati
a signi�
a exatamente que a mudan�
a do estado Xk�1para o estado Xk depende apenas de Xk, n~ao depende dos estados anteriores.As probabilidades 
ondi
ionais P (Xk = eijXk�1 = ej) de sair do estado j noinstante k � 1 e 
hegar ao estado i no instante k �e 
hamada de probabilidade detransi�
~ao.Uma tabela de transi�
~ao de uma 
adeia de Markov �e uma tabela que indi
aas probabilidades das transi�
~oes de 
ada estado para 
ada estado. Se tivermos, porexemplo, três estados (e1; e2; e3) uma poss��vel tabela de transi�
~ao �e a seguinte:e1 e2 e3e1 0,33 0,33 0,34e2 0,25 0,25 0,5e3 0,0 0,8 0,2Tabela 2.2: Tabela de transi�
~ao de primeira ordem.A ter
eira linha, por exemplo, indi
a que, estando no estado 3, n~ao se vai direta-mente para o estado 1, move-se para o estado 2 
om probabilidade 0,8 ou permane
e-se no estado 3 
om probabilidade 0,2.A tabela 2.2 �e uma tabela de transi�
~ao de primeira ordem pois s�o o estado atualinteressa para sabermos as probabilidades das transi�
~oes para os outros estados.Quando estamos trabalhando 
om 
adeias de Markov, tabelas de primeira ordems~ao su�
ientes. Outros modelos, no entanto, ne
essitam da informa�
~ao do estadoem instantes passados e portanto s~ao ne
ess�arias tabelas de maior ordem. A seguir,um exemplo de tabela de transi�
~ao de segunda ordem num modelo de dois estados(e1 e e2). e1 e2e1e1 0,5 0,5e1e2 0,25 0,75e2e1 0,1 0,9e2e2 0,8 0,2Tabela 2.3: Tabela de transi�
~ao de segunda ordem.A segunda linha da tabela 2.3 indi
a que tendo passado pelo estado 1 e, em se-guida, pelo estado 2, estaremos, no instante seguinte, no estado 1 
om probabilidade0,25 ou no estado 2 
om probabilidade 0,75.32



Tabelas de transi�
~ao de diversas ordens foram usadas para a 
omposi�
~ao musi
al.O primeiro a utilizar esta t�e
ni
a foi Lejaren Hiller (ver 3.1.1) na d�e
ada de 50, Aid�eia de Hiller foi 
riar um sistema onde 
ada estado 
orrespondia a uma notamusi
al. Hiller analisou 
omposi�
~oes tradi
ionais e 
al
ulou qual a probabilidadede uma determinada voz exe
utar uma nota x dado que ela estava exe
utando umanota y.Com estes dados, Hiller montou tabelas de transi�
~ao 
om uma linha e uma 
olunapara 
ada nota musi
al e gerou melodias fazendo 
om que o 
omputador 
omputasseo movimento mel�odi
o aleatoriamente seguindo as probabilidades da tabela.Note que atrav�es das tabelas de transi�
~ao �e poss��vel manipular qualquer parâmetrode uma 
omposi�
~ao musi
al e n~ao s�o a altura das notas. A seguir, uma tabela detransi�
~ao de primeira ordem que pode ser usada para gerar melodias diatôni
as. Asprobabilidades foram extra��das da melodia de Lua de S~ao Jorge de Caetano Veloso.D�o℄3 R�e3 Mi3 Fa℄3 Sol℄3 La3 Si3 D�o℄4 R�e4D�o℄3 0 0,5 0 0 0 0,5 0 0 0R�e3 0 0 1 0 0 0 0 0 0Mi3 0,25 0 0,125 0,625 0 0 0 0 0Fa℄3 0 0 0,273 0 0,182 0,273 0,272 0 0Sol℄3 0 0 0 0,75 0 0,25 0 0 0La3 0 0 0 0 0,545 0 0,455 0 0Si3 0 0 0,167 0 0 0,417 0 0,416 0D�o℄4 0 0 0 0 0 0,125 0,5 0 0,375R�e4 0 0 0 0 0 0 0 1 0Tabela 2.4: Tabela de transi�
~ao gerada a partir de Lua de S~ao Jorge de CaetanoVeloso.A m�usi
a gerada 
om 
adeias de Markov �e bem organizada se for analisadalo
almente. Por�em, globalmente, �e uma m�usi
a 
ompletamente aleat�oria. A utili-za�
~ao de tabelas de transi�
~ao de ordem superior aumenta a 
orrela�
~ao entre as notaspr�oximas mas a m�usi
a ainda pare
e dispersa se for analisada o seu todo. Na se�
~ao6.1 mostramos os resultados da pesquisa de Ri
hard Voss que apresenta um m�etodode gera�
~ao de m�usi
a 
om alta 
orrela�
~ao tanto lo
al quanto global.
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2.8 REFERÊNCIAS BIBLIOGR�AFICASUma introdu�
~ao aos 
on
eitos b�asi
os de an�alise matem�ati
a 
omo 
onjuntos,fun�
~oes, seq�uên
ias, topologia, derivadas e integrais pode ser en
ontrada em [LIMA87℄.Fra
tal Everywhere, [BARNSLEY 88℄, �e baseada num 
urso de geometria fra
talministrado pelo autor na S
hool of Mathemati
s at Georgia Institute of Te
hnology edestinado a alunos que tenham tido pelo menos dois anos de 
�al
ulo. Aborda, de umaforma did�ati
a, os Sistemas de Fun�
~oes Iteradas, 
ont�em uma introdu�
~ao aos espa�
osm�etri
os, de�ni�
~oes de dimens~ao fra
tal, de dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h e dein�umeros outros assuntos relativos a geometria fra
tal n~ao abordados no presentetexto.A referên
ia para o movimento Browniano, ru��dos 1f , medida de Hausdor� e paraa dimens~ao de Hausdor�-Besi
ovit
h �e a \b��blia" dos fra
tais: The Fra
tal Geometryof Nature, [MANDELBROT 83℄.Cadeias de Markov �e o assunto do 
ap��tulo 5 do livro Probability and Sto
hasti
Pro
esses, [BREIMAN 69℄.
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Cap��tulo 3A M�USICA DIGITAL\N~ao sabendo que era imposs��vel,ele foi l�a e fez."Jean Co
teauA express~ao \m�usi
a atrav�es do 
omputador" ou, 
omo iremos nos referirdaqui para frente, \m�usi
a digital" engloba uma grande variedade de pr�ati
as
omposi
ionais.O 
omputador pode ser utilizado para gerar partituras a partir do pro
essa-mento de 
ertos dados e a partir desta partitura a m�usi
a pode ser exe
utada porinstrumentos 
onven
ionais.Alternativamente, o 
omputador pode produzir um sinal digital pronto para sersubmetido a um 
onversor digital-anal�ogi
o, ampli�
ador e a um alto-falante 1, sendoassim ele pr�oprio o instrumento musi
al gerador do som.Finalmente, podemos ter o 
omputador 
omo uma m�aquina 
ontroladora dediversos equipamentos anal�ogi
os de est�udio nos 
hamados sistemas h��bridos.N~ao 
onsideraremos m�usi
a digital aquela na qual o 
omputador tem um papelpassivo, isto �e, utilizar o 
omputador apenas 
omo um editor de partituras ou 
omoum seq�uen
iador 2 n~ao �e fazer m�usi
a digital.Toda a produ�
~ao da m�usi
a digital, em seus prim�ordios, foi realizada nos la-borat�orios da empresa telefôni
a Bell em New Jersey, no Institut de Re
her
he et1Ver APÊNDICE I2Ver APÊNDICE I 35



Figura 3.1: S��ntese digital do som.Coordination A
oustique/Musique (IRCAM) em Paris, e nas grandes universidadesameri
anas pois estas, em geral, 
ontavam 
om 
entros de 
omputa�
~ao de f�a
il a
essoaos pesquisadores.No in��
io dos anos 70, alguns est�udios 
ome�
aram a 
omprar 
omputadores me-nores que n~ao se prestavam �a s��ntese direta do som devido �as suas limitadas 
apa
i-dades mas se prestavam, sim, a um trabalho h��brido onde o 
omputador 
ontrolavaaparelhos anal�ogi
os 
omo os
iladores, �ltros, ampli�
adores e alto-falantes3.Com a populariza�
~ao dos mi
ro
omputadores na d�e
ada de 80, �
ou f�a
il pa-ra qualquer interessado, desde que disponha dos re
ursos �nan
eiros ne
ess�arios,
omprar um pequeno sistema (pequeno no tamanho, mas grande em termos de 
a-pa
idade de pro
essamento) no qual seja poss��vel desenvolver um trabalho de m�usi
adigital. Infelizmente, ainda hoje, no in��
io da d�e
ada de 90, n�os, 
idad~aos do ter
eiromundo, temos di�
uldade de a
esso a tais m�aquinas.3.1 O COMPUTADOR NA COMPOSI�C~AOAntes de ser utilizado na s��ntese do som ou 
omo 
ontrolador de sistemasanal�ogi
os, o 
omputador foi primeiro utilizado 
omo ferramenta de aux��lio �a 
om-posi�
~ao. Lejaren Hiller e Iannis Xenakis foram os primeiros nomes signi�
ativos apensar numa m�usi
a onde o 
omputador tivesse um papel fundamental no momentoda 
omposi�
~ao. No �m da d�e
ada de 50, ambos utilizavam o 
omputador para gerarnotas musi
ais que depois de impressas eram trans
ritas para nota�
~ao tradi
ional e3Ver APÊNDICE I 36



ent~ao exe
utadas por instrumentos 
onven
ionais.Segundo [BARRAUD 68℄, uma d�e
ada e meia antes do trabalho de Xenakis,um grupo de m�usi
os fran
eses (n~ao identi�
ados por Barraud) levou ao extremoa id�eia da utiliza�
~ao da inform�ati
a. Para eles, era proibido alterar as 
ria�
~oes do
omputador. Estas deviam ser exe
utadas 
om perfei�
~ao. Esta rigidez fez 
om queo grupo n~ao al
an�
asse notoriedade no meio musi
al. J�a Xenakis, mais 
ex��vel, viao 
omputador 
omo uma ferramenta e n~ao 
omo um ser supremo.Podemos 
lassi�
ar os algoritmos 4 utilizados na 
omposi�
~ao em dois grandesgrupos: os algoritmos n~ao-determin��sti
os, onde a exe
u�
~ao depende de es
olhasaleat�orias e, portanto, a 
ada ativa�
~ao temos um resultado diferente e os algoritmosdetermin��sti
os onde 
ada programa produz uma �uni
a sa��da de a
ordo 
om seusparâmetros de entrada.3.1.1 COMPOSI�C~AO N~AO DETERMIN�ISTICAXenakis, 
om sua s�olida forma�
~ao matem�ati
a, explorou basi
amente os algo-ritmos n~ao determin��sti
os, aqueles que envolviam o a
aso. Baseou o seu trabalhona lei dos grandes n�umeros5, a base da teoria das probabilidades 
riando assim a
hamada \M�usi
a Esto
�asti
a"6. O grande n�umero de 
�al
ulos exigidos por seusm�etodos levou-o ao uso da inform�ati
a. Quando tornou p�ubli
as suas inten�
~oes foiata
ado por todos os lados. \M�usi
a aleat�oria? Um absurdo!" era uma frase ouvida
om freq�uên
ia. Sobre isso, Henry Barraud es
reve em seu Para Compreender asM�usi
as de Hoje:\Numa primeira abordagem, tal pro
esso [esto
�asti
o℄, apli
ado �a for-ma�
~ao de uma obra de arte pode pare
er extravagante. E isso sobretudoporque 
om rela�
~ao �a 
ria�
~ao art��sti
a en
ontram-se no grande p�ubli
o
on
ep�
~oes simplistas e românti
as, popularizadas pelo livro e 
inema,e que os pr�oprios 
ompositores, ali�as, n~ao deixaram (. . . ) de sustentar(. . . ). Isso �e roman
e de folhetim ou hist�oria em quadrinhos. Se se 
onsi-dera a 
ria�
~ao art��sti
a de uma forma um pou
o mais realista, per
ebe-sea 
omplexidade vertiginosa dessa opera�
~ao mental, as in�umeras op�
~oes4Ver APÊNDICE I5Ver [HOEL 78℄6Este termo, de origem matem�ati
a, se refere �a lei dos grandes n�umeros.37



que se ofere
em ao pensamento durante seu per
urso, as es
olhas inin-terruptas que,(. . . ) arris
am tanto a afast�a-la 
omo lev�a-la a um �m que(. . . ) nem ao menos est�a 
laramente de�nido. Isso tudo poderia ser �-nalmente representado por torrentes impressionantes de equa�
~oes, e asolu�
~ao �nal do problema �e feita de solu�
~oes par
iais postas lado a lado,em 
ada uma das quais atua mais ou menos 
ons
ientemente uma esp�e
iede 
�al
ulo das probabilidades, uma es
olha entre multid~oes de poss��veis."As referên
ias mais antigas sobre de uso do 
omputador na m�usi
a datam de1956. E, 
oin
identemente, duas experiên
ias distintas de 
omposi�
~ao 
om o 
om-putador foram realizadas neste ano.Dois matem�ati
os da empresa ameri
ana Burroughs, Martin Klein e DouglasBolitho, foram, possivelmente, os autores da primeira pe�
a de m�usi
a digital. Traba-lhando 
om um 
omputador 
hamado DATATRON, os pesquisadores \inspiravam"7am�aquina 
om um n�umero aleat�orio de 10 d��gitos. Este n�umero era uma semente pa-ra a gera�
~ao de 1000 novos d��gitos 
ada um representando uma nota musi
al. Oprograma, ent~ao \motivava" o DATATRON a es
olher su
essivamente uma destasmil notas e testar sua \a
eita�
~ao mel�odi
a".No dia 15 de julho de 1956 foi ao ar pela KABC-TV de Los Angeles a pe�
a PushBotton Bertha que foi um dos resultados dos experimentos de Klein e Bolitho.A pe�
a que, em geral, �e 
onsiderada 
omo a primeira da m�usi
a digital �e a Illia
Suite 
omposta a partir de 1955 por Lejaren Hiller e Leonard Isaa
son utilizandoo 
omputador Illia
 da Universidade de Illinois. Tamb�em em julho de 1956, foirealizado um 
on
erto onde tre
hos desta obra foram exe
utados. A vers~ao �nal foipubli
ada em 1957.Diferentemente da pe�
a Push Button Bertha, os pro
edimentos para a 
ompo-si�
~ao da Illia
 Suite s~ao bem 
onhe
idos. Um programa gerava alturas, dura�
~oes,e as demais 
ara
ter��sti
as da pe�
a aleatoriamente. No primeiro movimento, 
adadado novo gerado s�o era a
res
entado �a m�usi
a se respeitasse determinadas regrasbaseadas na m�usi
a tradi
ional. O programa gerava um n�umero no intervalo de 0 a15 que 
orrespondia �as notas de duas oitavas da es
ala diatôni
a de D�O, as notas 
or-7Os termos entre aspas s~ao origin�arios de um texto de autor anônimo publi
ado pela Burroughsem agosto de 1956. 38



respondentes a estes n�umeros tinham que respeitar as regras mel�odi
as e harmôni
asdo 
ontraponto de primeira esp�e
ie8 Se uma nota formava uma dissonân
ia ou umsalto n~ao permitido, esta nota era des
artada e uma nova era gerada aleatoriamente.O segundo movimento ini
ia-se totalmente aleat�orio e, a medida que o tempo passa,s~ao impostas regras do 
ontraponto. No �m do movimento temos um perfeito 
on-traponto de nota 
ontra nota a quatro vozes. O ter
eiro movimento utiliza as dozenotas e apresenta grande 
omplexidade e variedade r��tmi
a. O �ultimo movimentoutiliza 
adeias de Markov9.Na sua Computer Cantata, Hiller explorou n~ao s�o as tabelas de transi�
~ao10 deprimeira ordem (
adeias de Markov) mas tamb�em as de segunda, ter
eira, quartae 0-�ezima ordem para obter aproxima�
~oes probabil��sti
as da obra Three Pla
es inNew England de Charles Ives. Hiller delineava o per�l geral de tre
hos da 
antatadeterminando o 
omportamento da dinâmi
a e da densidade de notas no de
orrerdo tempo, os detalhes eram determinados pelo 
omputador que obede
ia �a tabelade transi�
~ao. Outros tre
hos utilizavam t�e
ni
as seriais ou o 
ontrole de 
on
eitoste�ori
os 
omo a \dissonân
ia harmôni
a".Para Iannis Xenakis, a m�usi
a do s�e
ulo XX estava se desenvolvendo de talmaneira que o que interessava n~ao eram mais as pequenas formas, as 
�elulas r��tmi
ase mel�odi
as, mas sim, o desenho global da obra, as densidades, os blo
os sonoros.Henry Barraud 
ita Xenakis em [BARRAUD 68℄:\No s�e
ulo XIX, havia uma linguagem formada, 
odi�
ada. (. . . ) Ha-viam 
onven�
~oes so
ias, estas 
onven�
~oes explodiram, n~ao foram subs-titu��das. Em 
onseq�uên
ia disso, a sensibilidade j�a n~ao tem 
onven�
~oespara se exprimir. Ela se exprime de uma outra maneira(. . . )"A prin
ipal meta de Xenakis era determinar as 
ara
ter��sti
as dos blo
os sonorosque queria 
riar e es
rever programas de 
omputador que 
riassem blo
os sonoros
om estas 
ara
ter��sti
as. Xenakis desenvolveu o Programa de M�usi
a Esto
�asti
a(SMP) onde des
revia se�
~oes de suas m�usi
as utilizando analogias ao modo 
omo8Ver [Koellreutter 89℄9Ver se�
~ao 2.810Ver se�
~ao 2.8 39



nuvens s~ao vistas - 
omo uma distribui�
~ao estat��sti
a das part��
ulas. O desenho, adensidade, a taxa de mudan�
a de um grupo de elementos era, para Xenakis, muitomais importante que um elemento isolado.Gottfried Mi
hael Koenig, ap�os trabalhar 
om Sto
khausen no est�udio de m�usi
aeletrôni
a da r�adio de Colônia,na d�e
ada de 60, foi para a Holanda dirigir o Instituteof Sonology at Utre
ht State University que se tornou o 
entro da m�usi
a digitaleurop�eia.Koenig desenvolveu dois sistemas. O PROJECT 1, baseado nos prin
��pios tra-di
ionais da m�usi
a serial mas que n~ao propor
ionava ao usu�ario um bom 
ontrolesobre o material produzido, e o PROJECT 2 que era um software de uso geral quepermitia um 
ontrole de muitos parâmetros relativos ao produto �nal. Ini
ialmen-te, no PROJECT 2, o usu�ario determina, para 
ada parâmetro (dura�
~ao, altura,timbre, et
.) um 
onjunto de poss��veis o
orrên
ias. Por exemplo, para o parâmetrodura�
~ao, o usu�ario diz qual s~ao as dura�
~oes que poder~ao apare
er na pe�
a produzida.Em seguida, para um 
erto parâmetro, o usu�ario es
olhe entre 6 poss��veis regras desele�
~ao dos elementos de um 
onjunto:� ALEA: onde o 
omputador sele
iona aleatoriamente qualquer elemento do 
on-junto. No exemplo das dura�
~oes, o 
omputador es
olhe aleatoriamente umadas dura�
~oes determinadas pelo usu�ario.� SERIES: a es
olha aleat�oria �e feita de tal modo que, entre duas o
orrên
ias deum mesmo elemento, todos os outros elementos apare�
am.� RATIO: entre duas o
orrên
ias de um mesmo elemento, um determinadon�umero (que varia 
onforme o elemento) de outros elementos apare
em.� GROUP: produz repeti�
~oes dos elementos em grupos.� SEQUENCE: permite ao usu�ario determinar a ordem na qual os elementosapare
em.� TENDENCY: apli
a \m�as
aras" ao gerador aleat�orio ajustando dinami
amen-te o 
onjunto de valores que podem ser sele
ionados.40



Este 
on
eito de m�as
ara foi o ponto prin
ipal do sistema POD desenvolvidoposteriormente por Barry Truaux. O sistema POD foi utilizado em in�umeras 
om-posi�
~oes. Entre elas podemos 
itar Nautilus para per
uss~ao solo e quatro pistas desom sintetizado por 
omputador 
omposta em 1976. Truaux utilizou m�as
aras para
ontrolar a freq�uên
ia e a densidade de 
omponentes FM11. A parte perform�ati
adesta obra se assemelha a Zyklus de Sto
khausen para pre
uss~ao solo. O exe
utantepermane
e no 
entro de um 
��r
ulo formado por instrumentos de quatro fam��lias(tambores, madeiras, metais pesados e metais leves). Em Nautilus, o per
ussionista�e livre para es
olher a ordem na qual as oito se�
~oes da pe�
a ser~ao exe
utadas.As experiên
ias de Charles Wuorinen 
om m�usi
a digital giraram em torno dagera�
~ao de alturas 
om padr~ao equivalente ao ru��do 1f 12 e resultaram no seu livroSimple Composition de 1979.Larry Austin, um nome importante da m�usi
a de vanguarda desde a d�e
adade 60, tem utilizado 
omputadores tanto 
omo ferramenta de aux��lio �a 
omposi�
~aoquanto 
omo meio de s��ntese do som. Austin tem 
omo um de seus temas a utiliza�
~aode fenômenos naturais, 
omo 
ostas litorâneas e per�s de montanhas na determi-na�
~ao de parâmetros musi
ais. Na sua 
omposi�
~ao Canadian Coastlines (1981),Austin usa tre
hos do litoral 
anadense para determinar o ritmo, a dinâmi
a, adensidade, e os intervalos mel�odi
os. A primeira audi�
~ao desta pe�
a, en
omendadapor uma r�adio 
anadense, foi exe
utada 
om os m�usi
os em três 
idades diferen-tes: Toronto, Halifax e Winnepeg. O som vindo destas três 
idades foi mixado eretransmitido para todo o Canad�a.Charles Dodge possui um extenso trabalho envolvendo a m�usi
a digital. Co-autor do livro Computer Musi
: Synthesis, Composition and Performan
e [DODGEe JERSE 85℄, 
ompôs in�umeras obras utilizando o 
omputador 
omo ferramenta deaux��lio. Dodge ouviu Mandelbrot falar sobre seu trabalho em geometria fra
tal e istolhe deu um grande impulso 
riativo. Desde 1984, quando es
reveu a sua primeirape�
a baseada na geometria fra
tal, Pro�le, Dodge utilizou os fra
tais em varias obrastais 
omo Roundelay (1985) para 
oro SATB e �ta magn�eti
a, A Post
ard from the11Ver APÊNDICE I12Ver se�
~ao 2.6 41



Vol
ano (1986) para soprano e �ta magn�eti
a, Song Without Words (1986) para
omputador sintetizador e Viola Elegy (1987) para viola e �ta magn�eti
a 
ontendosons gerados por 
omputador.Na se�
~ao 5.2 veremos mais detalhadamente algumas t�e
ni
as 
omposi
ionais u-tilizadas por Dodge.3.1.2 COMPOSI�C~AO DETERMIN�ISTICANo 
ampo da 
omposi�
~ao determin��sti
a, temos Dexter Morrill que es
reveuum estudo para trompete e �ta magn�eti
a utilizando um programa denominadoSCORE desenvolvido em Stanford por Leland Smith. SCORE entre outras 
oisas,era 
apaz de alterar um motivo 
riado pelo usu�ario devolvendo-o transposi�
~oes,expans~oes, 
ompress~oes r��tmi
as e mel�odi
as, invers~oes, retrograda�
~oes, et
. Esteestudo, es
rito em 1975, apresenta frases de trompete que s~ao respondidas pela �tato
ando transforma�
~oes, realizadas pelo SCORE, da frase do trompete.Esta t�e
ni
a �e 
hamada de 
omposi�
~ao mot��vi
a pois trabalha em 
ima de trans-forma�
~oes de motivos. Outro 
ompositor que utilizou esta t�e
ni
a foi Gareth Loy.Em sua tese de doutorado, Loy apresenta a pe�
a Nekyia (1979) na qual utiliza n~ao s�oas transforma�
~oes mot��vi
as tradi
ionais 
omo transposi�
~oes e invers~oes mas tamb�emtransforma�
~oes que s�o podem ser exe
utadas por 
omputador. Por exemplo, Loy re-pete su
essivamente uma frase mel�odi
a e a expande gradualmente a medida queo tempo passa. Ou seja, Loy aumenta gradualmente o tamanho de 
ada interva-lo da melodia. Algo semelhante �e feito 
om um motivo r��tmi
o mas, ao inv�es deexpandido, ele �e transformado no seu inverso 13.Compositores 
omo Conlon Nan
arrow, John Melby e, o j�a 
itado, Larry Austinutilizaram o 
ânone imitativo 
omo t�e
ni
a de 
omposi�
~ao. O 
omputador permiten~ao s�o a transposi�
~ao das frases da voz prin
ipal para outras alturas mas tamb�emo 
ontrole do andamento na qual estas vozes exe
utam estas frases. Na pe�
a StudyNo. 36 for Player Piano de Nan
arrow (1977), quatro vozes exe
utam a mesmamelodia ini
iando-as em alturas distintas. A primeira voz exe
uta 85 
ompassos porminuto, a segunda, 90 
ompassos por minuto, a ter
eira, 95 e a quarta, 100. Aordem de entrada das vozes e do �m da exe
u�
~ao de 
ada uma delas pode ser vista13O inverso �e o que obtemos lendo o ritmo de tr�as para frente.42



voz 1voz 2voz 3voz 4Figura 3.2: Diagrama das vozes em Study No.36 for Player Piano de Conlon Nan-
arrow.no diagrama da �gura 3.2.As vozes 
ome�
am defasadas, v~ao se aproximando at�e atingirem o un��ssono noponto 
entral da pe�
a e, a partir da��, 
ome�
am a se distan
iar novamente.John Melby e Barry Ver
oe utilizaram o 
omputador 
omo ferramenta de aux��lio�a 
omposi�
~ao dode
afôni
a. Os 
�al
ulos envolvidos na transposi�
~ao, invers~ao e retro-grada�
~ao das s�eries foram realizadas por 
omputador dando, assim, mais agilidadeao pro
esso 
omposi
ional.Charles Ames, um ba
harel em matem�ati
a e em 
omposi�
~ao musi
al, 
ontinuouseus estudos num mestrado em 
omposi�
~ao musi
al na State University of New Yorkat Bu�alo 
om Morton Feldman e Lejaren Hiller tendo sido assistente do �ultimo.Ames, ini
ialmente interessado no 
omputador 
omo meio de exe
u�
~ao musi-
al, passou a utiliz�a-lo para a 
omposi�
~ao autom�ati
a de pe�
as para instrumentosa
�usti
os.Para 
ompor a pe�
a Proto
ol para piano solo apresentada pela primeira vez em1981, o 
ompositor montou um 
omplexo sistema 
omputa
ional. Ames fez uso deum m�etodo de uma sub-�area da Ciên
ia da Computa�
~ao, a Inteligên
ia Arti�
ial.Este m�etodo �e utilizado em jogos de tabuleiro 
omo xadrez, damas, e otelo. Nos43



jogos, o m�etodo 
onsiste em elaborar uma fun�
~ao, 
hamada de heur��sti
a, que avaliase uma determinada disposi�
~ao das pe�
as no tabuleiro �e boa ou n~ao para o 
ompu-tador (que �e um dos jogadores). Esta fun�
~ao atribui uma nota a 
ada 
on�gura�
~aodo tabuleiro. O 
omputador per
orre ent~ao, toda uma �arvore de possibilidades dejogadas, suas e do advers�ario, e ent~ao es
olhe o movimento que obt�em a maior notana heur��sti
a adotada.Apli
a-se este m�etodo �a m�usi
a de�nindo-se uma heur��sti
a que avalia um tre
homusi
al segundo a qualidade harmôni
a, dependên
ia ou independên
ia das vozes,presen�
a, ou n~ao, de quintas e oitavas paralelas. O 
omputador sele
iona entre umrepert�orio de possibilidades aquela que �e julgada a melhor pela heur��sti
a. Detalhessobre a estrutura�
~ao de Proto
ol podem ser en
ontrados em [AMES 82℄.3.1.3 S�INTESE DO SOMO som pode ser 
onsiderado 
omo uma varia�
~ao da press~ao do ar em fun�
~aodo tempo. Quando fazemos um diapas~ao a�nado na nota l�a emitir o seu som 
ara
-ter��sti
o estamos produzindo perturba�
~oes na press~ao do ar 44O vezes por segundo.Se um 
omputador ligado a um alto-falante faz 
om que o ar vibre 440 vezes porsegundo estaremos sintetizando um l�a atrav�es do 
omputador.As primeiras tentativas de utilizar o 
omputador 
omo uma ferramenta parasintetizar o som datam do meio da d�e
ada de 50. Pesquisadores dos Bell Telepho-ne Laboratories estavam interessados em transmitir 
onversa�
~oes telefôni
as de umaforma digitalizada: o som era transformado em uma seq�uên
ia de bits 14 que eramtransmitidos pelo �o telefôni
o e, ao 
hegar na outra extremidade, transformadosnovamente em ondas sonoras. As di�
uldades en
ontradas em transmitir v�arias 
on-versas simultaneamente por uma s�o linha telefôni
a levaram ao uso do 
omputador
omo ferramenta de aux��lio. Assim, pela primeira vez, o 
omputador foi utilizadona manipula�
~ao do som.Os sistemas telefôni
os s�o tinham uma 
erta �delidade numa pequena gama defreq�uên
ias 
on
entradas na parte inferior do espe
tro sonoro. A equipe de pesqui-sadores, ent~ao, 
ome�
ou a trabalhar 
om a id�eia de que seria poss��vel, atrav�es dadigitaliza�
~ao do som, 
onstruir-se um sistema telefôni
o t~ao �el quanto uma trans-14Ver APÊNDICE I 44



miss~ao radiofôni
a 15.Foi neste 
lima de investiga�
~ao que Max Mathews, engenheiro da Bell, 
ome�
oua explorar o uso do 
omputador 
omo meio de produ�
~ao de efeitos sonoros. Suasprimeiras tentativas foram dois programas experimentais: MUSIC I, de 1957 e MU-SIC II de 1958. Ambos produziam sons muito simples sendo que MUSIC I e MUSICII utilizavam, respe
tivamente, uma e quatro fun�
~oes que geravam ondas sonorastriangulares. O 
omputador utilizado foi um IBM 704 que, para os padr~oes atuaisseria uma grande e lenta m�aquina 
heia de �os e v�alvulas.Em 1959, a Bell 
omprou o modern��ssimo IBM 7094, um 
omputador de segundagera�
~ao, sem v�alvulas, 
om 
ir
uitos baseados em transistores (uma m�aquina bemmais r�apida que o IBM 704 mais ainda muito mais lenta que um PC atual). Com ele,Mathews produziu o MUSIC III j�a bem mais elaborado que seus ante
essores. Estas�erie de programas 
ontinuou sendo desenvolvida. Em 1973, foi es
rito, no MIT, oMUSIC 11.Em geral, estes programas têm um esqueleto pare
ido. O que foi sendo melho-rado �e a qualidade do som gerado digitalmente. Para sintetizar um som, o 
om-putador efetuava 
�al
ulos matem�ati
os para espe
i�
ar as 
ara
ter��sti
as da ondasonora, produzindo para tal, 
adeias de bits que representavam estas 
ara
ter��sti
as.A �delidade do resultado dependia tanto da velo
idade 
om que estes bits eramtransmitidos quanto da pre
is~ao 
om que eles representavam a onda sonora.As vers~oes mais so�sti
adas do MUSIC 
ontinham rotinas que simulavam equipa-mentos de est�udio 
omo os
iladores, �ltros, unidades de reverbera�
~ao e moduladoresde envolt�oria16 e uma vez que estes equipamentos eram simulados por software, a�uni
a limita�
~ao para o n�umero de unidades era o tamanho da mem�oria do 
ompu-tador utilizado. Com isso, uma grande gama de timbres podia ser sintetizada.A gera�
~ao das ondas era baseada no prin
��pio da s��ntese aditiva ,isto �e, ondaseram produzidas atrav�es da soma de 
omponentes sinusoidais 17. Podemos 
itar 
o-mo exemplo de s��ntese aditiva a 
omposi�
~ao de um som fundamental ao seu segundoharmôni
o que nos d�a 
omo resultado uma onda pare
ida 
om aquela produzidapelo obo�e 
omo mostra a �gura 3.3.15Os modernos CD's guardam o som de forma digitalizada e al
an�
am uma �delidade inigual�avelpor m�etodos anal�ogi
os.16Ver APÊNDICE I17Ver APÊNDICE I 45



Figura 3.3: Som fundamental, segundo harmôni
o e a 
omposi�
~ao dos dois.Na d�e
ada de 70, John Chowning desenvolveu em Stanford pesquisas sobre amanipula�
~ao de sons gerados atrav�es da modula�
~ao por freq�uên
ia e da modula�
~aopor amplitude (FM e AM)18. No entanto, dois fatores di�
ultaram o desenvolvimen-to desta t�e
ni
a. Primeiramente, esta t�e
ni
a n~ao propor
iona ao 
ompositor umdom��nio total sobre o som produzido, e em segundo lugar, o uso indis
riminado quese fez dos timbres gerados atrav�es da FM saturou os ouvidos dos estudiosos e dop�ubli
o. Os timbres de FM mar
aram a m�usi
a popular gra�
as �a enorme difus~ao dosintetizador DX-7 da YAMAHA que utilizava esta t�e
ni
a.Infelizmente, a predominân
ia de pe�
as experimentais 
on
ebidas por 
ientistasao inv�es de 
ompositores experientes 
ontribuiu para o 
eti
ismo dos m�usi
os 
omrela�
~ao �a m�usi
a digital.Algumas modi�
a�
~oes do MUSIC V e do MUSIC 10 realizadas no IRCAM per-mitiram que sons gerados externamente 
omo o som de um violino ou o barulho da
huva, por exemplo, fossem digitalizados e pro
essados dentro do 
omputador. Estean
estral dos modernos samplers19 deram vida nova �a m�usi
a digital.18Ver APÊNDICE I19Veja 3.1.5
46



3.1.4 SISTEMAS H�IBRIDOSUma das primeiras tentativas de se desenvolver sistemas de instrumentos a-nal�ogi
os de est�udio 
ontrolados por 
omputador foi realizada por James Gaburae Gustav Ciamaga na Universidade de Toronto, em 1965, resultando num sistemade 
ontrole em tempo real para dois os
iladores e dois reguladores de amplitude
omandados por um IBM 1620. Mas foi Mathews, o 
riador da s�erie MUSIC, quemprimeiro 
onstruiu um potente sistema h��brido nos laborat�orios da Bell Telephone, osistema GROOVE (\Generated Real-time Output Operations on Voltage-
ontrolledEquipment").O sistema 
onsistia de um 
omputador 
entral, unidade de dis
o, unidade de�ta magn�eti
a, uma interfa
e para os equipamentos anal�ogi
os e dois 
onversoresque forne
iam as 
oordenadas horizontais e verti
ais para um v��deo. Este �ultimopermitia ao 
ompositor uma visualiza�
~ao do que estava o
orrendo 
om o sistema.O operador dispunha de um te
lado (tipo m�aquina de es
rever) onde digitava 
o-mandos, um te
lado 
omo o de um piano 
om vinte e quatro notas, um joysti
ktridimensional e um bot~ao girat�orio. Todo esse sistema 
ontrolava doze os
iladores,sete ampli�
adores e dois �ltros. Op
ionalmente, existiam outros equipamentos quepodiam ser 
one
tados 
onforme a 
onveniên
ia.Em [MANNING 89℄, o autor 
ita um artigo apresentado por Mathews na 
on-ferên
ia \M�usi
a e Te
nologia" organizada pela UNESCO em Sto
olmo em 1970,ele via o GROOVE 
omo uma orquestra regida pelo operador do sistema, ou seja, o
ompositor:\(...) o 
omputador deve 
onter a partitura e o exe
utante devein
uen
iar o modo pelo qual ela �e to
ada (...) O modo de reger 
onsisteem girar bot~oes e apertar te
las ao inv�es da manipula�
~ao de uma batuta,mas isto �e um detalhe me
âni
o menor (...) O programa �e basi
amenteum sistema para 
riar, guardar, re
uperar e editar fun�
~oes do tempo. Elepermite a 
omposi�
~ao de fun�
~oes temporais em arquivos guardados nodis
o; re
upera fun�
~oes arquivadas (partitura), 
ombina-as 
om fun�
~oesda entrada (as fun�
~oes do regente) a �m de gerar as fun�
~oes de 
ontroleque dirigem o sintetizador anal�ogi
o (...)".No mesmo per��odo, Peter Zinovie� desenvolvia, em Londres, outro importante47



sistema h��brido: o MUSYS III. Ele era formado por dois pequenos 
omputadores,uma unidade de dis
o, os
ilos
�opio, 252 os
iladores, 64 �ltros, moduladores de en-volt�oria, ampli�
adores, dois geradores de ru��do (um que gerava ru��do bran
o20 etinha sua sa��da �ltrada e outro que simulava instrumentos de per
uss~ao de alturan~ao de�nida) e 
onversores anal�ogi
o-digitais que permitiam o uso de sons geradosfora do sistema. Com este �ultimo equipamento, era poss��vel 
aptar-se um som ex-terno e analisar, por exemplo, o seu espe
tro21. Algumas obras foram 
ompostasutilizando o MUSYS III 
omo Chronometer de Harrison Birtwistle e Glass Musi
 deHans Werner Henze.Um ter
eiro importante sistema h��brido foi o desenvolvido no Elektronmusiks-tudion de Esto
olmo. Devido �a sua distân
ia do resto da Europa, este sistema foimenos utilizado.3.1.5 AS NOVAS TECNOLOGIASEm 1975, John Appleton, Sydney Alonso e Cameron Jones produziram, noDartmouth College, New Hampshire, EUA, o prot�otipo do Syn
lavier.O Syn
lavier �e um sistema 
ompa
to 
onstitu��do de um ban
o de geradores detimbres que foi posteriormente 
omer
ializado pela New England Digital Corpora-tion. Tinha a 
apa
idade de gerar de oito at�e trinta e duas vozes dependendo domodelo. O sistema era 
ontrolado por um mi
ropro
essador e possu��a te
lado musi-
al, te
lado para entrada de 
omandos, unidade de dis
o, mem�oria para armazenara \partitura", monitor de v��deo e in�umeros bot~oes de 
ontrole. Tudo isso podia serdisposto em uma pequena mesa de menos de um metro quadrado.Passados quinze anos, qualquer grupo de m�usi
a popular possui um sintetizadorYAMAHA, ROLAND, KORG, ou similar.Na d�e
ada de 80 
ome�
aram a ser 
omer
ializados os samplers que s~ao sistemasdigitais que manipulam sons gerados externamente. Pode-se, por exemplo, gravar osom de um instrumento a
�usti
o e em seguida to
ar o te
lado do sampler emitindoo timbre do instrumento gravado.Uma padroniza�
~ao importante foi realizada em 1983 quando os prin
ipais fa-bri
antes de sintetizadores se reuniram e elaboraram o MIDI (Musi
al Instrument20Ver APÊNDICE I21Ver APÊNDICE I 48



Digital Interfa
e) que �e um proto
olo de 
omuni
a�
~ao entre 
omputadores, sintetiza-dores, samplers e instrumentos musi
ais. Com o MIDI pode-se montar um sistemautilizando 
omponentes de diferentes modelos e fabri
antes tanto em termos de soft-ware quanto de hardware.No in��
io da d�e
ada de 90, a YAMAHA lan�
ou o SY99 que 
ombina sons geradosde duas maneiras. A primeira �e 
hamada de AFM (Advan
ed Frequen
y Modulation)que �e um aperfei�
oamento da FM 
onven
ional e a segunda �e a AWM (Advan
edWave Memory). Para gerar sons AWM, sons de instrumentos a
�usti
os e eletrôni
oss~ao previamente gravados em est�udios e suas formas de onda s~ao armazenadas namem�oria do SY99 sob a forma de 
adeias de bits. Ao ser soli
itado o sintetizadorreproduz a forma de onda que est�a armazenada em seus 
ir
uitos eletrôni
os.Nesta mesma d�e
ada, presen
ia-se a prolifera�
~ao de softwares editores de par-tituras, manipuladores de ondas sonoras e seq�uen
iadores. Existem vers~oes destesprogramas para 
omputadores da linha IBM-PC, ATARI, MACINTOSH e para oNeXT que �e o 
omputador mais adequado para a produ�
~ao de m�usi
a digital atual-mente.Paralelamente, têm surgido instrumentos 
uja �nalidade �e a intera�
~ao do homem
om as m�aquinas. Um exemplo interessante �e apresentado em [BAUER e FOSS 92℄.Um exe
utante �
a dentro de um quadrado, 
ujos lados medem seis metros, 
arre-gando um transmissor de r�adio e um mi
rofone. Em 
ada v�erti
e do quadrado existeum alto-falante que emite ultra-sons. Os ultra-sons s~ao 
aptados pelo mi
rofone doexe
utante que transmite o sinal de r�adio 
orrespondente para um re
eptor a
opladoa um sistema 
omputa
ional que se en
ontra fora do quadrado. De a
ordo 
om osinal re
ebido, o sistema pode 
al
ular a posi�
~ao, a velo
idade e a a
elera�
~ao doexe
utante 
om uma pre
is~ao muito boa. A partir da��, depende da imagina�
~ao do
ompositor rela
ionar estas três informa�
~oes (posi�
~ao, velo
idade e a
elera�
~ao) aosparâmetros de uma exe
u�
~ao musi
al. Com este instrumento, o ato de to
ar umam�usi
a se transforma numa verdadeira dan�
a.Um equipamento semelhante, por�em reduzido, �e o radio baton22. que �e uma
aixa de aproximadamente quarenta 
ent��metros de lado 
ontendo 
in
o re
eptoresde r�adio. O exe
utante segura dois bast~oes (batons) que 
ontêm transmissores em22Tamb�em 
hamado de Radio Drum. 49



suas extremidades. O instrumento envia dados sobre a movimenta�
~ao dos bast~oespara um 
omputador que se en
arregada da exe
u�
~ao da m�usi
a.Em agosto de 1992, John Appleton apresentou, no Festival de M�usi
a Nova emSantos e S~ao Paulo, algumas de suas 
omposi�
~oes para este instrumento desta
ando-se a Pa
i�
 Rimbombo (1992) para radio baton solo. Nesta �ultima, o radio baton foiutilizado para 
ontrolar a dinâmi
a, os timbres e o andamento da m�usi
a. Comodisse o pr�oprio Appleton, a vantagem do radio baton �e que, 
om ele, o exe
utantepode se preo
upar ex
lusivamente 
om as nuan
es da interpreta�
~ao, o 
omputador�e quem to
a as notas. E o 
omputador nun
a erra.Em termos de 
omposi�
~ao musi
al assistida por 
omputador, a grande novidade,al�em dos fra
tais, �e o uso de um novo 
ampo da Ciên
ia da Computa�
~ao denominadoInteligên
ia Arti�
ial. As experiên
ias em Inteligên
ia Arti�
ial tentam simular ele-troni
amente a inteligên
ia humana. As três t�e
ni
as mais difundidas de Inteligên
iaArti�
ial s~ao os Sistemas Espe
ialistas, as Redes Neurais e as bus
as heur��sti
as em�arvores de possibilidades. Esta �ultima t�e
ni
a foi a utilizada por Ames na 
ompo-si�
~ao de Proto
ol23 .Um Sistema Espe
ialista imita o 
omportamento de um espe
ialista num deter-minado assunto. �E formado por um grande ban
o de dados que guarda as poss��veisde
is~oes de um espe
ialista em 
ertas situa�
~oes. Se o espe
ialista �e um 
ompositorque utiliza o sistema dode
afôni
o, ent~ao o ban
o de dados deve guardar informa�
~oespara a es
olha da s�erie sem repeti�
~oes de notas, as de
is~oes do espe
ialista sobre ouso da s�erie inversa ou retr�ograda, e assim por diante.As Redes Neurais pro
uram simular o fun
ionamento do 
�erebro humano atrav�esde uma rede de \neurônios" algor��tmi
os. A revista Computer Musi
 Journal de-di
ou dois de seus n�umeros �as redes neurais musi
ais, 13(3) e 13(4). Os n�umeros16(1) e 16(2) abordam os �ultimos avan�
os na Inteligên
ia Arti�
ial voltados para am�usi
a.A apli
a�
~ao das t�e
ni
as de Inteligên
ia Arti�
ial �a m�usi
a �e 
om 
erteza o 
ampomais promissor para pesquisas em m�usi
a digital neste �m de s�e
ulo e talvez umadas prin
ipais ferramentas dos m�usi
os do s�e
ulo XXI.23Ver se�
~ao 3.1.2 50



3.1.6 A M�USICA DIGITAL NO BRASILTodos os grandes passos na hist�oria da m�usi
a digital foram dados dentrode universidades ou de Institutos de pesquisa 
omo o IRCAM na Fran�
a. Sem orespaldo destas institui�
~oes, a m�usi
a atrav�es do 
omputador estaria num est�agiomuito menos avan�
ado. �E isso o que o
orre no Brasil. Em plena d�e
ada de 90,quase 40 anos depois das primeiras experiên
ias de Hiller, as grandes universidadesbrasileiras ainda n~ao disp~oem de equipamentos adequados voltados para a produ�
~aode m�usi
a digital. Pode-se tentar 
ulpar as di�
uldades �nan
eiras pr�oprias de pa��sesdo ter
eiro mundo, mas isto seria o
ultar as verdadeiras raz~oes. Com o dinheirogasto na 
ompra de um simples piano de arm�ario, seria poss��vel montar um razo�avellaborat�orio de m�usi
a digital.Felizmente, pare
e que as universidades est~ao modi�
ando o seu 
omportamen-to. Em 1992, foram adquiridos equipamentos pela UFMG, pelo Departamento deComuni
a�
~ao e Semi�oti
a da PUC-SP, pelo SESC-SP e j�a se fala na aquisi�
~ao deequipamentos pelo Instituto de Artes da UNESP e pelo Departamento de M�usi
ada ECA-USP. Resta saber se todos estes projetos ser~ao efetivamente 
olo
ados empr�ati
a. A omiss~ao das universidades fez 
om que os 
ompositores adquirissem seuspr�oprios equipamentos e desenvolvessem trabalhos em pequenos grupos isolados.Des
onhe�
o qualquer publi
a�
~ao a respeito do trabalho em m�usi
a digital de-senvolvido no Brasil. Este seria um belo tema para uma pesquisa de 
ampo queabordasse as experiên
ias dos 
ompositores, radi
ados no Brasil, que j�a tiveram
ontato 
om a m�usi
a digital. Alguns dos nomes a 
onsultar seriam: Aluizio Ar-
ela J�unior, Conrado Silva, Fernando Iazzetta, Florivaldo Menezes Filho, Frederi
oRi
hter, Jos�e Augusto Mannis, Rodolfo Coelho de Souza, Ruri�a Duprat e WilsonSukorski.3.2 REFERÊNCIAS BIBLIOGR�AFICASReferên
ias hist�ori
as a respeito da m�usi
a do s�e
ulo XX podem ser en
ontra-dos em [BARRAUD 75℄, [GRIFFITHS 81 e 87℄, [PAZ 76℄ e [STUCKENSCHMIDT75℄. Em [EMMERSON 85℄, [HOWE 75℄, [MANNING 89℄ e [STRANGE 72℄ temosreferên
ias espe
���
as em rela�
~ao �a m�usi
a eletrôni
a. Finalmente em [AMES 87℄,[DODGE 85℄, no artigo de Lejaren Hiller em [LINCOLN 70℄, em [MANNING 89℄,51



em [MATHEWS 69℄ temos textos que abordam a m�usi
a digital de forma maisdetalhada. O Computer Musi
 Journal, uma publi
a�
~ao quadrimestral do Massa-
husetts Institute of Te
hnology (MIT), �e sempre a publi
a�
~ao mais atualizada sobreo assunto.
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Cap��tulo 4AN�ALISE MUSICALAUXILIADA PORCOMPUTADOR \Todo homem, por natureza,quer saber."Arist�otelesOs prin
ipais m�etodos de an�alise musi
al assistida por 
omputador fazemuso de levantamentos estat��sti
os, de Gram�ati
as e Linguagens Formais e de modelosde Inteligên
ia Arti�
ial. Este 
ap��tulo aborda brevemente os dois primeiros m�etodose d�a uma referên
ia bibliogr�a�
a do �ultimo.4.1 AN�ALISE ESTAT�ISTICAComputadores s~ao m�aquinas que fun
ionam ex
ep
ionalmente bem quando sedeseja 
ontar quantas vezes a
onte
e um 
erto fenômeno desde que este fenômenopossa ser determinado de maneira objetiva e l�ogi
a. Diversos m�usi
os, 
ientes des-ta poten
ialidade dos 
omputadores, utilizaram-no para 
olher dados quantitativossobre pe�
as musi
ais 
omo forma de adquirir subs��dios para a an�alise destas pe�
as.At�e a d�e
ada de 70, in
lusive, a an�alise musi
al assistida por 
omputador eraum trabalho que exigia 
oragem. O primeiro e mais dif��
il passo era transmitir ao
omputador as informa�
~oes sobre uma 
erta pe�
a, isto �e, a sua partitura. Para53




ada nota da partitura, digitava-se, no m��nimo, a sua altura e a sua dura�
~ao1. Aan�alise de uma sinfonia 
ompleta era imposs��vel pois uma obra deste porte possui
entenas de milhares de notas e levaria muito tempo para 
olo
ar estas informa�
~oesno 
omputador.Uma vez dentro do 
omputador, a pe�
a era varrida por um programa que 
ontavao n�umero de o
orrên
ias de um determinado fenômeno na obra.Outro exemplo desta t�e
ni
a pode ser en
ontrado em \A Study in Rhythmi
Complexity of Sele
ted Twentieth-Century Works", artigo de Dorothy Gross, publi-
ado em [BARONI 84℄. Gross, que defendeu sua tese de doutorado A Set of Com-puter Programs to Aid in Musi
 Analysis na Indiana University em 1975, faz umestudo 
omparativo entre pe�
as de 
ompositores do s�e
ulo XX quanto ao parâmetroritmo.No artigo presente em [BARONI 84℄, Gross mostra os resultados de quatro tiposde medidas sobre a 
omplexidade r��tmi
a de pe�
as de Milton Babbit, Luigi Dalla-pi

ola e Iannis Xenakis. Para fazer uma 
ompara�
~ao 
om a m�usi
a do passado,Gross analisa tamb�em obras de dois 
ompositores do s�e
ulo XVIII, a Inven�
~ao aduas vozes No.13 de J. S. Ba
h e o Minueto (sem o trio) do Quarteto para CordasNo. 2, Op. 73 de Haydn.A primeira medida que, segundo a autora, �e o fator mais importante para a
omplexidade r��tmi
a �e o maior fator primo no denominador da parte fra
ion�aria deum ritmo. O fator 1 diz respeito a um ritmo que n~ao subdivide tempos; 2 representatempos divididos em potên
ias de 2 (2, 4, 8, . . . ); 3 ter
inas ou sextinas; 5 quintinas;7 setinas, e assim por diante.Fator Primo Babbit Dallapi

ola Xenakis S�e
ulo XVIII1 17.3 % 31.0 % 7.4 % 42.0 %2 79.1 % 36.8 % 38.8 % 58.0 %3 3.6 % 30.6 % 20.9 %5 32.8 %7 1.6 %Tabela 4.1: Maior fator primo no denominador da parte fra
ion�aria do ritmo.Como vemos na tabela 4.1, apare
eram fatores at�e 7 no denominador da partefra
ion�aria dos ritmos. No entanto, fatores at�e 3 apare
em 
om mais freq�uên
ia.1Uma an�alise mais detalhada podia 
onsiderar a intensidade e o timbre.54



Compositor Babbit Dallapi

ola Xenakis S�e
ulo XVIIIN�umero depadr~oes o
orrendo 6 9 16 41% ou mais Tabela 4.2: Variedade r��tmi
a.Partindo-se das amostras estudadas 
hega-se a 
on
lus~ao de que a m�usi
a de Babbit�e a mais similar em termos r��tmi
os �a m�usi
a do s�e
ulo XVIII. Entre os 
ompositoresdo s�e
ulo XX analisados, Dallapi

ola �e o que faz mais uso de notas que duramm�ultiplos de tempos inteiros (fator 1 na tabela) mas, por outro lado, quase um ter�
ode suas notas apresentam um fator primo no denominador maior que 2. A 
on
lus~aomais evidente que se pode extrair da tabela 4.1 �e que as obras de Xenakis s~ao asmais 
omplexas ritmi
amente dentre as estudadas.A �ultima medida realizada por Gross2 �e a variedade r��tmi
a que �e medida 
omoa quantidade de diferentes ritmos que duram pelo menos 1% da dura�
~ao da amostraanalisada. Uma pe�
a 
om pou
os ritmos apresenta maior unidade; quanto maior aquantidade de ritmos distintos, maior a diversidade.Esta tabela 
on�rma a alta 
omplexidade r��tmi
a das pe�
as de Xenakis e mostraque, em se tratando de variedade r��tmi
a, as obras de Babbit e Dallapi

ola est~aomais pr�oximas das obras do s�e
ulo XVIII do que da m�usi
a de Xenakis.4.2 GRAM�ATICAS E LINGUAGENS FORMAISO 
on
eito de gram�ati
a foi tomado emprestado da ling�u��sti
a pela Ciên
ia daComputa�
~ao. Uma gram�ati
a �e 
onstitu��da por um 
onjunto de regras que 
ontrolama forma�
~ao de textos numa determinada linguagem. Quando todos os poss��veistextos de uma linguagem podem ser gerados a partir de um 
onjunto determinado deleis de forma�
~ao matemati
amente bem de�nidas, estamos diante de uma linguagemformal. Linguagens de programa�
~ao de 
omputadores s~ao os exemplos mais 
larosde linguagens formais. Linguagens \naturais" 
omo a l��ngua portuguesa ou a m�usi
as~ao muito mais 
omplexas e de dif��
il (talvez imposs��vel) formaliza�
~ao.2O leitor interessado nas duas outras medidas n~ao abordadas aqui est�a 
onvidado a 
onsultar oartigo de Dorothy Gross. 55



�E poss��vel analisar tanto sint�ati
a quanto semanti
amente um texto de umalinguagem formal atrav�es das regras da gram�ati
a a ela asso
iada. Devido �a extremadi�
uldade de se 
onstruir uma gram�ati
a que englobe toda a m�usi
a, musi
�ologosde diversas na
ionalidades têm feito estudos no sentido formalizar um determinadotipo de m�usi
a de uma 
erta 
ultura. Na 
oletânea de artigos Musi
al Grammarsand Computer Analysis [BARONI e CALLEGARI 84℄ en
ontramos alguns exemplosdeste pro
edimento nos artigos \A Pattern Re
ognition System in the Study of theCantigas de Santa Maria" de Leo Plen
kers da Universidade de Amsterdam, \AGrammar of the Melodies os S
hubert's Lieder" de Lelio Camilleri da CNUCE dePisa (It�alia), e em \A Generative Grammar of Personal Eskimo Songs" de Ram�onPelinski da Universidade de Montreal.4.3 REFERÊNCIAS BIBLIOGR�AFICASThe Computer and Musi
 [LINCOLN 70℄ 
ont�em artigos que d~ao uma boavis~ao sobre as diversas experiên
ias rela
ionando 
omputa�
~ao e m�usi
a at�e 1970in
luindo a�� a an�alise musi
al.Musi
al Grammars and Computer Analysis [BARONI e CALLEGARI 84℄ �e uma
oletânea muito interessante de artigos sobre an�alise musi
al assistida por 
ompu-tador e leitura obrigat�oria para quem se interessa por gram�ati
as musi
ais. Umaleitura re
omend�avel para ini
iantes em gram�ati
as musi
ais �e [HOLTZMAN 80℄ on-de o autor de�ne os 
on
eitos b�asi
os e mostra 
omo eles podem ser utilizados paraa gera�
~ao autom�ati
a de 
omposi�
~oes musi
ais.Um artigo que exempli�
a muito bem o uso da Inteligên
ia Arti�
ial na an�alisemusi
al �e \KEITH: A Rule-System for Making Musi
-Analyti
al Dis
overies" deOtto Laske publi
ado em [BARONI e CALLEGARI 84℄.
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Cap��tulo 5O QUE FAZER COM OSFRACTAIS? \Se vo
ê tem uma id�eia in
r��vel,�e melhor fazer uma 
an�
~ao."Caetano VelosoAp�os os primeiros trabalhos de Mandelbrot 
ientistas de diversas �areas
omo, por exemplo, a biologia1, a qu��mi
a2, a f��si
a3, a 
omputa�
~ao gr�a�
a4, ae
onomia5, tem apli
ado a geometria fra
tal �as suas respe
tivas �areas e obtidosresultados importantes. Em meados da d�e
ada de 80, pesquisadores interessados nouso da inform�ati
a na m�usi
a 
ome�
aram a estudar as possibilidades de utiliza�
~aodos fra
tais na an�alise e na 
omposi�
~ao musi
al.A inform�ati
a vem sendo amplamente utilizada na s��ntese e na an�alise de um dosparâmetros da m�usi
a: o timbre. Para isto, vem sendo utilizados os sintetizadorese os samplers. Mas a 
omposi�
~ao e a an�alise de obras musi
ais utilizando estasnovas te
nologias em todos os parâmetros da m�usi
a foram pou
o exploradas at�e opresente momento.A manipula�
~ao dos fra
tais atrav�es do 
omputador torna-se bem simples umavez que a repeti�
~ao de padr~oes pr�e-estabele
idos, o forte dos 
omputadores, �e a es-1Ver [PEITGEN 88℄2Ver [AMANN et al 88℄3Ver [CHAVES 89℄.4Ver [DEMKO et al 85℄, [GOMES e VELHO 90℄, [STEVENS 90℄ e [MANDELBROT e MUS-GRAVE 91℄.5Ver [MANDELBROT 83℄. 57



sên
ia dos fra
tais. Um fra
tal tem a pe
uliaridade de que, ao ampliarmos uma desuas partes, obtemos uma forma semelhante ao fra
tal inteiro. Esta pe
uliarida-de pode ser observada diversas vezes na m�usi
a6. Al�em disso, a geometria fra
taltem a 
ara
ter��sti
a de produzir estruturas 
omplexas a partir de pou
a informa�
~ao.Veremos a seguir que baseados em uma pequena seq�uên
ia de notas musi
ais po-demos produzir uma pe�
a musi
al extensa. A apli
a�
~ao da teoria matem�ati
a dosfra
tais �a musi
a tem trazido resultados surpreendentes mas ainda existem muitaspossibilidades n~ao exploradas e, portanto, muito espa�
o para pesquisas.5.1 AN�ALISE MUSICAL FRACTALPou
a 
oisa tem sido feita at�e o presente momento em termos de an�alise mu-si
al fra
tal. Mas a id�eia de analisar 
omposi�
~oes musi
ais 
om a ajuda dos fra
taisexiste desde os prim�ordios desta nova geometria.Um artigo de Ri
hard Voss e John Clarke es
rito por volta de 1975 e publi
adoem 1977 mostra a rela�
~ao entre os ru��dos 
om espe
tro 1f 7 e a m�usi
a. No livro TheFra
tal Geometry of Nature, de 1983, Mandelbrot j�a demonstrava a sua intui�
~ao deque os fra
tais poderiam ser utilizados para expli
ar as formas musi
ais.Mandelbrot observa que uma 
omposi�
~ao musi
al �e dividida em movimentos.Cada movimento �e dividido em se�
~oes, 
ada se�
~ao �e 
omposta por temas que s~aoformados por per��odos que s~ao formados por frases que s~ao uma 
on
atena�
~ao de
�elulas que s~ao seq�uên
ias de notas. Grande parte da m�usi
a erudita o
identalsegue este esquema observado por Mandelbrot. Tal m�usi
a, assim 
omo os fra
tais,apresenta estrutura de es
alonamento (s
aling)8.5.1.1 O RU�IDO 1f NA M�USICANo 
l�assi
o artigo [VOSS e CLARCKE 77℄, os autores analisam a densidadeespe
tral9 de algumas medi�
~oes de sinais de �audio S(t) relativos a diversos tipos dem�usi
a 
omo 
omposi�
~oes de Ba
h, de S
ott Joplin, de 
ompositores da vanguarda6Considerar por exemplo a forma de sonata que nada mais �e do que uma 
adên
ia ampliada.7Ver se�
~ao 2.6.8Ver Se�
~ao 2.1.9A densidade espe
tral �e uma medida de quais freq�uên
ias 
omp~oem um sinal e 
om qualintensidade. 58



do s�e
ulo XX ou sinais de �audio emitidos por emissoras de r�adios de ro
k, de jazz eblues. Voss analisou at�e o sinal de emissoras de r�adio de not��
ias.O primeiro valor analisado foi a potên
ia de �audio (audio power), S2(t), que �epropor
ional �a intensidade instantânea do som emitido. S(t) �e medido atrav�es da
orrente el�etri
a forne
ida pelo ampli�
ador ao alto-falante. Este valor �e, ent~ao,elevado ao quadrado para se obter S2(t).Outro valor analisado foi a freq�uên
ia instantânea Z(t) que est�a diretamenteligada �a notas musi
ais e �e medida pela taxa de 
ruzamento do eixo dos temposdo sinal de �audio S(t). Analisando 
orrela�
~oes em Z(t), estamos analisando as
orrela�
~oes entre as freq�uên
ias das notas musi
ais.Analisando o espe
tro destas grandezas em freq�uên
ias abaixo de 1 Hz des
obriu-se que ele �e muito pr�oximo de 1f , ou seja, freq�uên
ias de f Hertz apare
em 
omparti
ipa�
~ao 1f . O interessante da an�alise de freq�uên
ias t~ao baixas �e que assim seanalisam rela�
~oes entre as su
essivas notas de uma m�usi
a e n~ao 
ada nota isola-damente. Uma freq�uên
ia de 110 Hz �e uma nota musi
al (L�A), j�a uma freq�uên
iade 0,1 Hz diz respeito a os
ila�
~oes que se repetem 
om um per��odo de 10 segundose portanto �e mais prov�avel que se rela
ionem �a frases musi
ais do que a uma notaisolada.N~ao obstante diferentes estilos de m�usi
a apresentarem detalhes diferentes emseu espe
tro, a densidade espe
tral pr�oxima da fun�
~ao 1f �e uma 
onstante.A 
onstata�
~ao de que diversos estilos de m�usi
a apresentam uma densidade es-pe
tral semelhante �a do ru��do 1f levou Voss a propor que a m�usi
a esto
�asti
a, queat�e ent~ao vinha utilizando prin
ipalmente ru��do bran
o (ru��do 1f0 ), passasse a u-tilizar geradores de ru��do 1f para determinar alturas, dura�
~oes ou qualquer outroparâmetro de 
omposi�
~oes musi
ais.Durante dois anos, Voss e Clarke per
orreram nove universidades e laborat�oriosde pesquisa e apresentaram, para um p�ubli
o de 
onhe
imento musi
al bem variado,suas 
omposi�
~oes baseadas em ru��do 1f0 , 1f e 1f2 10. A \m�usi
a 1f " foi julgada amelhor. A \m�usi
a Browniana" (gerada a partir de ru��do 1f2 ) �e muito 
orrela
ionada,repetitiva, mon�otona e previs��vel. J�a a \m�usi
a bran
a" n~ao tem nada de previs��vel,o ouvinte nun
a sabe o que vir�a depois e portanto �
a perdido. Os dois pesquisadores
on
lu��ram que o ru��do 1f �e uma fonte ex
elente para adi
ionar 
orrela�
~oes entre10Ver se�
~ao 2.6 59



elementos de uma obra musi
al mas que nem tudo em m�usi
a prov�em desta fonte.O ritmo, por exemplo, muitas vezes �e formado por seq�uên
ias de dura�
~oes que serepetem. Em suma, esta des
oberta est�a longe de esgotar a pesquisa em m�usi
aesto
�asti
a ou em an�alise musi
al por meios eletrôni
os.5.2 COMPOSI�C~AO MUSICAL FRACTALApresentaremos a seguir três t�e
ni
as de 
onstru�
~ao de \fra
tais musi
ais".Mas antes �e pre
iso lembrar que verdadeiros fra
tais, 
omo observamos em 2.1, s~aoin�nitamente 
omplexos. Assim, �e imposs��vel fazer um desenho de um fra
tal outo
ar uma m�usi
a fra
tal. Uma verdadeira m�usi
a fra
tal teria que ter in�nitasnotas. Portanto o que faremos s~ao aproxima�
~oes de fra
tais, o que justi�
a as aspasna express~ao \fra
tais musi
ais".5.2.1 A ANALOGIA DE DODGEUm artigo hist�ori
o para a m�usi
a fra
tal foi publi
ado em 1986 por CharlesDodge e Curtis Bahn, [DODGE e BAHN 86℄. O artigo, intitulado \Musi
al Fra
tals"tem o seguinte subt��tulo: \Mathemati
al formulas 
an produ
e musi
al as well asgraphi
 fra
tals". Um dos m�eritos deste trabalho �e ter apresentado uma analogiamusi
al a uma 
lasse de fra
tais que podem ser 
onstru��dos a partir de substitui�
~oesre
ursivas. Uma implementa�
~ao de tais algoritmos em linguagem PASCAL podeser en
ontrada em [WIRTH 76℄ na se�
~ao 3.3. Para ilustrar a analogia de Dodgeutilizaremos um fra
tal 
onhe
ido 
omo 
urva tri�adi
a de Ko
h.A 
urva tri�adi
a de Ko
h, um dos fra
tais mais simples que se pode 
on
eber,foi 
riada pelo matem�ati
o Helge von Ko
h muito antes de qualquer formaliza�
~aoda geometria fra
tal. Neste ponto, re
omenda-se a leitura da se�
~ao 2.5.5 onde apre-sentamos um algoritmo para a 
onstru�
~ao de uma 
urva tri�adi
a de Ko
h.A analogia de Dodge fun
iona do seguinte modo: ao inv�es de tro
armos um seg-mento de reta de um 
erto tamanho por alguns segmentos de tamanho menor faremoso seguinte: 
ome�
amos de�nindo um pequeno desenho mel�odi
o que 
hamaremos de
onstrutor. Ini
iamos a 
onstru�
~ao 
om uma �uni
a nota longa (
orrespondente aosegmento de reta horizontal que t��nhamos no in��
io da 
onstru�
~ao da 
urva de Ko-
60



Figura 5.1: Representa�
~ao gr�a�
a do tema de DETERMIN�ISTICA I.
h). Em seguida, substitu��mos esta nota pelo 
onstrutor que deve ser transposto 11de modo que se ini
ie na mesma altura que a nota longa ini
ial. Agora, repetimosa opera�
~ao, isto �e, substitu��mos 
ada nota do 
onstrutor por uma nova 
�opia des-te mesmo 
onstrutor em es
ala reduzida e transposto de modo que a sua primeiranota 
oin
ida 
om a nota sendo substitu��da. O desenho mel�odi
o (
onstrutor) emes
ala reduzida �e 
onstru��do 
omprimindo os intervalos entre as notas e reduzindo adura�
~ao de 
ada nota. Esta redu�
~ao nas dura�
~oes �e feita de modo que a soma dasdura�
~oes das notas do desenho mel�odi
o em es
ala reduzida seja igual �a dura�
~ao danota que estamos substituindo.Obter��amos um fra
tal se repet��ssemos esta opera�
~ao in�nitas vezes. Mas paraa 
ria�
~ao musi
al isso n~ao �e ne
ess�ario pois ap�os algumas itera�
~oes deste pro
essoobtemos uma linha mel�odi
a t~ao r�apida que se torna imposs��vel de ser assimiladapelo ouvido humano. Na pr�ati
a temos utilizado de três a sete itera�
~oes.Podemos tamb�em obter m�usi
a polifôni
a to
ando simultaneamente todas as me-lodias das diversas itera�
~oes o que tem dado resultados satisfat�orios. Este m�etodo foipor mim utilizado na 
omposi�
~ao da pe�
a DETERMIN�ISTICA I em mar�
o de 1992.A �gura 5.1 �e uma representa�
~ao gr�a�
a do tema prin
ipal da DETERMIN�ISTICA I.11`transladado', em linguagem matem�ati
a. 61



Nesta �gura, o eixo horizontal representa o tempo e o verti
al a altura (freq�uên
ia)das notas.Uma maneira que Dodge en
ontrou para adi
ionar um pou
o mais de diversidade�a m�usi
a 
omposta atrav�es desta t�e
ni
a �e transpor de um pequeno intervalo deter-minado aleatoriamente 
ada nota de 
ada voz. Assim, o 
onstrutor �e ligeiramentemodi�
ado 
ada vez que �e apli
ado.A 
urva tri�adi
a de Ko
h perten
e �a uma 
lasse de 
urvas 
hamadas de preen
he-doras do espa�
o (spa
e-�lling 
urves) pois, apesar de serem formadas por segmentosde reta (de uma dimens~ao), tendem a preen
her espa�
os de mais de uma dimens~ao.Segundo Dodge, a m�usi
a 
riada atrav�es do algoritmo aqui apresentado �e preen
he-dora do tempo (time-�lling), isto �e, quando o n�umero de vozes tende para o in�nito,a m�usi
a passa a ter notas que se ini
iam em todos os instantes poss��veis.5.2.2 RU�IDOS 1f�Na se�
~ao 2.6, apresentamos algoritmos para gerar os três tipos de ru��dos abor-dados neste trabalho. Estes algoritmos geram uma seq�uên
ia de n�umeros inteirosnum 
erto intervalo pr�e-de�nido. Tais algoritmos podem ser utilizados no 
ontrolede qualquer parâmetro de uma 
omposi�
~ao musi
al.Para apli
ar estes algoritmos no ato da 
omposi�
~ao, �e ne
ess�ario ordenar os pos-s��veis valores de um determinado parâmetro de modo a formar uma es
ala. Cadan�umero da seq�uên
ia gerada pelo algoritmo 
orresponde a um valor do parâmetroem quest~ao. A apli
a�
~ao mais intuitiva �e a 
onstru�
~ao de melodias. De�ne-se ini-
ialmente quais notas poder~ao parti
ipar da melodia. Supondo, por exemplo, quevamos trabalhar 
om duas oitavas de uma es
ala diatôni
a ini
iando em D�O, asso-
iamos 
ada nota 
om um n�umero da maneira �obvia, ou seja, na primeira oitava,D�O = 1, R�E = 2, MI = 3, . . . e, na segunda oitava, D�O = 8, R�E = 9, . . . . Assim,a seq�uên
ia de inteiros produzida pelo algoritmo induz uma melodia diatôni
a.G ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !Figura 5.2: Melodia gerada a partir de ru��do 1f262



G ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !Figura 5.3: Melodia gerada a partir de ru��do bran
oG ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !Figura 5.4: Melodia gerada a partir de ru��do 1fAs notas musi
ais de uma \melodia bran
a" s~ao 
ompletamente independen-tes umas das outras. Numa \melodia Browniana" 
ada nota depende fortementedas notas que imediatamente a pre
edem mas 
ontinuam independentes das notasmais distantes. A grande pe
uliaridade das melodias geradas 
om ru��do 1f �e que 
a-da nota depende logaritmi
amente das notas do passado. Em outras palavras, a a-tividade m�edia das 10 �ultimas notas in
uen
iam tanto na nota 
orrente quanto a a-tividade m�edia das �ultimas 100 notas ou das �ultimas 1000 notas.Do mesmo modo que usamos os algoritmos da se�
~ao 2.6 para 
riar melodias,�e poss��vel manipular dura�
~oes, timbres, dinâmi
as, a
ordes, 
�elulas mel�odi
as e tu-do o que a imagina�
~ao do 
ompositor permitir.5.2.3 UNINDO AS DUAS T�ECNICASPro�le12 (1988) �e uma pe�
a preen
hedora do tempo onde 
ada voz exe
uta
�elulas mel�odi
as 1f . Para 
ompreender o m�etodo utilizado por Dodge na 
ompo-si�
~ao desta pe�
a introduziremos o 
on
eito de 
lasse de altura (pit
h 
lass).Existem doze 
lasses de alturas 
orrespondentes �as doze notas musi
ais do sis-tema temperado. Todos os SOL℄s do piano perten
em �a mesma 
lasse de altura, �a
lasse SOL℄. Ou seja, quando falamos em 
lasse de altura n~ao estamos interessadosna oitava em que um som se en
ontra mas sim no nome da nota relativa a este som.12Ver [DODGE 88℄. 63



Pro�le �e 
omposta por três vozes. A Primeira voz, a que se move mais lenta-mente, exe
uta uma linha mel�odi
a 1f que termina quando a diversidade de 
lassesde altura 
hega a três, isto �e, quando três 
lasses de altura diferentes apare
em namelodia. Depois de determinar a melodia da primeira voz o algoritmo passa �a vozseguinte. Para 
ada nota da primeira voz �e 
riada uma melodia 1f de diversidade de
lasses de alturas igual a 
in
o. Cada uma destas melodias ser�a exe
utada enquan-to estiver soando a nota 
orrespondente na primeira linha. A ter
eira linha �e 
om-posta de maneira semelhante para uma diversidade de 
lasses quatro.Determinadas as alturas das notas das três linhas mel�odi
as o programa es
ri-to por Dodge passa �a determina�
~ao das dura�
~oes das notas. Para isso, o programasimula a 
ria�
~ao de uma quarta linha mel�odi
a 
om diversidade de 
lasses 
in
o. Ca-da nota desta quarta linha tem dura�
~ao de 0,25 segundos e o n�umero de notas 
on-tidas em 
ada segmento da quarta linha vai determinar a dura�
~ao de 
ada nota dater
eira linha. O n�umero de notas, e suas respe
tivas dura�
~oes, em 
ada segmentoda ter
eira linha determina a dura�
~ao das notas da segunda linha e assim por diante.A quarta linha serve uni
amente para a determina�
~ao das dura�
~oes e portan-to, n~ao �e exe
utada. O programa de Dodge adi
iona ainda uma esp�e
ie de 
oda a-o �m de 
ada se�
~ao 13 da obra.5.2.4 SISTEMAS DE FUN�C~OES ITERADASA id�eia de 
ompor m�usi
a a partir de sistemas de fun�
~oes iteradas (SFI) par-tiu de Mi
hael Gogins tendo sido apresentada em 1991 no Computer Musi
 Journal[GOGINS 91℄.Como vimos na se�
~ao 2.7, o SFI �e um algoritmo que mar
a 
ertos pontos deuma matriz bidimensional. Se assumirmos que esta matriz �e a tela de um 
ompu-tador e pintarmos 
ada ponto da tela 
om uma 
or variando de a
ordo 
om o valor
ontido na posi�
~ao 
orrespondente da matriz, obteremos uma imagem que retrata oatrator14 do SFI. Muitas vezes tal atrator �e um fra
tal e a imagem 
orrespondente�e uma aproxima�
~ao de um fra
tal.Podemos interpretar o atrator do SFI n~ao s�o 
omo uma imagem mas tamb�em
omo m�usi
a. Para isso, devemos 
onsiderar as su
essivas 
olunas da matriz bidi-13Dodge 
hama de se�
~ao o tre
ho 
orrespondente a 
ada nota da primeira voz.14ver se�
~ao 2.7 64



mensional 
omo instantes su
essivos no tempo, asso
iar 
ada linha da matriz 
omuma nota musi
al e, por �ultimo, asso
iar os valores das posi�
~oes da matriz 
om adinâmi
a da nota 
orrespondente. Assim, se a posi�
~ao (x; y) da matriz 
ont�em on�umero I, isto signi�
a que, no instante y, devemos to
ar a nota x 
om intensidade I.O artigo [GOGINS 91℄ traz uma grava�
~ao 
om dois exemplos musi
ais (HEX7e SQUARE5) 
ompostos 
om um programa, baseado em SFI, desenvolvido pelo 
om-positor.5.2.5 INICIATIVAS PR�OPRIASAs etapas per
orridas na 
omposi�
~ao das pe�
as 
itadas nesta se�
~ao e da DE-TERMIN�ISTICA I, 
itada na se�
~ao 5.2.1, foram as seguintes:1. Con
ep�
~ao da pe�
a pelo 
ompositor15.2. Elabora�
~ao de programas em linguagem C que 
onstroem as estruturas musi-
ais 
on
ebidas no item 1.3. Manipula�
~ao interativa, atrav�es de um seq�uen
iador, dos dados gerados pelosprogramas do item 2.Em fevereiro de 1992, 
ompus duas obras 
om uma estrutura semelhante �a dePro�le (se�
~ao 5.2.3) 
om desenhos mel�odi
os gerados por ru��do 1f2 (no 
aso de Fra
-Pal) e por ru��do 1f (no 
aso de Fra
 1f )16. Ambas as pe�
as foram ini
ialmente 
om-postas para três vozes que, em seguida, foram distribu��das entre diversos timbresdo sintetizador Yamaha PSS-790. N~ao foram utilizados as 
lasses de alturas (Verse�
~ao 5.2.3) de Dodge; para 
ada nota de uma determinada voz foram inseridas umn�umero �xo de notas na voz seguinte, 
in
o. Com isso, a pe�
a ganhou um desenhor��tmi
o 
onstante.No mesmo mês, foi 
omposta Fra
toRumba, uma pe�
a onde quatro vozes exe-
utam independentemente passeios aleat�orios (uma esp�e
ie de movimento Brownia-no, ver se�
~ao 2.6). A primeira voz, por exemplo, 
ome�
a na nota D�O e a 
ada inter-valo de 14 de segundo um programa de
ide se a linha mel�odi
a vai subir meio tom15Ver CODETA16Minhas pe�
as est~ao dispon��veis em �ta 
assete e podem ser en
omendadas pelo telefone(011)852.3448. 65



(probabilidade = 0,125), des
er meio tom (probabilidade = 0,125) ou permane
erna mesma nota (probabilidade = 0,75). Estas vozes têm timbres sampleados de bai-xo el�etri
o, de 
onjunto de instrumentos de sopro de metal e de piano. Uma quin-ta voz tamb�em exe
uta o mesmo tipo de passeio aleat�orio mas, desta vez, sobre ins-trumentos de per
uss~ao. Finalmente, foi adi
ionado uma bateria exe
utando repe-tidamente um ritmo de ro
k estilizado.Em junho, foi a vez de FORCRAU para marimba e �ta magn�eti
a. A formada pe�
a �e a seguinte:� Introdu�
~ao� Tema 1 (sobre es
ala pentatôni
a 
hinesa)� Tema 2 (sobre es
ala diatôni
a)� Introdu�
~ao invertida� Tema 3 (sobre es
ala pentatôni
a japonesa)� Tema 4 (sobre es
ala de tons inteiros)� Tema 5 (sobre es
ala 
rom�ati
a)� Tema 1 (sem a
ompanhamento)� Tema 1 (
omo no in��
io mas 
om ralentando)� CodetaA introdu�
~ao se ini
ia 
aoti
amente 
om um a
orde de 10 vozes exe
utandonotas separadas por intervalos de quarta (justa ou aumentada). As 10 vozes passama des
rever um movimento mel�odi
o 1f que s�o �e interrompido quando a voz exe
utauma nota D�O em qualquer oitava. A partir deste momento, esta voz permane
e nanota D�O at�e o �nal desta se�
~ao. Este pro
edimento faz 
om que o 
aos ini
ial se-ja gradativamente organizado. A introdu�
~ao termina quando todas as vozes atingi-ram a nota D�O, ou seja, a ordem total.Os temas, de 1 a 5, foram 
ompostos sobre diferentes es
alas de modo a 
riaruma sensa�
~ao de movimento de um 
ampo 
onsonante para um 
ampo dissonante.66



Cada nova se�
~ao pare
e mais dissonante que a anterior. No �m da pe�
a h�a um re-torno da 
onsonân
ia 
om o tema 1.A estrutura dos temas �e semelhante �a estrutura da pe�
a Fra
 1f mas 
om seisvozes ao inv�es de três. A primeira voz to
a uma longa nota; a segunda to
a duasnotas; a ter
eira, três notas para 
ada nota da voz dois; a quarta, quatro notas pa-ra 
ada nota da voz anterior e assim por diante. �E f�a
il ver que a voz v exe
uta, em
ada tema, v! notas, isto �e, 
om pou
as vozes j�a obtemos um n�umero elevado de no-tas. Por isso, n~ao foi poss��vel passar da voz 6 que j�a to
ava 6! = 720 notas em 
a-da tema de 25 segundos de dura�
~ao.A melodia gerada para a quinta voz foi dividida entre a marimba, que �e o ins-trumento solista, e o sintetizador. As demais vozes tamb�em �
aram a 
argo do sin-tetizador que foi gravado em �ta magn�eti
a.Estou em fase ini
ial de experimenta�
~ao sobre uma nova t�e
ni
a de 
ompo-si�
~ao de m�usi
a minimalista atrav�es dos Sistemas de Fun�
~oes Iteradas. Esta t�e
ni
aser�a abordada num trabalho futuro.
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Apêndi
e AGLOSS�ARIO DE TER-MOS T�ECNICOSALGORITMO: Seq�uên
ia de instru�
~oes de 
omputador destinadas a exe
utar u-ma determinada tarefa. Quando implementamos um algoritmo numa linguagem de
omputador temos um programa.AMPLIFICADOR: Dispositivo que aumenta a amplitude de uma onda, gra�
as auma fonte externa de energia, fazendo 
om que a potên
ia do sinal 
res�
a.ALTO-FALANTE: Dispositivo que transforma ondas eletromagn�eti
as em ondassonoras.BIT: Do Inglês (BInary DigiT), d��gito bin�ario. �E a menor unidade de informa�
~aoposs��vel. Pode valer apenas 0 ou 1. �E o tijolo fundamental da arquitetura dos 
om-putadores.CONVERSOR ANAL�OGICO/DIGITAL: Transforma um sinal anal�ogi
o, isto�e, 
om valores 
ont��nuos (pense num rel�ogio de ponteiros) em um valor dis
reto (
o-mo num rel�ogio digital) sob a forma de uma seq�uên
ia de bits. Computadores traba-lham somente 
om valores dis
retos, digitais. Tamb�em �e 
hamado de 
onversor A/D.CONVERSOR DIGITAL/ANAL�OGICO: Tamb�em 
hamado de 
onversorD/A seu 
omportamento �e inverso ao do 
onversor A/D.ESPECTRO: Fun�
~ao que 
ara
teriza a distribui�
~ao das freq�uên
ias de um deter-minado sinal (el�etri
o, sonoro, luminoso).68



FILTRO: Instrumento que re
ebe um sinal de entrada e envia para a sua sa��da umsinal 
omposto do sinal de entrada menos algumas de suas 
omponentes. Os �ltrosmais 
omuns s~ao o passa-alta que elimina as 
omponentes 
om freq�uên
ia abaixo deum 
erto valor, o passa-baixa que tem um 
omportamento inverso e o passa-bandaque permite a passagem de 
omponentes 
om freq�uên
ia em um intervalo determi-nado.FM - FREQ�UÊNCIA MODULADA: �E uma t�e
ni
a de s��ntese de timbres1 naqual est~ao envolvidas duas ondas: a portadora, de freq�uên
ia fp, e a moduladora defreq�uên
ia fm. Uma ter
eira onda, 
hamada de resultante �e obtida atrav�es da se-guinte equa�
~ao: y(t) = sen(2�fpt+ I sen(2�fmt))onde I �e um ��ndi
e da modula�
~ao2.MODULADOR DE ENVOLT�ORIA: Dispositivo que modi�
a a amplitude deum sinal de modo a moldar um 
erto timbre. Em geral, trabalham 
om quatro va-ri�aveis: A, o tempo de ataque (que indi
a qual intervalo de tempo entre o in��
io dosom e o momento no qual ele atinge o pi
o de intensidade), D, o tempo de de
ai-mento, S, tempo de sustenta�
~ao e R, tempo de relaxamento (quanto tempo, ap�os o�m do per��odo de sustenta�
~ao o som vai demorar para se extinguir por 
ompleto).

Figura A.1: A envolt�oria �e representada por um gr�a�
o Intensidade � Tempo.1A FM tem tamb�em outras apli
a�
~oes 
omo, por exemplo, a transmiss~ao de sons por ondas der�adio ou a transmiss~ao de informa�
~oes digitais por linhas telefôni
as2Para maiores detalhes veja [CHOWNING 73℄.69



OSCILADOR: �E um gerador de ondas eletromagn�eti
as. Os tipos de onda maisutilizados s~ao: a sen�oide , a onda triangular , a onda quadrada ea ponta de serra .UNIDADE DE REVERBERA�C~AO: Instrumento que simula o efeito sonoroda reverbera�
~ao, isto �e, a persistên
ia do som num re
into limitado, depois de ha-ver 
essado a sua emiss~ao por uma fonte.RU�IDO BRANCO: Sinal que 
ont�em 
omponentes de todas as freq�uên
ias 
oma mesma probabilidade. �E o som que ouvimos quando ligamos um r�adio fora de es-ta�
~ao.SEQ�UENCIADOR: M�aquina que armazena seq�uên
ias de notas musi
ais. Em ge-ral, as notas s~ao transmitidas ao seq�uen
iador atrav�es de um te
lado. A partir da��, ousu�ario pode alterar separadamente 
ada nota 
ontida na mem�oria do seq�uen
iador.Quando soli
itado, o seq�uen
iador envia as notas para um instrumento eletrôni
oque to
a a seq�uên
ia de notas.
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Codeta \Computadores n~ao servem paranada. Eles s�o podem lhedar respostas."Pablo Pi
assoOs dezoito �ultimos meses de 
ontato mais pr�oximo 
om a m�usi
a digitalmodi�
aram profundamente o meu modo de ver a m�usi
a. N~ao s�o pelas respostas �asminhas d�uvidas ou pelas solu�
~oes en
ontradas mas tamb�em pelas quest~oes que sur-giram e pelo enorme universo de possibilidades inexploradas que pude vislumbrar.Nos doze meses de dura�
~ao da bolsa da FAPESP, pude en
ontrar material pa-ra mais de doze anos de pesquisas. Cada ponto abordado de passagem neste tra-balho 
omo, por exemplo, espa�
os m�etri
os, dimens~ao fra
tal, ru��dos, sistemas defun�
~oes iteradas, 
adeias de Markov, s��ntese digital do som, 
omposi�
~ao auxiliadapor 
omputador, an�alise musi
al auxiliada por 
omputador, m�usi
a digital no Bra-sil, inteligên
ia arti�
ial na m�usi
a e muitos outros poderiam ser o enfoque prin
i-pal de projetos de pesquisa em Ini
ia�
~ao Cient���
a. O meu objetivo foi forne
er u-ma vis~ao global de tudo isso e indi
ar referên
ias bibliogr�a�
as aos interessados emse aprofundar em alguma destas �areas.A grande pergunta, para a qual ainda n~ao obtive resposta, �e: o que d�a quali-dade a uma 
omposi�
~ao musi
al? O que faz 
om que uma pe�
a seja boa e a outraruim? No atual est�agio da 
iên
ia, �e imposs��vel assegurar a qualidade est�eti
a de u-ma obra de arte atrav�es de modelos matem�ati
os ou 
oisa do gênero. O papel sub-jetivo e pessoal do artista �e sempre muito importante.Nas minhas experiên
ias 
omposi
ionais utilizando modelos fra
tais a maiorparte do tempo gasto n~ao foi na elabora�
~ao dos algoritmos e sim na manipula�
~aodos materiais sonoros gerados pelos programas a �m de transform�a-los em M�usi
a.71



A utiliza�
~ao de um algoritmo, por mais 
omplexo e elaborado que seja, n~aodispensa a m~ao do artista. Ser�a que isso sempre ser�a assim? H�a os que a
reditamque sim, que a 
riatividade e a emo�
~ao humana s~ao determinantes da qualidade deuma obra de arte e que n~ao podem ser imitados por m�aquinas. Mas existe outrapar
ela que a
redita que, 
om o desenvolvimento das t�e
ni
as de inteligên
ia arti�
i-al, qualquer atividade intele
tual humana poder�a ser simulada em um 
omputador.Ser�a que daqui a 200 anos, redes de neurônios eletrôni
os ser~ao os grandes mestresda m�usi
a? Embora seja uma possibilidade distante da nossa realidade, n~ao deixade ser, no m��nimo, uma possibilidade assustadora.
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