MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Prova P2

1.- Explique brevemente a verdade ou falsidade das seguintes afirmacoes (2.8 pontos)
(a) Sejam I e J ideais de R[z]. Existe um polindémio p(x) € R[z] tal que I + J = Rz]p(x).

(b) Um polinémio f(z) € Z[z] pode fatorar como f(z) = a(x)b(x) onde a(z),b(x) € Z[z] com
1 < da(x),0b(x) < Of (x) se, e somente se, f(x) for redutivel em Q[z].

(c) O polinémio 225 + 28z* + 1222 + 20z + 4 é irredutivel em Qlx].
(d) O polinémio z* — 323x2 + 1155 ¢ irredutivel em Q[z].

Resposta:

(a) Verdadeiro.
Se K é um corpo, todo ideal P de K|[z] é da forma L = K[z]|f(z) para algum f(x) € K[z].
Em geral, se I e J sao ideais de um anel S, I + J é também ideal de S.
Assim como R é corpo e I + J é ideal de R[z], temos que existe p(z) € R[z] tal que I + J =
Rla]p(z).

(b) Verdadeiro
E o enunciado do Lema de Gauss.

(¢) Verdadeiro
220 + 282% + 1222 + 202 + 4 = 2(2® + 142* + 622 + 102 + 2) e 2 ¢ inversivel em Q[x] Assim
226 4 28z% + 1222 + 20x + 4 ¢ irredutivel em Q[z] se, e somente se, 2% + 142* + 622 + 10z + 2
é irredutivel em Q[xz]. Aplicando Eisenstein com p = 2 obtemos que 2%+ 14z* + 622 + 102 + 2
é irredutivel em Q[z] e portanto, 22° + 2824 + 1222 + 20x + 4 ¢ irredutivel em Q[z].

(d) Verdadeiro.
Consideremos o homomorfismo Z[z] — Zs[x], ag + a1z + - - + apz™ — ag + a1z + - - - + apz™.
Sabemos que quando @, # 0 em Zsy e Gy + a1x + - - - + apz™ é irredutivel em Zs[z], entdo
podemos afirmar que ag + a1 + - - - + a,x™ é irredutivel em QJx].
A imagem de x3 — 32322 + 1155 é 2% + 22 + 1 € Zs[z] que é de grau 3. Assim 23 + 22 + 1
é irredutivel em Zj[x] se, e somente se, ndo possui raizes em Zs. E fécil comprovar que a
avaliacdo desse polinémio em 0 e 1 ndo da 0.

2.- Faga uma lista (sem repetigoes) com todos os elementos do anel
Zo|x]
Zolx|(x® + 22+ 2+ 1)

Nessa lista, identifique o elemento que seja igual a x° + z4. (2 pontos)

Resposta:
Se K é um corpo e f(x) € K[z]\, entdo sabemos que elementos de % estdo representados
pelos possiveis restos de dividir por f(z), ou seja, pelo zero e os polinémios de grau < Jf(z) — 1.

Assim uma lista sem repetigoes de 7 [w](w% lz]

W vem dada por

0,1,z 1+zx, 22, 1+ 22, 1+ + 22, z + 22.

Assim quando g(z) € K[z] e queremos saber qual é o polindémio u(z) de grau menor que Jf(x)

tal que g(z) = u(x), o que fazemos é dividir f(z) entre g(z) e o resto é o polindémio desejado.
Como z° + 2% = (22 + 1)(2® + 22 + x + 1) + x + 1 em Zy[x], obtemos que x> + % =z + 1.




3.- Sejam K um corpo e f(x),g(z) € K[z]\ {0} com mdximo divisor comum d(z) € Klz]. Dado
h(z) € Klz], mostre que existem polinémios a(z),b(x) € K|x] satisfazendo a equagéo

a(z)f(x) + b(z)g(x) = h(z)
se, e somente se, h(x) é divisivel por d(z). (2 pontos)
Resposta:
Sabemos que como d(z) é o mde(f(x),g(z)), entdo
K[z]f(z) + K[z]g(z) = K[z]d().

Logo existem polinémios a(z),b(x) € K[z] tais que a(z)f(z) + b(z)g(z) = h(zx) se, e somente se,
h(z) € K[z]d(z). Ou seja, se, e somente se, d(z) | h(x)

4.- Explique por que os seguintes anéis sao ou nao sao corpos (2.8 pontos)

Qlz]
(a) g O[] (2513025 — 1523 +62—120) *

Q[z]
Q[z](z3+4x2+22)°

)
(c) Zs[x ]
) TRl

Resposta: Se K é um corpo e f(z) € K[z] de grau > 1, temos que K{;][jfgx) é um corpo se, e

somente se, f(x) é irredutivel em K|[z]. Isso serd usado em (a), (b) e (d).
(a) Aplicando Eisenstein com p = 3 obtemos que 2% + 302% — 1523 + 62 — 120 é irredutivel em

Q[z] 4
Q[.’ﬂ] Logo Q[z](z6+30m5—ﬁ5z3+6z—120) € um corpo

(b) m nio é um corpo pois 2 + 422 + 2z = x(2?2x + 2) nio é irredutivel em Q[z].

(c¢) Como Zs é um corpo, sabemos que Zsg[z] ndo é um corpo pois os unicos elementos inversiveis
de Zs sao os polindomios constantes nao nulos.

(d) ﬁﬁm nio é um corpo porque z* + 1 é redutivel em Zs[x]:
é facil ver que z* + 1 ndo possui raizes em Zs. Assim se z* + 1 é redut’ivel, ele seria produto

de dois polinémios de grau 2. Escrevendo x* + 1 = (22 + ax + b) (2 + cx + d), obtemos que
a+c=0,d+ac+b=0, ad+bc=0, bc=1.

Isso implica que ¢ = —a, (d — b)a = 0 e portanto a = ¢ =0, b = 2, ¢ = 3 é solugdo. Portanto
zt 4+ 1= (224 2)(2% + 3) em Zs|x].



5.- Encontre um polinémio p(z) € Zs[z| de grau < 2 tal que p(z) seja o inverso de x2 + x + 1 no corpo
Zs|z]
Zslx](a® + 22 + 224+ 1)

(2 pontos)

Resposta:
Como WM
provar 23 + 22 + 2x + 1 é irredutivel em Z3[x] , pois como o grau é trés é suficiente verificar que
nao possui raizes em Zs).

Assim mde(2? 4241, 23 +22+2x+1) = 1, pois o mdc tem que dividir 22 +x+1 e 23 +2%+22+1.
Logo existem a(z), b(x) € Z3[x] tais que a(z)(z? + z + 1) + b(z)(2® + 2% + 22 + 1) = 1 e portanto,
tomando classes temos que

a(z)(x2+x+1)+bx) (23 +22+2x+1)=alz) (22+2z+1)=1

é um corpo, temos que x3 + x? + 2z + 1 é irredutivel em Zz[z] (é facil

em 2t
Zs[z](z3+x2+22+1) "
sala de aula:
e ¥4+ +2r+l=a(@*+z+1)+x+1
e’ taxt+l=a(+1)+1
Da segunda igualdade obtemos

Para encontrar esses a(z), b(z) € Zs[z] usamos o procedimento estudado em

l=2?+z+1—x(x+1)

. Da primeira obtemos z + 1 = 2% + 22 + 22 + 1 — z(2? + 2 + 1) que substituindo na igualdade
anterior obtemos

1 = 22 +a2+1-z(x+1)
= 4o+l -z@+22+20+1—-2@*+x+1))
(@ + D) (22 +x+1) —a(@®+2%+22+1)

Portanto o inverso de z2 + z + 1 no corpo WM éx2+1.



