MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Prova P1

1.- Quais dos seguintes anéis sdo dominios de integridade? (1.5 pontos)

()
(b)
()
(d)

Lt
A x B onde A e B sdo dominios de integridade

M;3(R)
A/I, onde A é um anel comutativo com elemento unidade e I é um ideal maximal de A

Resposta.

(a)

Nao é dominio de integridade porque sabemos que, para todo inteiro positivo n, Z, é um
dominio se, e somente se, n for um ntmero primo. No nosso caso 777 nao é primo.

Se nao se lembrar do teorema, veja que, por exemplo, 7 - 111 = 0.
Nao é um dominio pois, por exemplo, (1,0) - (0,1) = (0 0).
1 00 0 0 0 0 0 O
Nao é um dominio pois, por exemplo, [0 0 O0]-(1 0 0] =0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Sabemos que quando A é um anel comutativo com elemento unidade e I é um ideal maximal
de A, entdao A/I é um corpo (de fato é equivalente) e, portanto, um dominio de integridade.

2.- Quais dos seguintes anéis sdo corpos? (1.5 pontos)

(a)
(b)
()
(d)

L7

A x B onde A e B sao corpos

M;3(R)

A/I, onde A é um anel comutativo com elemento unidade e I é um ideal maximal de A

Resposta.

(a)

E um corpo, pois 37 é um nimero primo. Estudamos que para todo inteiro positivo n, Z, é
um corpo se, e somente se, n é primo.

(b) N&o é um dominio pois, por exemplo, (1,0) - (0,1) = (0,0).
1 00 0 00 0 00
(¢) Néo é um dominio pois, por exemplo, [0 0 0|-(1 0 0]=[0 0 O
0 00 0 00 0 00
(d) Sabemos que quando A é um anel comutativo com elemento unidade e I é um ideal maximal
de A, entdao A/I é um corpo (de fato é equivalente) .
3.- Seja A um anel. Suponha que I e J sdo ideais de A.
(a) Mostre que [ +J ={y+z€ A:ye I, z € J} éum ideal de A. (1 ponto)
(b) Mostre que I'NJ é um ideal de A. (1 ponto)
(¢) Sejam m,n inteiros positivos com mde(m, n) = d. Mostre que mZ+nZ = dZ. (1 ponto)
(d) Sejam m,n inteiros positivos com mmec(m,n) = r. Mostre que mZNnZ = rZ. (1 ponto)

Resposta.

()

0el+Jpoiscomo0el,0€ J,entao,0=0+0€c T+ J.

Sey,y €lezz €J,temosque (y+2)—(y+2')=y—y)+(z—2)el+Jpoisy—y €1
ez—2 €J.

Seyel,zeJeac€ A entdo a(x+y) =ax+ay € I +J, pois ax € I e ay € J. Também
(x+yla=xa+ya€l+ Jpoiszacleyac.

Como0€elele€J, temosque0e€lnJ.

Se u,v € INJ, temos que u,v € [ eu,v € J,logou—v €l eu—wv € J pois I e J sao ideais.
Logou—velnd.

SeuelnJeac A, temos que u € [ eu € J. Agora como I é ideal temos que au,ua € I, e
J ¢ ideal temos que au,ua € J. Logo au,ua € I N J.



(c) Observa que, como d|m e d|n, entdo mZ C dZ e nZ C dZ. Portanto mZ + nZ C dZ, ja que
dZ ¢ ideal. De outra forma, para todos z,y € Z, existem m',n’ € Z tais que mx + ny =
dm'z + dn'y = d(m'z + n'y) € dZ.
Pela igualdade de Bezout temos que existem a, b € Z tais que ma+nb = d. Logo d € mZ+nZ,
e como mZ + nZ é um ideal temos que dZ C mZ + nZ.

(d) Como m|r e n|r, temos que rZ C mZ e rZ C nZ. Portanto rZ C mZ N nZ.
Se x € mZ N nZ temos que m|x e n|z, logo r|x. Assim x € rZ. Logo mZ NnZ C rZ.

4.- (a) Sejam A, B anéis e f: A — B um homomorfismo.
Suponha que S é um subanel de A. Mostre que h: S — B, definido por h(x) = f(z) para todo

x € S, é um homomorfismo de anéis. (0.5 pontos)
(b) Encontre todos os endomorfismos de Z[i] = {a + bi € C: a,b € Z}. (2 pontos)
Resposta.

(a) Sejam z,y € A. Entao h(z +y) = f(z+y) = f(2) + f(y) = h(z) + h(y), e h(zy) = f(zy) =
f(x)f(y) = h(x)h(y). Logo h é um homomorfismo.

(b) Sempre existe o homomorfismo Z[i] — Z]i], x — 0.
Assim suponha que f: Z[i] — Z[i] é um homomorfismo diferente do anterior. Em sala de aula
estudamos que o tinico homomorfismo nao nulo possivel de Z em um dominio de integridade
A én— nl. Assim, o tinico homomorfismo Z — Z[i] é n — n. Pelo item anterior, temos que
f(n) = n para todo n € Z. Portanto, f(a + bi) = a+ bf(i), para todo a + bi € Z[i].
Como i? = —1, temos que —1 = f(—1) = f(i%) = f(i)?, logo f(i) = +i. Se f(i) = i, temos
que f é a identidade, que sabemos que é um homomorfismo.
Vejamos que f(a + bi) = a — bi define um endomorfismo de Z[i]. Sejam a,b,c,d € Z. Assim
fla+bit+c+di) = fla+c+ (b+d)i) =a+c—(b+d)i=a—bi+c—di = fla+bi)+ f(c+di).
Agora f((a+bi)(c+di)) = f((ac—bd)+ (ad+bc)i) = ac—bd — (ad + bc)i = (a —bi)(c—di) =
fla+bi)f(c+ di).
Resumindo os tnicos endomorfismos de Z[i] sdo o homomorfismo zero, a identidade e con-
jugacéo.

5.- Sejam A,B anéis e f: A — B um homomorfismo. Suponha que I é um ideal de A contido em
Ker f. Considere a projegao natural m: A — A/I, x — T. (4 pontos)
(a) Mostre que existe um tnico homomorfismo g: A/I — B tal que f = go.
(b) Encontre Ker g, Im g.
(c) Qual a relac@o entre I e Ker f para que g seja um homomorfismo injetor?

Resposta.

(a) Como queremos que f = g o, temos que a dnica opgao é definir g(z) = f(x).
Vejamos que estd bem definido. Se T =7, temos que z —y € I C Ker f. Logo 0 = f(z —y) =
f(x) = f(y). Portanto f(x) = f(y).
Vejamos que g é homomorfismo. Sejam z,z € A. Entéao g(T+2z) = g(v +2) = f(x +y) =
@)+ fy) =9(@) +9@) e g(T - Z) = g(z2) = f(22) = f(2)f(2) = 9(T)9(2).

(b) Kerg={z € A/I: gT) =0} ={T € A/I: f(x) =0} ={T € A/I: x € Ker f}.
Img={g(@): 7€ A/I} ={g(T): v € A} ={f(x): x € A} =Im f.

(c) g ¢é injetor se, e somente se, Kerg = {T € A/I: z € Ker f} = {0}. Se I # Ker f, existiria
w € Ker f\ I, e portanto w € Kerg e W # 0. Ou seja terfamos mais do que uma classe no
nicleo. Assim a condigdo para ser injetor é que I = Ker f.



6.- Sejam m e n inteiros positivos tais que mdc(m,n) = 1. (4 pontos)
(a) Mostre que a funcéo ¢: Z — Zy, X Z,, definida por p(z) = (Z,T) para todo = € Z, é um
homomorfismo.
(b) Mostre que Ker ¢ = mnZ.
¢) Mostre que (1,0), (0,1) € Im ¢ (Indica¢io: Identidade de Bezout). Deduza que ¢ é sobrejetor.
) Mostre que Z,, é isomorfo a Z,, X Z,.

(
(
Resposta.
(a) Para todos z,y € Z,
ple+y)=(@+y,r+y =@T+y7+7)

p(ry) = (7Y, 7y) = (T-9,7-Y) = (

= (@7) + (5,9) = ¢(x) + ¢(y).
z,7) - (3,9) = p(2)¢(y)-
(b) Se x € mnZ entdo x = mnz para algum z € Z, logo

= Yy
o o) = (7,7) = (mmz
Suponha que z € Ker . Entao ¢(z) = (Z.7) = (0,0). Isso implica que
seja, m|x. Também implica que T = 0 € Z/nZ, ou seja, n|z. Como mdc(m,
(mn)|z. Ou seja, z € mnZ.
(c) Pela identidade de Bezout, existem a,b € Z tais que ma + nb = 1. Observa que ma =1 —nb
enb =1 —ma. Assim ¢(ma) = (ma,ma) = (0,1 —nb) = (0,1 — nb) = (0,1). Também
o (nb) = (b, nb) = (T—ma, ) = (T,0).
Sejam u,v € Z. Vejamos que (u,?) € Im .
p(u(nb)+v(ma)) = p(u(nb))+e(v(ma)) = o(u)p(nb)+e(v)e(ma) = (@,u)(1,0)+@,v)(0,1) = (@,0).
(d) Como ¢ é sobrejetor temos que Im ¢ = Z,,, X Z,,. Também sabemos que Ker ¢ = mnZ. Pelo

estudado em teoria temos que os anéis Z/Ker ¢ e Im ¢ sdo isomorfos. Logo Z/mnZ e Ly, X Zy,
s@o isomorfos. Agora usamos que Z/mnZ = L.

nz) = (0,0).
€ Z/mZ, ou
, temos que

T,
x

H o\z\z

n=1




