10.-

11.-

MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Lista 5

Sejam &) = cos 2)‘7” + isin 2)‘7” com A =0,1,...,n — 1 as raizes n-ésimas da unidade em C e seja

m um inteiro qualquer. Calcule:

(a) &'+ &+ + &

(b) &' - &+ &t

Seja £ # 1 uma raiz n-ésima da unidade. Mostre que £ é raiz da equagao:
" " 24 1=0.

Seja p > 1 um numero primo. Mostre que
a) Toda raiz p-ésima da unidade diferente de 1 é primitiva.
Toda rai 6sima, d idade diferente de 1 é primiti
(b) As raizes p"-ésimas da unidade néo primitivas sdo raizes p”~!-ésimas da unidade.
Seja £ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Mostre que £™ é uma raiz n-éisma primitiva da
unidade, para algum inteiro m, se, e somente se, mdc(m,n) = 1.
(a) Seja f(x) =ap+arxz+ -+ apz™ um polindémio em R[z]. Mostre que se o € C é uma raiz de
f(z), entdo @ também é raiz de f(z).
rove que as raizes n-ésimas complexas da unidade diferentes de s@o duas a duas conju-
b) P { i 1 d idade diferentes de +1 d d
gadas.
¢) Prove que as rafzes n-ésimas primitivas complexas da unidade sdo duas a duas conjugadas.
P { s imiti 1 d idade séo d d jugad
Seja & uma raiz n-ésima da unidade. Considere o conjunto P(§) ={m € Z: £™ = 1}.
(a) Mostre que P(&) é um ideal ndo nulo de Z. Se p € Z é o gerador positivo de P(§), entéo p é
chamado de periodo de &.
(b) Se £ é uma raiz primitiva, qual é o seu periodo?
(c) Mostre que €™ =1 se, e somente se, p | m. Em particular, conclua que p | n.
d) Mostre que o periodo de uma raiz complexa da unidade £, é precisamente m.

(
Com as defini¢goes do Problema 6, calcule o periodo da raiz complexa:
(

(

1

a) décimo segunda da unidade &g.
b) trigésima da unidade &;5.
(¢) m-ésima da unidade &;.
Sejam w = —% + @z ep= g + gi, respectivamente, raizes primitivas ciibica e oitava da unidade
em C. Ache valores para A e p, inteiros, de modo que
cos 15° + i sin 15° = w* pi.
Use este resultado para calcular cos 15° e sin 15°.
Seja z = cosf +¢sinf, com 6 € R. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) z é raiz da unidade.
(b) £ Q.
(c) o conjunto {z": n € Z} é finito.
Mostre que os seguintes polinoémios sao irredutiveis em Q[z] fazendo alguma mudanca de varidvel.
(a) = + 1.
(b) z° + 23 + 1.
(c) 2%+ 32% + 5z + 5.
(d) x3 — 322 + 9z — 10.
Seja K um corpo e L uma extensao de K. Seja S C L um subconjunto. Mostre que a intersecgao
dos subcorpos de L que contém K e S é um subcorpo de L que contém K e S.
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Mostre que os seguintes niimeros complexos sao algébricos sobre Q.
(a) V2.
(b) Vn, n € Z.

(¢) V3 + /5. (Uma solugdo: é raiz do polinomio z* — 1622 + 4)
(d) V2+ V3.

(e) _H“[Z (Uma solugdo: é raiz do polinémio z2 + z + 1)

()J4¢7
Sejam u um elemento algébrico sobre o corpo K, e a € K. Mostre que a + u é algébrico sobre K,
encontra irr(a + u, K) e mostra que o grau de irr(a + u, K) e o grau de irr(u, K) é o mesmo.
Sejam K C L uma extensao de corpos ea € L. Se f(x) € K[z] é tal que f(a) = 0, calcule um
polinémio g(x) € K[z] tal que gla™t)=0.

(a) Mostre que f(z) =2+ 3z + 3 é 1rredut1ve1 em Q[z].

(b) Seja u uma raiz de f(x). Expressa u e (1+u)~! na forma a + bu + cu?, onde a,b,c € Q.

(Solugio: u™' = —1—2u? (1+u)' =4—u+u?)

Seja f(z) =23 — 22 + 2 + 2 € Q[z]

(a) Mostre que f(x) é irredutivel em Q[z].

(b) Mostre que se «, 8 sdo dois raizes de f(z) entdo os corpos Q[a] e Q[F] sao isomorfos.

(c) Seja u uma raiz de f(z). Escreva (u?+u+1)(u? —u) e (u—1)"! na forma a + bu + cu?, onde

a,b,ceQ.

Seja p um numero primo > 2. Prove que

(a) Gal(zP —1,Q) = Q[¢] onde (P =1 e £ # 1.

(b) QIE] = {a0 + @€+ +ap 2?2 0, €Q,i=1,...,p— 2.

Sejam p, ¢ nimeros primos > 2 e «, 3 definidos por: a = g/g € Re u = (cos— + ¢sin 2?”) e C.
Mostre que

(a) a,au,aqu?,... auP~! sdo as p distintas raizes de 2P — q € C.

(b) irr(a, Q) = 2P —qeirr(u,Q) =aP L+ 2P 2 + ... + 2+ 1.

(¢) Gal(zP — ¢,Q) = {Z”)\ljau Aij €Q0<i<p—-1,0<<p— 2}

(Sugestao: Gal(a? — ¢,Q) = Qav, u]).
Mostre que as seguintes extensoes L de Zs sao corpos de decomposigao dos seguintes polindmios

f(x) € Zs]x].

(2) f(z) =2 +z+1€ L], L=z

(b) flz) =2 +z+1¢€Lofa], L= 2.
Sejamoz:{s/geReB:%(—% f ) € C. Mostre que:
(a) Qlo] = Q[B].

(b) Gal(z® —5,Q) = Q[a, 8] = Qle, f] = Q[B, B].

Construir Gal(f(x),Q), o corpo de decomposicao sobre Q, dos seguintes polindémios f(x) € Q[z] e
calcular [Gal(f(x), ): Q).

(a) f(z)=
(b) fla)=a®

(c) f(z) =2~
(d) f(z)=2a" -
Calcula [K: Q} e encontra uma base sobre QQ da extensao de corpos Q C K onde K é:

- QIv2 Vi
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Encontra a dimensao e uma base das sguintes extensoes de corpos.
(a) Q[v/3,+/21] sobre Q[v/7].
(b) Q[V3 + /7] sobre Q[V7].
(c) QIV3, V7] sobre Q[v/3 + V7).
Se K C L é uma extensao de corpos, definimos o conjunto
Autg (L) = {o € Aut(L): o(a) = a para todo a € K}.

Seja f(z) € K[z] e & € L uma raiz de f(x) em L. Prove que o(a) é também uma raiz de f(x) em
L para todo o € Autg (L).
Mostre que Q[v2] € Q[v/2]. Mostre que [Q[v/2]: Q[v/2]] = 3. Encontre irr(¥/2, Q[v/2]).
Mostre que Q[v/2] C Q[v/2]. Mostre que [Q[v/2]: Q[v/2]] = 2. Encontre irr(v/2, Q[/2]).
Sejam K um corpo e f(x) € K[z] um polindmio de grau > 0. Se L é um corpo de decomposigao
de f(z) sobre K, mostre que [L : K] < nl. (Dica: Se a € L é raiz, entdo f(z) = (x — a)g(x) e
dg(x) =n —1).
Se K=KyCK; C---C K, =L sao corpos e [L : K| < 0o, mostre que

[LI K] = [KT-Z K,-_l] tee [Kg: Kl][Kll KQ]

Seja K um corpo de K C L uma extensdo de corpos tal que [L: K| = p é um niimero primo.
Mostre que L = K[u] para todo u € L\ K.

Seja K um subcorpo de C. Seja L = Klay,...,qa,], onde cada «; € C é algébrico sobre
K;—1 = Klag,...,a;—1]. Mostre que L é um corpo e K C L é uma extensao finita.

Seja K C L uma extensdo de corpos. Suponha que existem u,v € L tais que L = Klu,v] e
[K[u]: K] =m, [K[v]: K] =n com mdc(m,n) = 1. Mostre que [L : K] = mn.

Mostre que os seguintes polindémios f(z) € K|[z] sao irredutiveis sobre K.

(a) f(z)=2>+3; K=Q[5]

(b) f(z) = a® +80 -2 K =Q[va.
(¢) f(z)=2°+32° —92 —6; K =Q[V7,V5,1.

)

(d) f(z) =2 4+ 22°%% + 142" +1002; K = Q[ '*/111].
Entrega: Calcule

(a) [Q[V2]: Q.

(b) QR@Z] QlJ.

(c) [QIV2,i]: Q[V2]].

(d) [Q[V2+1i]: Q)]



