MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Lista 4

1.- Seja K um corpo com um ntimero finito de elementos. Mostre que K |[x] possui um niimero infinito
de polindmios irredutiveis. (Indicagdo: mesma prova que para demonstrar que Z tem um nimero
infinito de primos). Observa que se K é um corpo infinito, o resultado é claro pois {x —a: a € K}
é um conjunto infinito de irredutiveis.

2.- Entrega. Sejam K um corpo e py(z),...,pm(z) € K[z]\ {0}. Se o polinoémio f(x) € K|[z] satisfaz

() p1(@) | (@), p2(2) | @), pn() | F(2):
(ii) Se g(z) € K[z] é tal que p1(z) | g(z),...,pm(x) | g(z), entdo f(x) | g(x).
dizemos que é um minimo mailtiplo comum de pi(x),...,pm(x) em Klx].
(a) Mostre que se f1(x) e fo(z) sdo minimo multiplo comum de py(z),...,pm(x) em K[z], entao
existe a € K \ {0} tal que fi(z) = afa(z).
(b) Mostre que se f(z) € K[x] é um minimo multiplo comum de p1(x),...,pm(z) e c € K \ {0},
entdo g(x) = ¢f(x) é um minimo multiplo comum de p;(x),...,pm(x) em K|x].
(¢) Mostre que se f(z) € K

Klalpi(x) N Klz]pa(2) O - -0 Klalpp () = Klz] f (2),

[x] é tal que

entdo f(z) é um minimo miltiplo comum de py(z),...,pm(z) em K[z].
(d) Seja L uma extensdo de K. Sejam hq(z) € K[x] o tinico minimo multiplo comum ménico de
p1(x), ..., pm(x) em Klz], e ha(x) 0 inico minimo miltiplo comum ménico de py (), ..., pm(x)

em L[z]. Mostre que hi(z) = ha(x).
3.- Seja K um corpo. Dizemos

(a) Sejam f(x),g(x) € K[z] moénicos ndo constantes tais que mdc(f(z),g(z)) = 1. Mostre que

existe um isomorfismo de anéis
Kl K@ Kl
Klz]f(z)g(x)  Klalp(z) = Klz]g(z) -

(Indica¢do: Mesma prova que em Z. Prova P1)

(b) Use o anterior para provar que se h(x) é um polinémio ménico néo constante de K[z] tal que
h(z) = p1(z)™ pa(z)™2 - - p.(x)™ é uma fatoragdo em monicos irredutiveis, onde os p;(z) séo
distintos, entao existe um isomorfismo de anéis

Klz] o Klz] K] K]

Kllh(@) ~ Klalpi@™ ™ Klalpa(@) " Klalpo (@)
4.- Seja K um corpo e E uma extensdo de K. Sejam f(z) € K|[z] um polinémio irredutivel sobre K
e g(z) € K[z] um poliniémio ndo nulo. Suponha que existe o € E tal que f(a) = g(a) =0, i.e. «
é raiz de f(x) e g(x). Mostre que f(z) | g(z) em Klz]. (Indicagdo: mdc(f,g)).
5.- Mostre que se p é um primo e f(z) = apz" + -+ + a1 + ag € Zy[z|, com a, # 0, é irredutivel,
entao Zy[x]/Zy[x]f(x) é um corpo com p™ elementos.
6.- Encontre todos os polindmios monicos irredutiveis de grau < 3 em Zs[z] e em Zs[z].
7.- Encontre o inverso do elemento no corpo dado
(a) 22 — 2z + 1 em Q[z]/Qz](z® — 2). (Solugdo: 3x2 + 4z + 5)
(b) T em Zs[z]/Zs[z](2® + z + 1). (Solugdo: 4z + 4)
8.- Para quais valores de a = 1,2, 3,4 é Zs[z]/Zs[x](x? + a) é um corpo?
9.- Para quais valores de k = 2,3,5,7,11 é Zy[x]/Zy[x](z* + 1) é um corpo? (Solucdio: k = 3,7,11).
0
1

.- Construa corpos com o seguinte nimero de elementos: 9, 49, 8, 81.

.~ Mostre que os corpos K1 = Z1[z]/Zq1[z](2* + 1) e Ky = Zy1[z]/Z11[y](y* + y + 2) sdo corpos
de 121 elementos. Mostre que a funcdo que envia o elemento p(z) € K, a p(y+ 1) € Ky (onde
p(x) € Z11[x]) é uma funcdo bem definida e da um isomorfismo de anéis de K; em Kj.

12.- Seja f(x) = ap+ a1z + -+ ap_12" "1 + 2™ um polinémio moénico em Z[x] com ay # 0. Prove que

toda raiz racional de f(x) é inteira e divide ay.



13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

Decomponha o polindémio z* — 522 + 6 em produto de fatores irredutiveis sobre os seguintes corpos
K:
(a) K =Q.
(b) K = Q[v).

(¢c) K=R.
Decomponha sobre o corpo K = Z3 os seguintes polinémios como produto de irredutiveis:
(a) 22+ +1;

(b) 2® +x +2;

(c) 2% +22% + 2 + 1;

(d) z* + 23+ 2z + 1.
Seja K um corpo. Suponha que f(z),g(z) € Kz] \ {0} e que

fl,', fn

f(@) = upr ()™ - -pn(x)™ e g(x) = vpr(x)”™ - pn(2)
s@o fatoracoes de f(z) e g(x) em mdnicos irredutiveis, onde u,v € K \ {0}, os monicos irredutiveis
p1(x),...,pn(x) sdo todos diferentes e e;, f; sdo inteiros > 0.
(a) Mostre que d(z) = py (z)™0E0 1) py (g)yminlez,f2) .y (g)min(en.fn) ¢ o maximo divisor comum
de f(x) e g(z) em KJz] (onde d = 1 se todos os expoentes min(e;, f;) = 0).
(b) Mostre que h(x) = p(z)™¥* €/ py(p)ymax(ez.fz) ... p (gymax(en.fn) § o minimo miiltiplo co-
mum de f(z) e g(z) em KJz].
(¢) Mostre que f(x)g(x) = uvd(z)h(x).
Sejam K um corpo e a(x),b(x), c(r) € Klz]\ {0}. Seja d(r) um méximo divisor comum de a(x)

a(z

e b(x) em Klz]. Mostre que se a(z) divide b(z)c(z) em K[z] entdo d(wg divide ¢(z) em K][x].

(Indicagdo: Quando d(x) = 1 foi provado em teoria).
Sejam K um corpo e f(x),g(x) € K[z]\ {0} com méximo divisor comum d(x) € K|[z].
(a) Dado h(x) € K[z], mostre que existem polinémios a(x),b(x) € K[z] satisfazendo a equagao

a(x)f(x) + b(z)g(x) = h(z) (1)
se, e somente se, h(zx) é divisivel por d(z).
(b) Exercicio de extensao. Se ag(x),bo(z) € K|x] sdo solugbes particulares da equagao (1), mostre
que o conjunto completo de solugdes da equagao (1) é dado por

a(z) = ao(z) +m(z) 7, b(z) = bo(z) —m(z) 75—~

onde m(z) varia entre todos os polindémios de K|x].
(Indicagao: 1) E facil comprovar que todas as solugdes propostas sao de fato solugéo de (1).
il) Suponha que a(x),b(x) sao solugdes. Entao f(x)(a(z) —ao(x)) = g(z)(bo(z) —b(x)). Agora
use o exercicio 16).

Prove que os seguintes polinémios f(x) sdo irredutiveis em Q[z].

(a) f(x) =a*+ 223 +22% + 22 + 2;

(b) f(x) =" —31;

(c) f(z) = 2% + 15;

(d) f(x) =23+ 622 + 5x + 25;

(e) f(x)=2*+82% + 2%+ 2z +5;

(f) f(z) =2*+ 1023 + 2022 + 30z + 22;



19.- Determine quais dos seguintes polindémios sobre os seguintes corpos K sao irredutiveis.
(a) 27 +222% + 112% — 442+ 33, K =Q.
(b) 2 =722 +3x+3, K=0Q.
(C) 1‘4 — 57 K= Z17.
(d) 333 — 5, K= le.
(e) zt + 7, K =177.
20.- Prove que os polinémios 62° + 1423 — 21z + 35 e 1825 — 3022 + 1202 + 360 sao irredutiveis em Q|z].



