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MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Lista 2

Mostre que a interse¢ao de ideais de um anel (4, +,-) é também um ideal de A. Mostre também
que a intersegao de ideais & esquerda (direita) de um anel (4,4, ) é também um ideal & esquerda
(direita) de A.

Seja {Jp, }nen uma sucessao de ideais de um anel A. Prove que, se

JoCShC---CJ, S,

entdo J = |J J, é um ideal de A. Mostre com um exemplo que a unido de dois ideais pode nao
neN
ser um ideal.

Sejam I e J dois ideais de um anel (A4, +,-). Prove que

(@) I+J={z+y:xzel,yeJ}éum ideal de A.

) I-J={>" 2 y:neN, zel,y €J}éunmideal de A contido em I N J.
Sejam m,n € Z. Descreva os ideais mZ + nZ, mZ N\ nZ e mZ - nZ.

Seja I um ideal & esquerda e J um ideal & direita de um anel (A, +,-). Mostre que I - J é um ideal
de A.
Seja (A,+,) um anel, e sejam a € A e I C A um ideal de A.

(a) Mostre que ann;(a) = {x € A: x-a =0} é um ideal & esquerda de A.

(b) Mostre que ann,(a) = {z € A: a-x =0} é um ideal & direita de A.

(¢) Mostre que ann;(I) = {z € A: -y =0 para todo y € I'} é um ideal de A.
Seja p um ntmero primo e seja A o subconjunto de Q definido por

m
A= {g m,n € Z, n # 0, mde(p,n) = 1}

(a) Mostre que A é um subanel de Q.
(b) Mostre que I = {™* € A: p divide m} é um ideal de A.
(¢) Mostre que A/I ¢é isomorfo a Z,. (Indicagao: Mostre que a funcdo A — Z,, = — mn~!, ¢
um homomorfismo sobrejetor com nicleo I.)
Seja (A, +, ) um anel comutativo, A # {0}, com elemento unidade 1 € A, e seja P um ideal de A.
Dizemos que P é um ideal primo de A se P # A e para todos x,y € A se satisfaz

Sex-ye€ P,entao z € Pouy € P.

(a) P é um ideal primo de A se, e somente se, A/P é um dominio de integridade.

(b) Os tnicos ideais primos de Z sao {0} e os ideais p - Z onde p é um nimero primo.

(¢) Se M é um ideal maximal de A entao M ¢é um ideal primo de A.
Sejam A e B dois anéis. Considere o anel A x B (veja exercicio 15 da Lista 1).

(a) Mostre que se I é ideal de A e J éideal de B, entdo I x J = {(z,y) e AxB:z €1,y € B}

é um ideal de A x B. Mostre que todos os ideais de A x B sao dessa forma.

(b) Como sao os ideais & esquerda (direita) de A x B.
(¢) Como s@o os ideais maximais de A x B?
(d) Como sao os ideais primos de A x B?

(e) Encontre os ideais maximais de Z x Z.

Calcule todos os ideais N de Z13. Em cada caso calcule Z;12/N: ou seja, encontre um anel conhecido
que seja isomorfo ao quociente Zis/N.

Considere o anel C([0,1]) = {f:[0,1] — R: f continua }. Seja S C [0,1] um subconjunto do
intervalo. Mostre que o conjunto {f € C([0,1]): f(s) = 0 para todo s € S} é um ideal de C([0,1]).
Seja f: A — B um homomorfismo e L um ideal de B. Prove que f~(L) = {a € A: f(a) € L}é
um ideal de A.
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Seja (A, +,+) um anel com unidade 1. Se € A e n € Z vamos definir nz do seguinte modo:

0, sen=20.
z, sen=1.

nr = T+ ---+x, nvezes,sen > 2.
—xsen=—1.

(—x) 4+ -+ (—x), —n vezes, se n < —2.

Mostre que:

(a) m(z +y) = mx + my, para todos m € Z e x,y € A.

(b) (mn)l = (ml)-(nl), para todos m,n € Zel e A.
Seja (A, +,+) um anel com unidade e seja ¢: Z — A definida por ¢(n) = nl para todo n € Z.

(a) Prove que ¢ é um homomorfismo.

(b) Prove que {m € Z: m1 =0 € A} é um ideal de Z.
Seja D um dominio de integridade e seja ¢: Z — D definida por ¢(n) = nl para todo n € Z.
Sabemos que ker ¢ é um ideal de Z.
Se ker ¢ = {0}, dizemos que a caracteristica do dominio D € zero.
Se ker ¢ # {0}, existe um tnico inteiro positivo p tal que ker¢ = pZ. Nesse caso deizemos que
acaracteristica do dominio D é p. Mostre que p é um numero primo tal que px = 0 para todo
rxeD.
Seja K um corpo e seja P a interse¢do de todos os subcorpos de K. Prove que P é o menor
subcorpo de K. Chamamos P de corpo primo de K.
Seja K um corpo e seja P o corpo primo de K. Mostre que:

(a) Se a caracteristica de K é zero, entao P é isomorfo a Q.

(b) Se a caracteristica de K é um ndmero primo p, entdo P é isomorfo a Z,,.

(c) Prove que se Z,,Zq C K, com p e g primos, entdo p = q.
Sejam A = {a+bv2:a,beZ} e B= {(Z 2ab> : a,bGZ}.

(a) Mostre que B é um subanel de Ms(R).

(b) Mostre que a fungdo f: A — B, definida por

flarvd = (5 %),

é um isomorfismo.
Prove que os anéis 27 e 37 nao sao isomorfos.
Prove que os corpos Q[v/2] e Q[v/3] ndo sio isomorfos.

Calcule End(Z[i]) = {f: Z[i] — Z[i]: f homomorfismo} e Aut(Q[i]) = {f: Q[i] — Q[¢]: f isomorfismo}.

Sejam A e B dois anéis. Mostre que m4: A x B — A, definida por (a,b) — a, e 15: A X B — B,
definida por (a,b) — b, sdo homomorfismos de anéis sobrejetivos. Calcule os nicleos de 74 e 7.
Mostre que (A x B)/kerm4 é isomorfo a A e (A x B)/kernp é isomorfo a B.

Sejam R, A, B anéis. Mostre que uma funcao f: R — A x B é um homomorfismo de anéis se, e
somente se, T4 0 f: R— Aenwpgo f: R— B sdo homomorfismos de anéis.

Seja F': C([0,1]) — R definida por F(f) = f(1) para todo f € C([0,1]).

(a) Prove que F' é um homomorfismo.

(b) Calcule im f e ker f.

(¢) Identifique o anel C([0,1])/ker f. E ker f um ideal maximal?
Seja F': C([—1,1]) — C(]0,1]) definida pela restri¢do, ou seja, F(f) é f como funcdo definida em
[0,1].

(a) Mostre que F' é um homomorfismo sobrejetor.

(b) Encontre o nicleo ker F' de F.

(¢) Mostre que os anéis C([0,1])/ ker F' e C([0, 1]) sdo isomorfos.



26.- Sejam I C J ideais de um anel (A, +,-). Mostre que a correspondéncia A/I — A/J definida por
a +— a estd bem definida e é um homomorfismo de anéis.
Se m,n sao inteiros nao nulos, tais que n divide a m, aplica o anterior para obter um homomorfismo
de anéis Z,,, — Z,,.
Se I # J, a correspondéncia A/J — A/I, a — @, estaria bem definida?
27.- Seja R um dominio de integridade e Q(R) o corpo de fragoes de R. Mostre que todo automorfismo
0: R — R possul uma tnica extensdo a um automorfismo de Q(R).
28.- Exercicio para entrega. Data limite 19:20 horas do dia 21 de marco de 2019.
Seja (A, +,) um anel e n > 1 um inteiro. Considere o anel de matrizes M, (R).
(a) Se I for um ideal de A, mostre que M, (I) ={Y = (yi;): vi; € I paratodoi,j =1,...,n} é
um ideal de M, (A).
(b) Suponha que (B,+,-) é um anel e f: A — B um homomorfismo. Se X = (x;;) € M,(A),
denotamos por X' = (z};) € M,(B) a matriz onde z}; = f(xi;) para todos i,j = 1,...,n.
Mostre que F': M, (A) — M, (B), definida por F(X) = X’ também é um homomorfismo.
(c) Seja I um ideal de A. Mostre que os anéis M,,(A/I) e M, (A)/M,(I) sao isomorfos.



