MAT5730 - ALGEBRA LINEAR - Segundo semestre de 2016
Lista b

. Sejam V um K-espago vetorial de dimensdo finita e T € L(V). Prove que se T? tem
um vetor ciclico v, i.e. V = Z, 12, entdo T tem um vetor ciclico, i.e. V = Z, . Vale a
reciproca?

. Seja V um K-espago vetorial e T: V. — V um operador linear com polindmio mi-

nimo mr(t) = p1(t) - -- p,(t) onde os p;(t) sdo distintos e irredutiveis em K[t]. Seja

V=Vi&---®V,adecomposicao de V dada pelo teorema da decomposicdo primaria.
r

Mostre que para todo subespago T-invariante W de V temos que W = @ (W N V;).
i=1

. Seja K um corpo, V um K espaco vetorial e T: V' — V um operador linear. Sejam

p(t) € K[t] um polindmio irredutivel e n um inteiro positivo. Suponha que existe v € V

tal que my, r(t) = p(t)". Sejaw € Zy 1.

(@) Mostre que w = u(T)p(T)!(v) onde u(t) € K[t] coprimo com p(t) e 0 <1 < n.

(b) Mostre que Zy,r = Z,(1)1(,),r- Logo os tnicos subespagos T-ciclicos de Z,,r sdo
0= Zpry@,r C Zpmy-i()1 " C Zp(n)o),1 © ZoT-

(c) Mostre que todo subespago T-invariante de Z,, 1 € T-ciclico, ou seja, da forma Z,, 7y,
com0 <] <mn.

. Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finitae T € L(V).

(a) Prove que se existe um vetor ciclico para T entdo todo subespaco préprio T-invariante
de V também tem um vetor ciclico.

(b) Vale a reciproca do item (a)? (Isto é, se todo subespago préprio T-invariante W de
V tem um vetor ciclico para Ty, é verdade que existe um vetor ciclico para T7?)

. Sejam V um K-espaco vetorial de dimensdo n e T € L(V) um operador diagonalizével.
Mostre que existe um vetor ciclico para T se, e somente se, T tem n autovalores distintos.

. Prove que duas matrizes de ordem 3 sdo semelhantes se, e somente se, elas tém o mesmo
polindmio caracteristico e 0 mesmo polindmio minimal.

. Sejam V um K-espago vetorial de dimensdone T € L(V).

(a) Prove que Im T tem um complementar T-invariante se, e somente se, Im TNker T =
0.

(b) SeImT NkerT = 0, prove que ker T é o tinico complementar de ImT que é T-
invariante.

. Seja T € L(RR®) o operador linear tal que
2
[T]can = 1

o N O

0
0
0 3

Seja W = ker(T — 2I). Prove que W ndo tem nenhum complementar T-invariante.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja A € M3(R) a matriz
1 3 3
A= 3 1 3
-3 -3 -5

Encontre uma matriz inversivel P tal que P! AP esteja na forma racional.

Seja A € M3(R) a matriz
3 -4 —4
A= -1 3 2
2 —4 -3

Encontre vetores vy, - - - , v, que satisfazem as condi¢des do Teorema da Decomposicao
Ciclica.

Sejam V um K-espaco vetorial de dimenséo finita e T € L(V). Prove que T tem um
vetor ciclico se, e somente se a seguinte afirmagao é verdadeira: “Todo operador linear
que comuta com T é um polinémio em T.”

Sejam V um K-espago vetorial de dimenséo finitae T € L(V). Prove que todo vetor ndo
nulo v € V é um vetor ciclico para T se, e somente se, o polindmio caracteristico de T é
irredutivel em K[t].

Sejam V um K-espaco vetorial de dimenséao finitae T € L(V). Suponha que o polindmio
minimal de T é igual ao polindmio caracteristico de T e é uma poténcia de um polino-
mio irredutivel. Prove que nenhum subespago ndo trivial T-invariante de V' tem um
complementar que também é T-invariante.

Determine a forma racional R da matriz
1 2 0 4
4 1 20
A= € My (IR)
041 2
2 0 4 1

e encontre uma matriz inversivel P tal que P"'AP = R.

Seja T € L(R*) um operador linear tal que #* + 3 é um divisor do polindmio minimal de
T e 1 é o tnico autovalor de T. Quais sdo as possiveis a formas racionais de T?

Determine quais das matrizes seguintes sdo semelhantes:
-1 4 0 O 3 -8 -6 0 3 1 0 0
-1 3 0 0 -1 5 30 -4 -1 0 O
, B= eC=
13 —-16 2 -1 2 -8 -5 0 0o 0 3 1
-9 =131 0 0 0 01 0 0 —4 -1



17. Encontre a forma de Jordan real | da matriz

1 1 1 1 0 0
-2 -1 0 -1 0 0
a_| 0 0110 1
0 0 2 1 1 0
o 0 0 0 1 2
0 0 0 0 -1 -1 |

e a matriz P tal que P~1AP = J.

18. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n sobre o corpo K. Seja f € KJ[t] um
polindmio monico, irredutivel e de graud > 1.
(a) Suponha que d|n. Prove que existe T € L(V) tal que o polindmio minimal de T é f.
(b) Se T € L(V) é tal que seu polindmio minimal tem grau d e é irredutivel em K[t], é
verdade que d|n? Justifique.

19. Determine o nimero de matrizes ndo semelhantes A em Mg(IR) satisfazendo
(A% +21)° = 0.

20. Seja A € M,(R), tal que A? + I = 0. Prove que n = 2k e que A é semelhante a matriz
0 —1I
I 0|’

21. Seja A,B € M,(R). Prove que se A e B sdo semelhantes sobre o corpo dos ntimeros

A=

onde I € My(R) é a matriz identidade.

complexos, entdo elas sdo também semelhantes sobre IR.

22. Seja V um K-espago vetorial e T: V — V um operador linear. Dizemos que um subes-
pago W de V é T-admissivel se W satisfaz:
e W é T-invariante.
e Paratodo f(t) € K[t], seexistirv € V com f(T)(v) € W, entdo existe w € W tal que
£(T)(0) = F(T) (w).

(a) Mostre que se U é um subespago de V T-invariante tal que possui um comple-
mento também T-invariante, entdo U é T-admissivel. Portanto, todos os Z,, r que
aparecem aparecem na decomposicdo ciclica e racional, e suas somas diretas, sdo
T-admissiveis.

(b) Mostre o reciproco. Todo subespaco T-admissivel possui um complemento T-invariante.
(Dica: Usando o exercicio 2, mostre que o problema pode ser reduzido ao caso em
que V = ker p(T)" com p(t) irreduzivel. Trabalhe como no teorema da decomposi-
¢do ciclica.)

23. Sejam K um subcorpo do corpo F, n um inteiro positivo e A, B € M,(K). Mostre que
existe P € M, (K) invertivel tal que P"!AP = B se, e somente se, existe Q € M,(F)
invertivel tal que Q" 'AQ = B.



