MAT5730 - ALGEBRA LINEAR - Segundo semestre de 2016
Lista 3

. Seja V um K-espaco de dimensao finita n e seja T: V — V um operador linear. Mostre
que se T tem n autovalores distintos entdo T é diagonalizavel.

. Sejam V um K-espago de dimenséo finita, T € L(V) e A € K um autovalor de T. Cha-
mamos de multiplicidade algébrica de A ao maior inteiro m tal que (t — A)™ divida o po-
lindbmio caracteristico pr(t) de T. A dimensdo do autoespago Vr(A) é a multiplicidade
geométrica de A.

(a) Mostre que a multiplicidade geométrica de A é sempre menor ou igual a multiplici-
dade algébrica de A.

(b) Mostre que T é diagonalizével se, e somente se, pr(t) é produto de fatores linea-
res e, para cada autovalor A de T, as multiplicidades algébrica e geométrica de A
coincidem.

. Seja A = [12]. Calcule A?13,
13/2 —5/2 5/2

. Seja A = [—%/z 130/2 —Z/z]. Encontre B € M>(Q) tal que B? = A.

. Supondo que x; = 0 e y; = —1, resolva o sistema de equagdes
Xny1 = 2Xp+6Yy
Yn+1 = 6xn - 3]/71

. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja T: V' — V um operador linear
inversivel. Prove que:
(a) Se A é um valor préprio de T, entdo A # 0.
(b) A é um valor préprio de T se, e somente se, A~! é um valor préprio de T~!(onde
T~1 é o operador inverso de T).
(c) Se A é um valor préprio de T, mostre que a multiplicidade algébrica de A é igual a
multiplicidade algébrica de %

. Seja V um espaco vetorial de dimensao n e seja T € L(V) de posto 1. Prove que ou T é
diagonalizavel ou T é nilpotente.

. Sejam A, B, X,Y € M, (K).
(a) Prove que se I — AB é inversivel, entdo I — BA é inversivel e que

(I-BA)' =1+B(I- AB) 'A.

(b) Prove que XY e YX tém os mesmos autovalores em K. Elas tém o mesmo polindmio
caracteristico? E o minimal?

. Seja D € M, (K) uma matriz diagonal com polindmio caracteristico
po(t) = (E—c1)™ - (£ = cp),

em que cy, - - -, Ck sdo distintos. Seja
W ={A e M,(K): DA = AD}.

Prove que dim W = d% + -+ d%.
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Seja D € L(P,(R)) o operador derivagdo. Encontre o polindmio minimal de D.

Seja n um inteiro positivo e seja A € M, (Q). Sejam ¢y, ¢y, . . ., ¢, 0s (nd0 necessariamente
distintos) autovalores de A quando considerada como uma matriz de M, (C). Mostre
que Y1 ; ¢; e [T\ ¢; sdo nameros racionais.

Determine o polindmio minimal de cada uma das seguintes matrizes:
101 111 a b c
A I 010 011 |e|0act
4 7 7 a
1 0 01
1 01 0 01 0 0 a
Seja K um corpo e Ay, ..., A, matrizes quadradas sobre K. Suponha que c;() é o polind-

mio caracteristico de A; e m;(t) o polindmio minimal de A;, i = 1,...,n. Seja B a matriz
triangular por blocos

-Al * *-

A

p—| 0 A
_0 e 0 An_

Mostre que o polindmio caracteristico de B é c(t) = ¢1(f) - - - c4(t). Mostre que nédo é
verdade que o polindmio minimo de B seja m(t) = mq(t) - - - my(t).

Sejam K um corpo e A, B € M, (K) matrizes semelhantes.
(a) Mostre que os polindmios caracteristicos de A e B coincidem.
(b) Mostre que os polindmios minimais de A e B coincidem.
(c) Existem matrizes com os mesmos polindmios caracteristico e minimal que ndo sdo

1000 1000

semelhantes. Considere as matrizes A; = [(1) 38 8} e Ay, = [(1) 38 8} . Mostre que
0001 0011

o polinémio caracteristico das duas matrizes é (t — 1)*. Mostre que o polindémio

minimal das duas matrizes é (+ — 1)2. Suponha que A; é semelhante com A; e que

P ¢ uma matriz invertivel de tamanho 4 x 4 tal que A, = P~'A;P. Se P = (p;;)

1+g12p11  q12P12 q12P13 q12P14
gpi1 1+92p12  92p13 q22P14
q32P11 g2p12  1+q3p13  g32p14
qe2P1 qa2P12 ga2p13  1+qa2p14

igualando os elementos das posi¢des (2,1), (2,3) e (4,3) das duas expressdes de A,

e P~! = (gjj), entdo temos que P~1A;P = Logo

temos que g2p11 = 1, g2p13 = 0, qeop13 = 1, mas isso é impossivel. Portanto as
matrizes A; e Ay ndo sdo semelhantes para nenhum corpo K.

Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2 e T : M,,(K) — M, (K) o operador linear
definido por T(A) = A’. Mostre que T é diagonalizavel, determine os autovalores de T,
as dimensoes dos autoespagos e uma base de M, (K) formada por autovetores de T.

Seja A € M,,(K) e Ty : My (K) — M, (K) o operador definido por T4(M) = AM — MA.
Prove que se A é diagonalizdvel entdo T4 é diagonalizavel.

Seja T € L(V) um operador linear tal que todo subespago de V é T-invariante. Mostre
que T é um mdltiplo do operador identidade.



18. Seja C € M, (K) a matriz

[0 0 0 0 —cy |
1 0 0 —c
1 0 0 —C2
C= .
000 -+ 0 —cyo
(000 - 1 —cpq |

Prove que o polindmio caracteristico de C é pc(t) = t" + c,—1t" 1 + - - - + 1t + ¢o. Mos-
tre que este é também o polindmio minimal de C. A matriz C é chamada de matriz
companheira do polindmio co + c1t + - - - + Cpq "L 1,

19. Mostre que uma matriz A € M, (K) é inversivel se, e somente se, o termo constante de
seu polindmio minimal é diferente de zero.

20. Seja A € M,(K) uma matriz inversivel. Mostre que existe um polindmio p(t) € K]t] tal
que A1 = p(A).

21. Seja T € L(V) um operador diagonalizavel e seja W um subespaco de V T-invariante.
Prove que a restriggode Ta W, T|y € L(W), é diagonalizavel.

22. Seja T € L(V) um operador linear e seja W um subespago de V. Prove que W é T-
invariante se, e somente se, WY é Tt-invariante.

23. Sejam K um corpo, n um inteiro positivo e A € M,(K) uma matriz de posto r < n.
Mostre que o polindmio minimal de A é de grau <r + 1.

24. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado
eseja T € L(V). Prove que T é diagonalizavel se, e somente se, para todo subespago
T-invariante W de V existe um subespago T-invariante U tal que V. =W @ U.
Observacao: Um operador linear T é semi-simples quando todo subespago T-invariante
de V tem um complemento que é também T-invariante.

25. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre C e seja T € L(V). Prove que as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) T é diagonalizavel e T?" = T".
(b) T =T.

26. Determine todas as matrizes A € M;(IR) nilpotentes e calcule det(A + I) e det(A — I).

27. Sejam V um espago vetorial sobre R e {e1,ep,e3} uma base de V. Seja T: V. — V o
operador linear definido por

T(ey) =ex—e1, T(ep) =e3—ey, T(e3) =e3—ep.

(a) Mostre que T néo é diagonalizavel.
(b) Calcule T?'2. (Dica: Usa o Teorema de Cayley-Hamilton)

28. Seja V um espago vetorial sobre Re T: V — V um operador linear. Mostre que T sempre
possui um subespaco T-invariante nao nulo de dimensdo < 2. Prova isso de duas formas
diferentes usando o teorema de decomposicdo primadria e usando a complexificacdo.
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