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Lista 2
. Sejam A, B,C € M,,(K). Prove que

0 C

det
A

= (~1)"det(A) det(C).

. Seja Kum corpoe Ay, ..., A, matrizes quadradas sobre K. Seja B a matriz triangular por

blocos

Ay x - %
0 A
I 0 --- 0 An_

Mostre que det B = det(A;) det(Az) - - - det(A,).

. Seja K um corpo, ea,b,c,d,e, f,g € K. Mostre que

a b b a b b a b b
det| ¢ d e |+det| e ¢ d | +det|d e ¢ | =0.
f g g f g g f g g

N

. Sabendo que os ntimeros inteiros 23028, 31882, 86469, 6327 e 61902 sdo todos mdltiplos

ONNCON

4
13838
de 19, mostre que o ntimero inteiro det [8 04 g] é maltiplo de 19.
61902
. C [bcoO > 4c* ab  ac
. Seja Kum corpoea,b,c € K. Usando a matriz [a 0 c] calculadet | ap 24 be
0ab ac be  a?+b?

. Calcule o determinante das matrizes

@@ aa 1+a b c
a b b b

, a 1+5b c
a b ¢ ¢ . b 1+
a b ¢ d

. Seja Kum corpoea,b,c,d € K. Mostre que

a —-b —c —d

det b —d e (a* 4+ b* + > +d*)%
c d a b
d —c b a

1<i<j<n



9. Seja K um corpo, n um inteiro positivo e K, [x] o conjunto de polindmios de grau menor
o igual que n com coeficientes em K. Sejam ti,...,t,41 € K diferentes dois a dois.
Considere as fun¢des de avaliagdo 7;: K,[x] = K, 7;(p(t)) = p(t;),i=1,...,n+ 1.

(a) Mostre que B = {7y, ..., Ty41} é uma base de K, [t]*. Indicacio: Exercicio 8.
(b) Mostre que os polindmios de Lagrange

t—t]
Lit)=]]— i=1..,n+1,
AT

é uma base dual de B.
(c) Mostre que para quaisquer 4y, ..., 4,41 € K existe um tnico polinémio p(t) de grau
menor o igual que n tal que p(t;) =a;,i=1,...,n+1.

10. Sejam A, B € M, (K). Mostre que se A é inversivel entdo existem no maximo » escalares
c tais que cA + B ndo é inversivel.

11. Sejam A, B,C,D € M, (K) com D inversivel.
(a) Mostre que det [4 B] = det(AD — BD'CD).
(b) Se CD = DC, mostre que det [4 B] = det(AD — BC). O que acontece quando D
nao é inversivel?
(c) Se DB = BD, calcula det [4 B ].

12. Seja K um corpo e n um inteiro positivo. Dadas matrizes A,B € M, (K) mostre que
det [4 B ] = det(A + B) det(A — B).

13. Seja n > 1 um inteiro e I C R um intervalo aberto. Seja C"~V(I;R) o conjunto das
fungdes de classe n — 1, i.e. derivaveis n — 1 vezes com derivada n — 1 continua. Dadas
fi,oe fn € C(”*l)(l;]R), o Wronskiano de f1,..., f, é a funcdo W(f1,...,fu): I — R,
t— W(f1,..., fu)(t), definida como

fl(t) fz(t) fn(t)
Whoo f) () —det | 00 B Al

ff”*.”(t) fé”*'”u) . f;&”*”(t)

Mostre que se existir t € I tal que W(f1,..., fu)(t) # 0entdo {f1,..., fu} C C(”*l)(l; R)
é R-linearmente independente.

Observa que o reciproco nao é certo. Por exemplo, seja [ = (—1,1) e fi: t — e
fa: t = |£3]. O conjunto {fi, fa} é R-linearmente independente, mas W(fy, f2)(t) = 0
paratodot € (—1,1).

14. Seja K um corpo, n um inteiro positivo e A € M, (K).
(a) Mostre que se A for uma matriz simétrica, entdo Adj A também é simétrica.
(b) Mostre que se A for uma matriz triangular, entdo Adj A também é triangular.
(c) Se ¢ € K, mostre que Adj(cA) = ¢" 1 Adj(A).
(d) Mostre que Adj(A?) = (Adj(A))".

15. Seja K um corpo, n um inteiro positivo e A,B € M,(K). Se A e B forem invertiveis,
mostre que Adj(AB) = (AdjB)(Adj A) . (Comentdrio: O resultado também é certo se A
ou B ndo sdo invertiveis.)



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Seja K um corpo e n um inteiro positivo. Sejam A, P € M, (K) invertiveis. Mostre que
Adj(P~'AP) = P! Adj(A)P. (Comentdrio: Se A nao for invertivel o resultado ainda é
verdadeiro.)

Seja K um corpo, n um inteiro positivo e A € M, (K).

(@) Mostre que det(Adj(A)) = (det(A))" 1sen > 2.

(b) Se A for inversivel, mostre que Adj(Adj(A)) = Asen = 2, e que Adj(AdjA) =
(det(A))*"2A se n > 2. (Comentdrio: O resultado também é certo se A nao for
inversivel.)

(c) Se A for inversivel e definimos Adj;(A) = Adj(A) e Adj,,(A) = Adj(Adj.(A)),

n—1)k—(—1)k
mostre que Adj, (A) = det(A)%A(*l)k e que det(Adj,(A)) = det(A)—1",

Seja K um corpo e V um espaco vetorial de dimensao finita n. Sejam B = (eq,...,e,) e
C = (dy,...,d,) duasbases de V. Sejam ¢ a tinica forma n-linear tal que ¢(ey, ..., e,) =1
e | a tnica forma n-linear tal que ¢(dy,...,d,) = 1. Qual o valor de (e, ..., e,) e de
¢(dy, ..., d,)? Use isso para dar uma relagdo entre ¢ e 1.

Seja K um corpo, E um K-espaco vetorial de dimensao finitane B = {ey, ..., e, } umbase
de E. Seja T: E — E uma transformagao linear. Considere a fungao T*: A,(E) — A,(E),
fr T#f,onde T*f: E x --- x E — Kédefinidapor T*f(v;...,v,) = f(T(v1),...,T(v,)).

(a) Mostre que T* é uma transformagao linear.

(b) Quando n = r, A,(V) tem dimensédo 1. Logo T* é multiplicacdo por um escalar.
Definimos det T como o escalar a € K tal que T#f = af. Mostre que essa definigdo
coincide com a nossa definicdo de determinante. Indicacdo: Seja ¢ a tnica forma
n-linear alternada tal que ¢(ey, ..., e,) = 1. Qual a relacdo entre T*¢ e ¢?

Seja K um corpo e V um K-espaco vetorial de dimensdo finita n. Sabemos que se f €
L,(V) entdo
or =) sgn(0)fe,

oES,
onde f;(vy,...,v,) = f(va(l), e, vg(r)), é uma forma r-linear alternada.
(a) Mostre que a correspondéncia L,(V) — A,(V) é uma transformagao linear.
(b) Se f € n-linear e alternada, mostre que ¢y = n!f.

Sejam Eq, ..., E, espacos vetoriais de dimensdes ny,...,n, respectivamente sobre um
corpo K. Defina a fungdo r-linear f: E; X --- x E, — K e prove que o conjunto des-
sas fungdes r-lineares, indicado por L(E;, ..., E,; K), é um espago vetorial de dimensao
ny My« Ay

Sejam E um espago vetorial de dimensdo n sobre um corpo K e = {uy,...,u,} uma
base de E. Para cada sequéncia crescente | = {j; < j» < --- < j,} de r inteiros de 1
até n, seja escolhido um a; € K. Prove que existe uma (tinica) forma r-linear alternada
frEx---xE— Ktalque f(u;j,...,uj,) = aj para toda sequéncia | = {j; < --- < j; }.
Conclua que o espaco vetorial A,(E) tem dimensao igual a (7).



23. Seja E um espago vetorial de dimensdo finita n. Dados os funcionais lineares
fi,--., fr E = K, defina a forma r-linear alternada f = f1 A--- A fr: EX s xE — K
pondo f(v1,...,v,) = det(fi(v;)).

(a) Prove que f1 A--- A f; # 0 se, e somente se, f1, ..., fr sdo linearmente independen-
tes.

(b) Prove que se {fi,...,fn} C E* é uma base entdo as formas f; = f; A--- A f;, para
todo ] ={j1 <--- <j,} C{1,...,n}, constituem uma base para A,(E).

(c) Fixada uma base Bde Ve fi,..., f, a base dual B*. De acordo com o anterior, qué
base de A,(K) obtemos?

24. Extensdo: Nos exercicios 15, 16 e 17, supusemos que certas matrizes fossem inversiveis,
mas os enunciados sdo verdadeiros sem essa suposicdo. Neste exercicio vamos provar
isso.

Seja K um corpo e considere o anel de polinémios L = K[x;: i,j = 1,...,n] em n?
varidveis {xi]-}?]-zl e seu corpo de fragdes K(x;;: i,j =1,...,1).

X110 Xin

A invertivel em K(xl-j: i,j=1,. .., n). Portanto, os resul-

Xnl = Xnn

tados sdo verdadeiros para essa matriz.

(b) Observa que Adj(X) € L.

(c) Dada uma matriz A € M,(K), A = (a;j), existe um homomorfismo de K-algebras
h: L — K tal que x;; + a;;. Observa que h(det(X)) = det(A), e h(X;;) = Aj;
onde X;j; e A;; denotam os determinantes das matrizes obtidas a partir de X e A

(a) A matriz X =

eliminando a linha i e a coluna j.

(d) Observa que h induz um homomorfismo de K-algebras ¢: M,(L) — M,(K),
Y = (yi) = (h(yij))-

(e) Mostre que ¢(Adj(X)) = Adj(A) e ¢(Adj, (X)) = Adj.(A).

(f) Para o exercicio 15, considera o anel de polindmios K [xl-j, yij] com 2n? variaveis.



