MAT5730 - ALGEBRA LINEAR - Segundo semestre de 2016
Lista de Revis3o 2

1. Seja V um espago vetorial sobre IR. Vamos definir a complexificacio Vi de V.
e Como conjunto, V¢ = V x V. Um elemento de V¢ é um par ordenado (u,v), onde
u,v € V, mas o expressaremos como i + iv.
e A soma em V¢ é definida por

(u1 +iv1) + (up +ivp) = (g +up) +i(vy + v2)

para uy, u, 01,02 € V.
e A comultiplicacdo por escalar complexo é definida por

(a+bi)(u+iv) = (au — bv) +i(av + bu)

paraa,b c Reu,veV.
Mostre que
(a) V¢ é um espago vetorial sobre C.
(b) Se {v;}ter € uma base de V (como R-espago vetorial), entdo {v; = v; + i0}tc7 é uma
base V¢ (como C-espago vetorial). Logo a dimensado de V; como C-espago vetorial
é a mesma que a dimensdo de V como R-espaco vetorial.
(c) V¢ é também de forma natural um IR-espago vetorial. Qual a dimensdo de V¢ como
R-espago vetorial?
(d) Seja U um C-subespacgo de V¢. Existe um R-subespago S de V tal que

U=Sc={s+it:steS}

se, e somente se, U é fechado sob a conjugagdo complexa x: Ve — V¢ definida por
x(u+iv) = u—iv.

2. Sejam V um R-espaco vetorial e T: V — V um operador linear. A complexificagdo de T,
denotada por T¢, é o operador T¢ € L(V¢) definido por T (u + iv) = T(u) +iT(v) para
u,v € V. Mostre que

(a) Tc é de fato um operador C-linear.

(b) Se T,T' € L(V) ea € R, entdo (aT)c = aTe, (T+T')c = Tc+ 1, (T'T)c =
T¢Te.

(c) Suponha que B = {v4,...,v,} é umabase de V. Pelo exercicio anterior B é também
uma base de V. Mostre que [T|p = [T¢]s-

(d) Seja R € L(V¢). Mostre que R é uma complexifica¢do, ou seja, R é da forma T¢
se, e somente se, R comuta com a conjugagdo complexa x: V¢ — V¢ definida por
x(u+iv) = u—iv.

3. Seja V # {0} um espaco vetorial sobre um corpo infinito K. Mostre que V ndo é uma
unido de um numero finito de subespacos préprios. (Theorem 1.2 do Roman).
Use isso para provar que se V tem dimensao finita e Sy,..., S, sdo subespagos de V
da mesma dimensao, entdo existe um subespaco W de V tal que V = S; & W para todo
i=1,...,n. Ouseja, W é um complemento commum de todos os subespagos S;.

4. Seja V um K-espago de dimensdo finita. Mostre que a fungdo T — T! é um isomosfismo
de L(V) em L(V*).
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Lei modular. Seja V um espaco vetorial. Sejam S, T, U subespacos de V. Mostre que se
U C S, entao
SN(T+U)=(SNT)+(SNU).

Para quais espagos vetoriais V acontece que a lei distributiva de subespacos
SN(T+U)=(SNT)+(SNU)
é verdadeira para todos os subespacos S, T, U de V?

Seja V = P,(R). Determine T' e uma base de ker T' para os seguintes operadores linea-
res T de V:

(a) T = operador derivagdoem V.

(b) T(p(t)) = p(t+1), paratodop € V.

Seja V um K-espaco vetorial e sejam U e W subespagos de V. Prove:
(@) O Segundo Teorema do Isomorfismo:

u+w _ u
W UNW
(b) O Terceiro Teorema do Isomorfismo: Se U C W,
v _,v/u
W w/u
Mostre que

@ WaelU=WaleW=WAU=U.
by V=V, V=WaleV =WaU AHU=U.
Seja V um espago vetorial e seja W um subespaco de V. Suponhaque V=V, & --- @V,
eS=5® - ®S,comS; C V,;subespagos de V paratodoi =1,...,n. Mostre que
V " Vi
S 5 o ® Sn’
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n. Sejam B e C bases de V. Sejam B* e C*
as correspondentes bases duais. Qual a relagdo entre as matrizes de mudanca de base
[lsc e Hlsc?
(a) Encontre uma forma explicita da base de (R*)* que é dual a base
{(4,5,—2,11),(3,4,—2,6),(2,3,—1,4),(1,1,—-1,3) }.

(b) Determine a base de R* cuja base dual é {fi, f2, f3, f1} onde

filx,y,z,w) = 2x—y—+z,

vy zw) = —x—2z
falx,y,z,w) = —2x+2y+z,
falx,y,z,w) = —8x+3y—3z+w.

Sejam U, V,W espagos vetoriais sobre um corpo K. Sejam I': U — Ve S:V — W
transformacdes lineares. Mostre que (ST)! = T'S'.
Mostre que se T for um isomorfismo, entdo (T~!)! = (T*) L.
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Sejam @1, ..., ¢, € (R")*. Mostre que o conjunto solugdo C das inequagdes lineares

P1(x) >0,...,¢,(x) >0

satisfaz as propriedades
(@) Sex,y e C,entdiox +y € C;
(b) Sex e C,t e R, t >0,entdo tx € C.
Mostre que se {¢1, ..., ¢, } € uma base de (R")* entdo

C= {t1x1+---+tnxn;ti €ER, ¢ ZO}
onde {x,...,x,} é uma base de R” dual a base {¢1,..., ¢, }.

Seja W o subespaco de R* dado por W = ((1,1,0,0),(0,0,1,1)). Encontre uma base de
WO,

Seja V um K-espago vetorial de dimensao finita e W um subespaco de V. Identificando
Ve V**, mostre que W = W,

Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo finita, W um subespago de V e Y subespgo de
V*. As seguintes duas condigoes sdo equivalentes? E se V ndo for de dimensao finita?
(@) Y = WO,

(b) W= (O kerf.
fey

Seja K um corpo e A, B, € M, (K). Mostre que se A e B sdo semelhantes entdo tr(A) =

5 . 1 2-il4i 1 1+i2-i
tr(B). Sdo as matrizes complexas A = ( 4+i1+i 0 |, B={3-i1+i 0 | semelhantes?
i 1 1 1 27 1-i

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K e sejam f, g € V* funcionais lineares satis-
fazendo f(v)g(v) = 0 para todo v € V. Mostre que f ou g é o funcional linear zero.

Seja V um espagq vetorial e f: V — V um operador linear. Seja W um subespaq de V tal
que f(W) C W. Mostre que Ty: V/W — V/W, T¢(v) = f(v) é um operador linear.
Considere o operador linear f: R® — R® dado por f(x,y,z) = (x,x,x). Descreva ope-
rador linear induzido Tf: R3/ ker f— R3/ ker f.

X1 0

Seja A € Myxn(R). Considere o sistema homogéneo A < : > = <> Seja
Xn 0

W = {(a1,...,a,) € R" : solugdo do sistema homogéneo anterior }. Qual a relagdo

X1 b]
entre R” /W e solug¢des do sistema A ( : ) = ( : ) .

Xn b;n
Seja K um corpo. Considere o K-espago vetorial V = [] K e considere o espago vetorial
i=1
W = @ K como subespago de V da forma natural. Mostre que V /W tem dimensao
i=1

infinita.

Sejam V' e U K-espagos vetoriais. Seja W um subespagode Ve w: V — V /W a projecao
candnica. Mostre que a fungdo L(V/W,U) — L(V,U), T — T, é injetora.



