MAT5730 - ALGEBRA LINEAR - Segundo semestre de 2016
Lista de Revisdo

. Seja Q(v2) = {a+bv2 € R:a,b € Q}. Prove que Q(v/2) é um corpo. Prove também
que Q(+/2) é um Q-espago vetorial e exiba uma base desse espago vetorial sobre Q.
Mais geralmente: mostre que se L e K sdo corpos tais que K C L entdo L é um K-espago
vetorial.

. Seja V um K-espago vetorial e seja {#,v,w} C V um conjunto linearmente indepen-
dente. Determine condigdes sobre K para que o conjunto {u + v, u + w,v + w} também
seja linearmente independente.

. Seja S um subconjunto de um espago vetorial V sobre um corpo K. Recorde que o subes-
paco de V gerado por S é definido por

(S) ={Movy + -+ Aoy :n €N, A; € K,v; € S},

isto é, (S) é o conjunto de todas as combinagdes lineares de vetores em S.
(a) Mostre que (S) é um subespago de V.
(b) Seja W a intersec¢do de todos os subespacos de V que contém S. Prove que W = (S).

. Mostre que um subconjunto B de um espaco vetorial é linearmente independente se, e
somente se, todo subconjunto finito de B for linearmente independente.

. Sejam Wj, W, subespagos de um espago vetorial V.

(a) Dé um exemplo mostrando que W; U W, pode nédo ser um subespaco de V.

(b) Prove que W; U W, é um subespago de V se, e somente se, W; C W, ou W, C Wj.
(c) Mostre que W; + W, é o subespago de V gerado por Wi U Ws.

. Considere o R-espago vetorial M»(IR) das matrizes de 2 x 2 sobre R e os seguintes sub-
conjuntos de M (RR):

W1:{<x _x>:x,y,z€]R}, m:{(” b):a,b,cE]R}.
y oz —a ¢

(a) Mostre que W; e W, sdo subespacgos de M (RR).
(b) Encontre as dimensdes de Wy, Wo, Wi + Wh e Wi N Ws.

. Seja F = {S; : i € I} uma familia de subespacos distintos de um K-espaco vetorial V.
Mostre que sdo equivalentes:
() Paracadai € I,S;n (}8;) = {0}.
j#
(ii) O vetor nulo ndo pode ser escrito como uma soma de vetores ndo nulos, cada um
pertencendo a um subespaco distinto de F.
(iii) Todo vetor ndo nulo de ) S; tem, a menos da ordem, uma decomposi¢do tnica
icl
como soma de vetores ndo nulos v = s; + - - - + s, com 0s vetores s, ...,Sy perten-
cendo a subespagos distintos de F.

(Segue deste exercicio que uma soma V = ) _S; é direta se, e somente se, uma das
icl
condigdes (i)—(iii) é satisfeita.)
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Seja V um K-espago vetorial e seja S um subconjunto linearmente independente de V.
Mostre que, se v € V nédo for combinagéo linear de elementos de S, entdo SU {v} é
linearmente independente.

Seja V um K-espago vetorial de dimensao finita e sejam U e W subespacgos de V tais que
V =U+ W. Mostre que V = U @ W se, e somente se, dim V = dim U 4 dim W.

Seja V um K-espago vetorial e seja W um subespago de V. Mostre que W possui com-
plemento em V, isto é, que existe um subespago U de V talque V=U S W.

Sejam U e V K-espagos vetoriais e seja T: U — V uma transformacéo linear.
(a) Prove que T é injetora se, e somente se, T leva todo subconjunto linearmente inde-
pendente de U em um subconjunto linearmente independente de V.
(b) Prove que se o subconjunto {T(u1),..., T(u,)} de V for linearmente independente,
entdo {uy,. .., u,} é um subconjunto linearmente independente de U.

Sejam U e V K-espagos vetoriais de dimensao finita tais que dimU = dimV e seja
T: U — V uma transformacdo linear. Mostre que as seguintes afirmagdes sdo equiva-
lentes:

(i) T é um isomorfismo.

(ii) T é sobrejetora.
(iii) T é injetora.
Sejam U e V K-espagos e seja T: U — V um isomorfismo. Mostre que T-1: V — U
também é linear e, portanto, é um isomorfismo.

Seja V um K-espago vetorial e seja T um operador linear de V tal que T?> = T (um
operador com essa propriedade é chamado de projegio). Mostre que V =ker T & ImT.

Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e seja T um operador linear de V. Mostre
que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) ker T? = ker T;
(i) InT?> =ImT;
(iii) ker TOImT = V;
(iv) ker TNIm T = {0};
(v) ket T+ImT = V.

Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo finita e seja T : V — V uma transformacao
linear tal que posto(T?) = posto(T). Prove que ker TNIm T = {0}.

Seja V um K-espago vetorial e sejam S, T € L(V). Mostre que
T(ker(SoT)) =kerSNImT.
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Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2. Seja V um K-espago vetorial de dimen-
sd0 2 e seja T um operador linear em V tal que T? = I. Prove queouT =1 ,ou T = —1,
ou existe uma base B base de V tal que

m-[} 4]

Observa que se a caracteristica de K é 2, o resultado nao é valido pois fixada uma base
11
01

Bexiste T: V — V tal que, por exemplo, [T]|p = [

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2 e seja T um
operador linear em V tal que T?> = [. Sejam W = {v € V : T(v) =v}eU = {v € V :
T(v) = —v}. Proveque V =W & U.

Seja V um K-espago vetorial de dimensao n e seja T um operador linear em V tal que
T"=0eT" ! #0.Sejav € V tal que T""1(v) # 0. Prove que o conjunto

B = {v,T(v), T*(v),.., T" (v)}
é uma base de V. Qual é a matriz [T|5?

Sejam f1, ..., fm € (K")*. Considere a fungdo T: K" — K™ definida por
T(v) = (fi(v), -, fm(0)).

Mostre que T € L(K",K™) e que toda transformacdo linear em L(K",K™) tem essa
forma, para alguma escolha adequada de fi,..., fm € (K")*.

Seja V um K-espago vetorial e seja B = {v; : i € I} uma base de V. Para cadai € I, seja
fi € V* tal que f;(vj) = d;j, paratodoj € I.

(a) Mostre que C = {f; : i € I} é linearmente independente.

(b) Mostre que C é uma base de V* se, e somente se, [ for finito.

Seja V um K-espago vetorial e seja f € V* um funcional linear ndo nulo. Mostre que
existe v € V tal que V = ker f & (v).

Seja V um K-espago vetorial e sejam f, g € V*. Mostre que se ker f = ker g, entdo existe
A € K, tal que f(v) = Ag(v), paratodov € V.

Seja V um K-espago vetorial. Mostre que v € V é o vetor nulo se, e somente se f(v) = 0,
paratodo f € V*.

Seja tr: M, (K) — K a fungéo trago definida por
n

tr(A) = Zﬂii/
i=1

para A = [a]1<ij<n-
(a) Mostre que tr é linear e que tr(AB) = tr(BA), para quaisquer A, B € M, (K).
(b) Mostre que matrizes semelhantes possuem o mesmo trago.
(c) Prove que o trago em M, (K) é tinico no seguinte sentido: Se f € (M, (K))* é tal que
f(AB) = f(BA), para quaisquer matrizes A, B € M, (K), entdo existe « € K tal que
f = atr. Se, além disso, f(I,) = n e a caracteristica de K é zero, entdo f = tr.
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27. Sejam U e W subespagos de um K-espaco vetorial V. Prove que U = W se, e somente
se, UY = WO.
28. Sejam U e W subespagos de um K-espago de dimensao finita V. Prove que:
(@ (U+ W) =u’nwo.
(b) (UNW)? = U+ WO,
A condigdo sobre a dimensdo de V é necessaria?



