MATS5797 - Topicos de Algebra
Prova 1 - 30/04/2015

1. Sejam R um anel, L1, Ly e M trés R-médulos a direita e fi: M — Li e fo: M — Lo homomorfismos
de R-moédulos. Considere o submédulo N de Ly @ Lo, e 0 médulo quociente ) de L1 @ Lo definidos por

N:{(fl(m)7_f2<m))EL1@L2:meM}, Q:$

Para cada i € {1,2}, seja ¢;: L; — @ a composicao da inclusao canoénica 7;: L; — L1 & Ly com a
projecao natural 7: Ly & Ls — @, ou seja, €; = ;.
(a) Mostre que €1 f1 = €2 fo.
(b) Dados um R-mddulo a direita X e homomorfismos ¢g1: L1 — X e g2: Lo — X tais que g1 f1 = g2.f2,
mostre que existe um unico homomorfismo h: Q — X tal que he; = g1 e hey = go.
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(c) Suponha que R é um anel de polinomios da forma R = S[x; @] onde S é um anel noetheriano e
a: S — § é um automorfismo de anéis. Suponha que L; e Ly sao R-mddulos finitamente gerados.
Mostre que Qg ¢ um R-mddulo noetheriano.

g2

2. (a) Enuncie o Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya.
(b) Sejam K um anel com divisdo e av: K — K um automorfismo de K. Considere o anel de séries
R = K][[z; a]]. Seja S um anel cujos tinicos idempotentes sao 0 e 1.
Mostre que os anéis de matrizes M,,(R) e M, (S) s@o isomorfos se, e somente se, m =ne R= 5.

3. Sejam R um anel e Mrp um R-mddulo a direita.
(a) Seja e: M — M um endomorfismo de R-médulos tal que e = e2. Mostre que

M =kere @ ime.

(b) Suponha que existe um homomorfismo de R-médulos sobrejetor f: M — F onde F' é um R-mé6dulo
a direita livre. Mostre que
M=kerf®F

onde F’ é um R-submédulo de M isomorfo a F.
4. Enuncie e demonstre o Teorema de Wedderburn-Artin.

5. Sejam R um anel, M um R-mdédulo a direita e {N;};c; uma familia de R-mddulos a direita. Construa
um isomorfismo de grupos abelianos

HomR(@Ni, M) — [ Homg (N, M).
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6. Sejam R um anel semisimples e Mr um R-moédulo & direita finitamente gerado. Mostre que existe um
R-moédulo & direita finitamente gerado N tal que Mg & Ng é um R-médulo livre.



