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MAT5797 - Tépicos de Algebra

Lista de exercicios

Seja R um anel e X C R um subconjunto nao vazio de R. Mostre que:

(a) RX :={Y1  riz;:r; € R, ; € X, n > 1} é um ideal & esquerda que contém X.

(b) RXR:={>0" | riwis;: 15,8 € R, x; € X, n > 1} é um ideal que contém X.

(¢) RX =({I: I ideal & esquerda de R, X C I}.

(d) RXR =(\{I: I ideal de R, X C I}.

Dizemos que RX R (respectivamente RX) é o ideal (& esquerda) gerado por X.

Seja R um anel. Defina o centro de R como Z(R) = {a € R | ax = za, para todo z € R}, é um

subanel de R. Mostre que:

(a) Z(R) é um subanel de R;

(b) se R é um anel simples entdo Z(R) é um corpo. Um anel é simples se os tnicos ideais de R
sao R e {0};

(¢) Z(Mn(R)) ={2I,: z € Z(R)} para todo n € Z, n > 1, e onde I,, denota a matriz identidade
de tamanho n x n.

Seja R um anel e seja X um subconjunto de R. Defina o centralizador de X em R como sendo o

conjunto

Cengr(X) ={a € R: ax = xa, para todo z € X}.

) Mostre que Ceng(X) é um subanel de R e que Z(R) = Ceng(R).

) Mostre que X = Ceng(X) se, e somente se, X for um subanel comutativo maximal de R.

) Mostre que se a € Ceng(X) for invertivel em R, entao seu inverso estda em Ceng(X).

Mostre que um anel A é uma k-algebra se, e somente se, existe um homomorfismo de anéis k —
Z(A).

Seja R um anel. Uma deriva¢io é uma fungdo 6: R — R tal que 6(a + b) = d(a) + 4(b) e
d(ab) = §(a)b + ad(b) para todos a,b € R. Mostre que uma funcao 6: R — R é uma derivagao se,
e somente se, a funcio R — M(R), a — (2 °@), é um homomorphismo de anéis.

0 a
Seja I um ideal de um anel R, e n um inteiro positivo. Use o teorema do isomorfismo para provar

que M, (R)/M,(I) = M,(R/I).

Mostre que um anel R é um anel com divisio se, e somente se, para cada a € R\ {0} existe b € R
tal que ba = 1.

Seja R um anel e denotemos por U(R) o conjunto de elementos invertiveis de R. Dizemos que um
anel é local se o conjunto R\ U(R) é um ideal de R. Mostre que nesse caso m = R\ U(R) é um
ideal e que R/m é um anel com divisdo. Mostre também que sdo equivalentes:

(a) R é um anel local

(b) R possui um unico ideal maximal & esquerda.

(¢) R possui um tnico ideal maximal & direita.

(d) (R\U(R), +) é um grupo.

(e) a+be U(R) implica que a € U(R) ou b € U(R).

Seja R um anel. Sejam a,b € R.
(

(a
(b
(c

a) Suponha que ab é invertivel. Mostre com um exemplo que a e b ndo precisam ser invertiveis.
(b) Se a™, n > 1, é invertivel, entdo a é invertivel.

(¢) Suponha que ba = 1. Se za = 0 implica que x = 0, entdo a é invertivel.

(d) Se R é um dominio, mostre que se ba = 1, entdo ab = 1.

Seja I um conjunto e {R;};c; um conjunto de anéis. Mostre que o produto direto []
anel com a soma e produto definidos como

(ai)ier + (bi)ier = (a; + bi)icr (@i)ier(bi)ier = (aibs)ier-

Supondo que I é finito, mostre que os ideais de [[,.; R; sdo da forma [],.; B; onde B; é um ideal

iy i ¢ um

de R; para cada i € I. E verdadeiro o resultado se I for infinito?
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Seja R um anel e By,..., B, ideais & esquerda. Mostre que R = B; & --- & B,, se, e somente se,
existem idempotentes ey, ..., e, tais que ey +---+e, =1, e;e; = 0 se ¢ # j, e B; = Re; para todo
i.

Seja R um anel e By,..., B, ideais. Mostre que R = B @ --- & B,, se, e somente se, existem
idempotentes centrais eq,. .., ey, tais que e; +---+e, =1, e;e; = 0se i # j, e B; = Re; para todo

1. Mostre que cada B; é um anel com identidade e;, e temos um isomorfismo de anéis entre R e o

produto direto de anéis By X --- X B,. Mostre que um isomorfismo de R com um produto direto

finito de anéis aparece deste modo.

Seja R um anel e M,,(R) o anel de matrizes de tamanho n x n sobre R. Mostre que se 2 é um ideal

de R, entao M, (2) é um ideal de M, (R). E mostre que todo ideal I de M,,(R) é da forma M, ()

para um Uunico ideal 2 de R. Em particular, se R é um anel simples, M, (R) também é simples.

Seja R um anel e 0: R — R um homomorfismo de anéis. Mostre o seguinte:

(a) R[z;o] (R[[z;0]], R((x;0))) é um dominio se, e somente se R é um dominio e o é injetor.

(b) Mostre que o conjunto de elementos invertiveis de R[[z;0]] é formado pelas séries > > a;z°

com ap um elemento invertivel em R. Logo se R é um anel local, R[[x;a]] é um anel local.

(¢) R((x;0)) é um anel com divisao se, e somente se, R é um anel com divisao e o é injetor.

Seja R um anel tal que existem a,b € R tais que ab = 1 mas ba # 1. Mostre que existem infinitos

d € R tais que ad = 1.

Seja R um anel e G um grupo. Considere o anel de grupo R[G]. Mostre as seguintes afirmagoes:

(a) A funcdo p: R[G] = R, 3_ cqag9 > Y e Gy, ¢ um homomorfismo de anéis.

(b) ker p é o ideal gerado pelo conjunto {g — 1: g € G}.

(c) Se R éum anel comutativo, a funcao R[G] — R[G], 3_ cqag9 = D cq agg~! é uma involugao.
Lembrete: Seja R um anel e consideremos uma func¢ao f: R — R. Dizemos que f é um

antihomomorfismo de anéis se satisfaz: f(a +0b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(b)f(a) e f(1) =1

para todos a,b € R. Dizemos que f é uma involucdo se f é um antihomomorfismo tal que f2 é a

identidade. Um exemplo importante de involugao é a transposicao de matrizes.

Seja R um anel, o um automorfismo de R, e considere R[z;o]. Suponha que existem um anel T,

um homomorfismo de anéis ¢: R — T, e um elemento y € T' tal que y¢(a) = ¢(o(a))y para todo

a € R. Entao existe um tinico homomorfismo de anéis ®: R[z;0] — T tal que ®|p = ¢ e ®(z) = y.

Seja A = C[z; 0], onde o denota a conjugacao em C.

(a) Mostre que Z(A) = R[x?].

(b) Mostre que A/A(z? + 1) é isomorfo a H, os quatérnios. (Use o exercicio 17).

Seja K um anel com divisao com centro k.

(a) Mostre que o centro do anel de polinémios R = K[z] é k[z].

(b) Seja a € K \ k. Mostre que o ideal gerado por = — a em K|x] é o total, K|x].

(c) Mostre que todo ideal I C R é da forma I = Rh para algum h € k[z].

Seja (M, +) um grupo abeliano e seja R um anel. Mostre que:

(a) Se ¢: R — End(M) é um homomorfismo de anéis, entdo M tem uma estrutura de R-médulo

a esquerda dada por: - m = ¢(r)(m), para todo r € R e para todo m € M.
(b) Se M é um R-médulo & esquerda, entdo

¢: R — End(M), r— ¢(r)

é um homomorfismo de anéis onde p(r): M — M, m +— r-m.

Seja R um anel munido de um antihomomorfismo h: R — R, e M um R-mdédulo.

(a) Mostre que M pode ser considerado como um R-mddulo a esquerda com o produto a-m =
mh(a) para todo a € R.

(b) Suponha que h é uma involu¢do. Mostre que se um subconjunto N de M é um submédulo de
Mp, ele também é um submédulo de p M e viceversa.

(¢) Seja R um anel. Mostre que M,,xn(R) tem estrutura de M, (R)-médulo a esquerda.

(d) Seja R um anel comutativo e G um grupo. Considere o anel de grupo R[G]. Mostre que todo
R[G]-médulo & direita também é um R[G]-médulo & esquerda.



22.- Seja R um anel e My um médulo. Seja X um subconjunto de M. Definimos o anulador de X
como o conjunto
ann(X) = {a € R: za = 0 para todo z € X }.
(a) Mostre que ann(X) é um ideal & direita de R e que se X for um submédulo de M, entdo
ann(X) é um ideal de R.
(b) Seja Y um subconjunto de M. Mostre que X C Y implica que ann(Y’) C ann(X).
(¢) Seja N um R-médulo & direita. Mostre que se M = N, entao ann(M) = ann(N).
(d) Seja {M;: i € I} uma familia de submédulos de M tais que M = > ._; M;. Mostre que
Ann(M) = (;c; ann(M;).
(e) Mostre que se K for um ideal & direita de de R, entao tem-se que ann(R/K) é o maior ideal
J de R tal que J C K.
(f) Mostre que se M = mR (i.e. M é um R-mdédulo ciclico), entdo M = R/N (como R-médulos),
onde N = ann(m).
23.- Seja R um anel. Seja M um R-médulo (& direita). Seja

anng(M) = {a € R: ma =0, para todo m € M}.

(a) anng(M) é um ideal de R.
(b) Seja I um ideal de R tal que I C anng(M). Mostre que M é um R/I-médulo com a mesma
soma que Mg e produto definido por

M xR/I— M, (m,a+I)— ma. (1)

(¢) Mostre o reciproco de (b): Se (1) faz de M um R/I-médulo (com a mesma soma que M),

entdo I C anng(M).

(d) Suponha que Mg é livre com base X. Se J é um ideal de R, entdo M J é um submdédulo de M

e M/MJ é um R/J-médulo. Seja w: M — M/M.J a projegdo natural. Entdo M/MJ é um
R/J-médulo livre com base 7(X) = {n(z)}rex
24.- Seja D um anel com divisdo e Vp um D-médulo & direita.

(a) Mostre que V é um D-mdédulo livre. Em particular, todo espago vetorial tem uma base. Mais
geralmente, usando o lema de Zorn, mostre que se S gera V e By C S é um subconjunto
linearmente independente, entao existe uma base B de V tal que B C B C S.

) Qualquer subconjunto D-linearmente independente de V' pode ser extendido a uma base de V.
(¢) Um subconjunto D-linearmente independente maximal de V' é uma base.
)

)

icl

Um subconjunto minimal que gera V' é uma base.
Mostre que D satisfaz IBN.
25.- Seja Mp um R-médulo e sejam A, B e C submédulos de M. Se C' C A, mostre que

AN(B+C)=(ANB)+C.

Essa igualdade é conhecida como a lei modular. Mostre, com um exemplo, que essa formula nao é
necessariamente verdadeira se C' néo estiver contido em A.

26.- Seja R um anel e Lr um R médulo finitamente gerado. Denotamos por p(L) o nimero minimo de
geradores de L.
Seja agora Mp um R-médulo e N um submédulo de Mp. Se N e M/N sao finitamente gerados,
entao M também é finitamente gerado e

u(M) < pu(N) + p(M/N).
27.- Seja F um corpo e R = F[z1,...,2,] o anel de polinémios com coeficientes em F nas n varidveis
Z1,...,T,. Considere o R-médulo Rr e N o submédulo de R formado por todos os polindémios

cujo termo constante é zero. Mostre que u(R) =1 e u(N) = n.
28.- Mostre que o subanel Z[g] de Q, i.e. o subanel de Q gerado por Z e %, onde p,q sao inteiros

—

positivos fixados tais que p < ¢ e mdc(p,q) = 1, ndo é finitamente gerado como Z-mddulo.
29.- Seja R um anel e suponha que M ¢é um R-mdédulo livre com base B = {e;};cs. Mostre que

Homp (M, N) = Hj ¢ N como grupos abelianos, para todo R-médulo N.
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Sejam Ry,...,R, anéise R=R; X --- X R,,.
(a) Se M; é um R;-médulo a direita para 1 < i < n, mostre que My @ --- ® M,, é um R-médulo a
direita, sob a acao natural

(my,...,my)(a1,...,a,) = (Mia1,...,mpay),
onde m; € M; e a; € R; para todo 1.
(b) Reciprocamente, suponha que ey, ..., e, sdo idempotentes centrais de R tais que e; +---+e, =

1, ese5 = 0se i # j, e Ry = e;R. Mostre que se M é um R-médulo, entdo M; = Me; é um

R;-mé6dulo, e M = M7 @ - - - ® M,, como R-mddulos.
Seja R um anel e f: Mg — Mg um endomorfismo de R-médulos tal que f2 = f. Mostre que
Mp Zker f@im f.
Seja R um anel comutativo. Seja N C R um R-moédulo livre nao nulo. Mostre que existe a € R
tal que N = aR.
Seja S = Z[z] e N = {ap + a1z + -+ + apz™ € S | ap € 13Z}. Mostre que N é um S-médulo
finitamente gerado e que nao é um S-mdédulo livre.
Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Se R é um anel, podemos formar o anel de grupo R[G] e
considerar o seu subanel R[H]. Entao R[G] é um R[H]-médulo & direita de forma natural. Mostre
que R[G] é um R[H]-mddulo a direita livre. (Dica: Escolha representantes das classes laterais gH
e mostre que esses representantes formam uma base de R[G] como R[H]-médulo.)
Seja R um anel, seja M um R-médulo & direita e seja {N;: j € J} uma familia de submdédulos de
M tais que M = ZjeJ Nj. Suponha que J se escreva na forma J = [J,c, J/x € que essa unido seja
disjunta. Para cada A € A, seja My = > N;.
(a) Mostre que M =y, My.
(b) Mostre que Y jed Nj; ¢é direta se, e somente se, as duas condicoes abaixo estiverem satisfeitas:

(1) >°jes, Nj € direta para todo A € A, e
(i) D-yen My é direta.

Seja F' um corpo, e seja

JEJIA

T = {pa(z): pa(z) é um polinémio ménico irreducivel em F[z]}.

Dizemos que uma fungao racional h(z) = gg;; € F(x) é prépria se grau(f) < grau(g). Seja F(x)pr

o conjunto de todas as fungbes racionais préprias em F'(x).
(a) Mostre que F(X) = Flz] ® F(z)p, como F-médulos.
(b) Mostre que

B= {(p:(i:))k pa(x) €T; 0<j < grau(py(x)), k > 1}

é uma base de F'(z),, como F-mdédulo.

Seja R um anel e seja a: R — R um endomorfismo de anéis.

(a) Seja G um grupo e considere o anel de grupo R[G]. Mostre que R[G] satisfaz IBN se, e somente
se, R satisfaz IBN.

(b) Mostre que R satisfaz IBN se, e somente se, R[x; ] satisfaz IBN.

(¢) Mostre que R satisfaz IBN se, e somente se, R[[z; o] satisfaz IBN.

(d) Mostre que todo anel local satisfaz IBN.
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Seja R um anel e seja { M)} rea uma familia de R-médulos a direta. Considere o produto cartesiano
M = T]ea Mx = {(mx)rea: mx € My}. O conjunto M tem estrutura de R-médulo a direita
dada por
(ma) + (na) = (ma+na),  (ma)a = (mra),
para cada (my), (ny) € M ea € R. Note que Oar = (Opr, ). Paracada p € A, afungdon,: M — M,,
(mx) = m, é um homomorfismo sobrejetor de R-mdédulos.
Considremos agora Ni, um R-mdédulo, e fy: N — M, um homomorfismo de R-mdédulos para
cada A € A. Mostre que existe um tinico homomorfismo de R-médulos f: N — [[ . M2 tal que
mxf = [, para todo A € A. Além disso, ker f = (¢, ker fi.
Mostre também que se existir outro R-mddulo Tr com a mesma propriedade que M entao é
isomorfo a M. Ou seja, se T' é munido com homomorfismos de R-mddulos 6y : T — M) tais que
se para cada R-mdédulo N e homomorfismos gy: N — M)y, A € A, existe um tnico homomorfismo
g: N — T tal que 0,9 = g), entdao T é isomorfo a M.
Seja R um anel, seja Mp um R-médulo & direita e seja {N;} uma familia de R-médulos a direita.
(a) Mostre que existe um isomorfismo de grupos abelianos
0: HomR<M, HNZ) — [[Homr(M, Ny),
i€l iel

definido por f — (m;f), onde os 7; denotam as projegoes do produto direto [[,.; N;.

(b) Mostre que existe um isomorfismo de grupos abelianos

b HomR<@Ni7 M) - [ Homz(N;, M),

icl el

i€l

definido por f + (fn;) onde os 7; denotam as inclusées naturais na soma direta @, ; N;.

(¢) Mostre que se o conjunto I for finito, entdo temos isomorfismos de grupos abelianos

HomR(M,@Ni) — @D Homp(M, Ny), HomR(@Ni,M) — @D Homp(N;, M)
il i€l i€l i€l
(d) Seja p um nimero primo e seja C, o grupo ciclico de p” elementos, onde n é um inteiro
positivo. Se My, = @nZl C,,, mostre que

Homy, (M, @ Cn> # @ Homy (M, C,,).

n>1 n>1

(Dica: Prove que Homgz (M, M) possui um elemento de ordem infinita, mas que todo elemento
em P, Homz (M, Cy,) tem ordem finita. )

(¢) Comentério: E conhecido que

Homz< 1z Z) 2 [] Homz(2,2),
n>1 n>1
mas leva bastante trabalho.
Comentério: M = [[,~, Z ndo é um Z-médulo livre, i.e. [[;~, Z 2 ZY) para nenhum conjunto 1.
Uma prova simples desse fato estd no livro do Lam, Lectures on Modules and Rings, paginas 22 e
23. Seria bom vocé lembrar do resultado e tentar entender a prova (para isso substitua a palavra
“projective” por “free”. Mais para frente vamos ver que todo médulo livre é projetivo).
Seja R — S um homomorfismo de anéis. Ja sabemos que usando esse homomorfismo todo S-médulo
a direita pode ser considerado como um R-mddulo & direita. Supondo que Sg é um R-méddulo livre,
mostre que todo S-mdédulo livre é um R-mddulo livre.
O que estd errado no seguinte raciocinio para mostrar que todo anel/dlgebra satisfaz IBN?
Suponha que a k-algebra A estd gerada sobre k por {x;: i € I'}. Seja I o ideal gerado pelo conjunto
{zsxj—xja;: i # j}. Entdo R/I é uma k-algebra comutativa e existe um homomorfimos A — A/I.
Como a k-dlgebra comutativa A/I satisfaz IBN, entao A satisfaz IBN.
Encontre um exemplo de um anel R nao nulo tal que M, (R) = M,,(R) para quaisquer inteiros
m,n > 1.
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Seja N um ideal & direita do anel R tal que N* = 0. Se Sk for um R-médulo simples, entdo
SN =0.
Determine todos os R-modulos simples para os seguintes anéis:

Fr F
0 F

Seja R um anel. Seja M = S1 P --PH S, um R-mdbdulo tal que cada S;, i =1,...,n, é um R-mddulo

simples & direita. Mostre que n = 1 se, e somente se, Endg(Mp) é um anel com divisao.

Seja F um corpo e seja R = {(&%): a,b,c € F} o anel das matrizes triangulares superiores sobre

F. Seja M = F@® F com a estrutura de R-médulo & esquerda dada pela multiplicagao (& esquerda)

pelas matrizes de R. Mostre que Endg(M) = F. Isto prova que o reciproco do lema de Schur nao

é verdadeiro, ou seja, Endg (M) pode ser um anel com divisdo e M nao ser um R-mdédulo simples.

Seja R um anel e Mg um R-mdédulo. Definimos soc(Mp) como a soma de todos os submédulos

simples de Mg (se M nao tiver submédulos simples, definimos soc(Mg) = 0).

(a) Mostre que soc(Rp) é um ideal (a direita e & esquerda).

(b) Se M # 0 e Mg é artiniano, mostre que soc(Mpg) # 0.

(c) Se Mg é artiniano e ¢: M — N é um homomorfismo de R-médulos tal que a restricao de ¢
a soc(M) é injetora entdo ¢ é injetora.

(d) Mostre que soc(Mp) é uma soma direta de submddulos simples. (Dica: Considere as familias
{Si}icr tais que S; < M é simples, e ), S; é direta. Usando o lema de Zorn mostre que existe
uma familia maximal. Mostre entdo que a soma dessa familia é soc(Mg))

Seja K um anel com divisdo e a: K — K um endomorfismo de anéis (observa que é injetor).

(a) Mostre que todo ideal & esquerda de R = K[x;a] é da forma Rp para algum elemento p € R.
(Dica: Seja p um elemento de R. Entao todo elemento g de R pode ser escrito como ¢ = dp+r
onde grau(r) < grau(p). Considere p um elemento nao nulo do ideal de grau minimal. Mostre
que todo elemento do ideal é da forma dp para algum d € R).

(b) Se a em 48a for um automorfismo, mostre que todo ideal & direita de R é da forma pR para
algum p € R.

(¢) Suponha em 48a que « nao é sobrejetor, e seja b € K \ a(K). Mostre que o ideal & direita
Yoo @bz R é uma soma direta dos ideais a direita z’bz R. Mostre que isso implica que K |z;a]
nao é noetheriano a direita.

(d) Mostre que K[z;«a] ndo é artiniano a direita nem artiniano & esquerda. (Dica: Considere
TRO2?RD--- e Rt DRa? D --+).

Seja o um automorfismo do anel R. Mostre que o™

R[z; 0] = RP[z; a7 1.

Mostre que um anel R é noetheriano a direita se, e somente se, R°P é noetheriano a esquerda.

Mostre que um subanel de um anel noetheriano pode nao ser noetheriano. (Dica: um dominio

comutativo estd contido em um corpo).

Seja R = Ry X -+ X R um produto direto de anéis. Mostre que R é noetheriano a direita se, e

somente se, cada R; é noetheriano & direita.

Seja f: R — S um homomorfismo de anéis sobrejetor. Mostre que um S-moédulo Mg é noetheriano

se, e somente se, M é noetheriano como R-mddulo. Em particular, S é um anel noetheriano a

direita se, e somente se, S é noetheriano como R-mddulo a direita.

Mostre também que as seguintes afirmagoes sao equivalentes.

(a) R é um anel noetheriano a direita.

(b) S é um anel noetheriano a direita e ker f é noetheriano como R-médulo & direita.

Seja f: R — S um homomorfismo de anéis e seja Mg um S-mddulo a direita. Mostre que se M é

artiniano como R-médulo (via f) & direita, entdo M é artiniano como S-mdédulo a direita. Mostre

que o reciproco é certo se f for sobrejetor.

(@R=2, (b)R=Cl], (c)R= ( ) , onde F 6 um corpo.

1 ¢ um automorfismo do anel oposto R°? e que
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Seja R um anel, seja Mg um R-médulo e f € Endr(Mpg). Mostre as seguintes afirmagoes:

(a) Se Mg é noetheriano e f é sobrejetor, entdo f é um isomorfismo.

(b) Se R é noetheriano a direita, entdo R satisfaz IBN.

(¢) Se Mg é artiniano e f é injetor, entdo f é um isomorfismo

(d) Se R é artiniano a direita, entdo R satisfaz IBN.

Seja R um dominio e suponha que existem dois elementos nao nulos a e b de R tais que RaNRb = 0.

(a) Mostre que o ideal & esquerda I = Rb+ Rba + Rba® + Rba®+ - - - é isomorfo (como R-médulo)
a soma direta infinita @, Rba'.

(b) Mostre que R nio é noetheriano & esquerda.

Mostre que se um dominio R contiver um ideal a direita minimal (entre os ideais a direita # 0),

entao R é um anel com divisao. Mostre que, em particular, segue que todo dominio artiniano a

direita é um anel com divisao. Também segue que todo dominio que nao é um anel com divisao

nao possui uma série de composi¢ao quando considerado como R-mddulo.

Seja R um anel e seja a: R — R um automorfismo de R. Mostre que se R[z;a] é noetheriano

entao R é noetheriano.

Seja R um anel noetheriano. Seja «; um automorfismo de R, e o; um automorfismo de

Rlzy; aq][zo; o) - - - [Ti—1; 01 ]

para i =2,...,n. Mostre que R[z1; a;][ze; as]- - [Tn; an], 0 anel de polindmios iterado, é noethe-
riano se R for noetheriano.

Seja R um anel e ay,...,a, automorfismos de R tais que o;o; = aja;. Mostre que podemos
estender «y, ..., q, a automorfismos de R[x1; ;] definindo «;(x1) = x1 para ¢ = 2,...,n e desse
jeito, iterando o processo, podemos construir o anel R[z1;a1] -+ [2n; a]

Seja k um corpo. Mostre que k[z1,...,x,], o anel de polinémios comutativo em n varidveis, é um
anel noetheriano.

Seja agora R uma k-algebra comutativa e finitamente gerada como k-dlgebra (e nao necessariamente
como k-médulo), entdo R é uma k-dlgebra noetheriana.

Seja R um anel noetheriano & direita, e seja S um subanel do anel de matrizes M, (R). Se S
constiver o subanel R’ = {rl,: r € R} (matrizes diagonais onde todos os elementos da diagonal
sa0 iguais), entdo S é noetheriano & direita. Em particular M, (R) é um anel noetheriano & direita.
Seja V um espago vetorial sobre um corpo F, T uma transformagao linear em V sobre F'| e seja
F[z] o anel de polinémios na variavel z. Lembra que V' é um F[z]-médulo se definimos

(ap + a1z + apx® + - - 4 amaz™)v = agv + a1 (T) + ao(T?v) + - - - + 4 (T™0),

para cada v € V.
Suponha que V' tem uma base infinita enumerével {eq,eq, ... }.
(a) Seja T a transformacao linear tal que Te; =0, Te;11 = e; para i > 1. Mostre que V' munido
com a estrutura de F[z]-mddulo definida a partir de T’ é artiniano mas ndo é noetheriano.
(b) Seja T' a transformacao linear de V tal que Te; = e;41 para i > 1. Mostre que V, com a
estrutura de F[z]-médulo definida a partir de 7" é noetheriano mas nao é artiniano.
Seja F' um corpo e seja V um F-espago vetorial com uma base infinita e enumeravel {e;};>1. Seja
R =Endpr(V) o anel de transformagoes lineares de V.
(a) Seja I o conjunto de transformagoes lineares de V' cuja imagem tem dimensao finita. Mostre
que I é um ideal de R.
(b) Mostre que S = R/I é um anel simples, i.e. ndo tem ideais além de 0 ¢ S. Logo as cadeias
(préprias) de ideais de S sao sempre finitas, i.e. ndo satisfaz c.c.a. para ideais.
(¢) Mostre que S nao é noetheriano & direita nem & esquerda, e também néo é artiniano a direita
nem a esquerda.
Seja f: Mrp — Ni um homomorfismo entre R-médulos de comprimento finito. Mostre que
(a) Se f for injetor, entdo c(M) < ¢(N).
(b) Se f for sobrejetor, entdao ¢(M) > c¢(N).
(¢) Se f for um isomorfismo, entdo c¢(M) = c(N).
(d) Os reciprocos das trés questoes anteriores sao falsos.
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Seja Mr um R-médulo de comprimento finito e sejam K e N submddulos de M. Mostre a seguinte
férmula:
¢(K+N)+c(KNN)=c(K)+c(N).

Calcule o comprimento dos seguintes Z-médulos sabendo que p e ¢ sdo primos: Z/p™Z,
Z/p™Z D Z/q"Z e G onde G é um grupo abeliano finito.

Seja K um corpo e considere o anel de polindémios K[z]. Calcule o comprimento como K [x]-médulo
de M = Klz]/(f(x)) onde f(x) é um polindémio de grau n, f(xz) = g(z)h(z) com g(z) e h(x)
polinémios irredutiveis em K[z]. Qual o comprimento de M como K-médulo?
Mostre que um anel comutativo é local se, e somente se, possui um tnico ideal maximal. Mostre que
quando o anel nao é comutativo o resultado nao é certo, ou seja, encontre um anel nao comutativo
com um unico ideal maximal e que nao seja local.

Seja R um anel local.

(a) Mostre que o anel oposto R°P é um anel local

(b) Mostre que para cada ideal I de R o anel R/I é local.

Seja I um ideal de um anel R tal que I é maximal como ideal & direita. Mostre que R/I"™ é um
anel local para cada inteiro n > 1.
Mostre que se um anel R tem um tunico ideal maximal m, entao centro Z de R é um anel local.
(Em particular, o centro de um anel local é um anel local.)
Dizemos que um anel R é von Neumann reqular se para cada a € R existe x € R tal que a = azxa.
Mostre que um anel R é von Neumann regular e local se, e somente se, ele é um anel com divisao.
Mostre que se R é um anel local a igualdade ab = 1, onde a,b € R, implica que ba = 1.
Seja R um subanel de um anel com divisao D tal que, para cada d € D \ {0}, temos que d ou d !
pertence a R. Mostre que R é um anel local.
Um dominio R é chamado anel de valorizagao discreta a direita se existe um elemento m € R\U(R)
tal que todo elemento nao nulo a € R pode ser exprimido da forma 7™« onde n > 0 e u € U(R).
Mostre que

(a) R é um dominio local;

(b) todo ideal & direita nao nulo de R é da forma 7R para algum i > 0;

(c) cada 7R é um ideal de R.

(d) NispmR=0;

(e) Mostre que um anel de valorizagao discreta a direita é noetheriano.
Encontre um exemplo nao comutativo de um anel de valorizagao discreta a direita usando os anéis
da forma R[[z;«]].
Seja p um nimero primo fixado. Definimos o seguinte subconjunto de ], 7./p* 7

R, = {a = (a1, a9,das,...) € H Z)p*7: ay € 7, a1 = ap mod p*, for all k > 1},
E>1

(onde @, denota a classe do inteiro ay em Z/p*Z).
(a) Mostre que R, é um subanel de [, Z/p*Z.
(b) Mostre que R, é um dominio que contém Z.
(c) Seja P ={a € Ry: a1 =0 € Z/pZ}. Mostre que todo elemento de R, \ P ¢ invertivel e que
P é um ideal de R. (Logo R, é um anel local).
O anel R, é conhecido como o anel dos inteiros p-ddicos.
Seja R um anel e sejam A C B C A® C' R-médulos. Mostre que B =A@ D onde D = BN C.
(Dica: lei modular).
Seja R um anel. Mostre que para um idempotente nao nulo e € R as seguintes afirmacoes sao
equivalentes.
(a) eR ¢é indecomponivel como R-médulo & direita.
(b) Re é indecomponivel como R-médulo & esquerda.
(¢) O anel eRe nédo possui idempotentes diferentes de 0 e e.
(d) e nao pode ser exprimido como e = a + 8 onde «, 8 sao idempotentes nao nulos e ortogonais
(i.e. aff = Ba =0) de R.
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Seja R um anel. Mostre que para um idempotente e € R as seguintes afirmacoes sao equivalentes.
(a) eR é fortemente indecomponivel como R-médulo a direita.

(b) Re é fortemente indecomponivel como R-médulo & esquerda.

(¢) O anel eRe é um anel local.
Seja R um anel (dlgebra). Seja N um ideal a direita de R. Denote por B = {z € R: N C N}.
(a) Mostre que B é um subanel (subélgebra) de R com N C B e que N é um ideal de B.

(b) Mostre que Endgr(R/N) = B/N via a fungao ¢ — ¢(1) + N.
Seja R é um anel local. Mostre que todo R-médulo a direita ciclico é indecomponivel. (Dica:
exercicio 81).
Seja R # 0 um anel e suponha que R é de comprimento finito. Mostre que R é um anel local se,
e somente se, R nao possui idempotentes nao triviais.
Seja R um anel e M um R-médulo. Suponha que M =51 ®--- @S, =T1®---®T;, onde S; e T}
s@o R-médulos simples & direita para todo @ e j. Mostre de duas formas diferentes (Jordan-Holder
e Krull-Schmidt), que n = m e que existe uma permutagao o de {1,...,n} tal que S; = T;(;).
Seja R um anel e M um R-médulo artiniano ou noetheriano. Suponha que M = M- - - M, onde
cada M; é um R-(sub)médulo fortemente indecomponivel. Suponha agora que M = N1 @ ... D N;
para certos R-submodulos Ny,..., N, de M. Mostre que s < r e que para cada j € {1,...,s}
existem ij17 e ,iij S {1, ‘e ,T‘} tais que Nj = Mijl D-- '@Miij (¢ Uj‘:l{ijla . 7ijsj} = {1, . ,T‘}
onde a uniao é disjunta.
Seja R um anel, Mg um R-médulo de comprimento finito e N, N’, T, W submddulos de M tais
que NN eM=No&T =N ®&W. Mostre que T ¢ W sao R-médulos isomorfos.
Seja R um dominio comutativo e Mz um R-mddulo. Definimos

T(M)={m e M: ma=0 para algum a € R\ {0}}.

(a) Mostre que T(M) é um R-submdédulo de M.
Dizemos que M é um R-mddulo de tor¢io se T(M) = M, e que M é um R-mddulo livre de
tor¢ao se T (M) = 0.

(b) Mostre que M/T (M) é um R-médulo livre de torgao.

(¢) Seja M um Z-médulo (i.e. grupo abeliano) finitamente gerado tal que

M= L/pPLeL/pPLe - & Ljp'L,
onde r > 0 é um inteiro, p1,...,p; sdo nimeros primos positivos (ndo necessariamente difer-

entes), e s1,..., St sdo inteiros > 1.
Mostre, usando Krull-Schmidt que se

M=7" &7/ LS L¢P LS &L/ L,

onde r’ > 0 é um inteiro, ¢, ..., qq sd0 nimeros primos positivos (ndo necessariamente difer-

entes), e sp,...,s) s@o inteiros > 1, entdo r = ', t = d e, ap6és uma reordenacao se for
Lot _ _ . _ o

necessario, p1 = qi,...,Pt = G¢, S1 = 81, -, 5t = Sy.

(Lembrete: todo grupo abeliano finitamente gerado possui uma decomposigdo como M)
(d) Seja F um corpo e F[z] o anel de polinémios na varidvel x. Seja M um F'[z]-mddulo finitamente
gerado tal que

M = Flz]" ® Flz]/p1(x)** Flz] @ - - - @ Flz]/pe(x)* Flx],
onde r > 0 é um inteiro, p1,...,p; sdo polindmios ménicos irredutiveis (ndo necessariamente
diferentes), e $1, ..., s; s@o inteiros > 1. Mostre, usando Krull-Schmidt que se
M = Fla]" & Fla]/q:(2)*1 Fle] & Fla]/q>(2) "2 Fl2] & - - & Fla]/qa(x)*¢ Fla],

onde v’ > 0 é um inteiro, qi, ..., qq sdo polinémios ménicos irredutiveis (ndo necessariamente

diferentes), e s,..., s, sdo inteiros > 1, entdo r = 1/, t = d e, apds uma reordenacao se for
2.2 / /

Necessario, p1 = q1,...,Pt = Gt, S1 = S4,..., 8t = S}.

(Lembrete: todo F[zr]-médulo finitamente gerado possui uma decomposi¢ao como M)
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Seja R o subconjunto de C definido por
R={a+b/-5€C:a,beZ}.

(a) Mostre que R é um subanel de C e mostre que R é um anel noetheriano.
(b) Seja I o ideal de R gerado por {2,1 + +/=5}. Seja N: R — Z dada por N(a + by/=5) =
(a + byv/—5)(a — by/=5) = a® + 5b°.
(i) Mostre que N(zy) = N(z)N(y) para todo z,y € R.
(ii) Mostre que ndo existe = € R tal que N(z) = 2.
ili) Mostre que I ndo é um R-médulo ciclico.

(iii

(iv) Conclua que Rr 2 Ir (como R-médulos).
(¢) Mostre que Rp e Ir sdo R-mddulos indecomponiveis.
(d) Considere as matrizes A, B € M»(C) dadas por

(U i) (S )

(i) Mostre que B é a inversa de A.
(ii) Mostre que ¢: R® R — I @ I definida por ¢ () = A(}), para todos z,y € R, estd
bem definida e é um homomorfismo de R-mddulos.
(iii) Mostre que ¢: I &I — R® R definida por ¢ (i) = B () para todos u,v € I estd bem
definida e é um homomorfismo de R-mddulos.
(iv) Conclua que os R-médulos R @ R e I & I sdo isomorfos.
Seja X um conjunto. Definimos no conjunto das partes de X, indicado por P(X), as seguintes
operacoes:
A+ B=(ANB°)U(A°N B), A-B=AnNB,

para cada A, B € P(X) e onde A° denota o complementario de A (em X).

(a) Mostre que (P(X),+,-) é um anel comutativo com 1 = X e 0 = {()}, e que A? = A para todo
AeP(X).

(b) Seja I um ideal de P(X) eseja A C X, A€ I. Sea € A, mostre que {a} € I e A\ {a} € I.
Além disso, mostre que I = J, @I, onde J, e I, sdo ideais de P(X) dados por J, = {{a}, {0}},
o ideal gerado por {a}, e I, = {C'\ {a}: C € I}.

(¢) Suponha que X é um conjunto infinito. Mostre que néo existem ideais Iy, I, ..., Is de P(X)
indecomponiveis tais que P(X) =1 @ --- & I,.

Sejam R e S anéis locais e m,n inteiros positivos tais que os anéis de matrizes M,,(R) e M,(S)

sao isomorfos. Mostre que m = n e que R e S sdo anéis isomorfos. (Dica: Krull-Schmidt)

Até, pelo menos, o exercicio 103 nao é necessario o teorema de Wedderburn-Artin.

Seja D um anel com divisdo e Mp um D-médulo & direita e seja E = End(Mp). Mostre que o
E-médulo a esquerda g M é simples. (Dica: o que acontece quando D é um corpo?)

Seja R um anel e Mp um R-médulo semisimples. Mostre que Mg é artiniano se, e somente se, Mp
é noetheriano.

Determine quais dos seguintes Z-modulos sao semisimples:

zZ, Q Q/z, z/nz, @Pz/pz, []z/vz, ]]z/2Z,

pEP peEP nez

onde P indica o conjunto de inteiros positivos primos. (Dica: em alguns casos pode ser 1til lembrar
que um submddulo de um médulo semisimples é semisimples).

Seja R um anel e Mp um R-médulo semisimples. Mostre que se H é uma componente homogénea
de M, entdo H é um E = Endg(M) submédulo do E-médulo & esquerda g M.

Seja {F;: i € I} uma familia de corpos. Mostre que R = [[,.; F; ¢ um anel semisimples se, e
somente se, o conjunto de indices I é finito. (Dica: Quais seriam as componentes homogéneas?)
Sejam 2; (1 <7 < n) ideais de um anel R, e seja A =), ;. Se cada R/2; é um anel semisimples,
mostre que R/ é um anel semisimples. (Dica: cada R/2(; é um R/2-mddulo semisimples. Uma
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outra prova usando o “Chinese Remainder Theorem” se encontra no livro do Lam, Exercises in
Classical Ring Theory, exercicio 3.20).
Seja R um anel semisimples. Mostre que para todo R-moédulo Mg existe um R-moédulo Ni tal que
Mg ® Ng é livre.
Descreva os Z-médulos semisimples e, sendo F' um corpo, os F[z]-médulos semisimples.
Seja R = Ry X Ry o produto de dois anéis Ry e Ry. Vamos considerar que todo subconjunto M
de Ry estd contido em R identificando M com {(m,0) | m € M}. Suponha que M é um ideal a
direita de R;. Mostre as seguintes afirmagoes.
(a) M é um ideal & direita de R.
(b) EDd(MR) = End(MRl).
(C) HomR(M, R) = HomR(M, Rl) = HOle (MR1)~
(d) {Ry-submddulos de M} = {R-submdédulos de M }.
(e) M éum ideal & direita minimal de R se, e somente se, M é um ideal & direita minimal de R;.
(f) Todo ideal minimal & direita de R é um ideal minimal de R; ou um ideal minimal de Rs.
(g) Ri e Rs sdo anéis semisimples se, e somente se, R1 X Ry é um anel semisimples.
Seja R um anel. Mostre as seguintes afirmacoes.
(a) Se N é um ideal 4 direita minimal de R, e € R, entdo ou &N = 0 ou N é um ideal a direita
minimal de R tal que xN = N como R-moédulos.
(b) As seguintes afirmagoes sobre ideais & direita minimais N7 e Ny de um anel semisimples R
sao equivalentes.
(i) N1 = N3 como R-médulos.
(ii) Existe x € Ny tal que N3 = zNs.
(iii) N1 Ny #0.
(Dica: para (i) implica (ii), existe Nj tal que Ny @ Nj = R logo N» = eR para algum
idempotente e, logo se ¢: Ny — Nj é um isomorfismo temos que N1 = p(eR) = ¢(e)eR).
(¢) Suponha que R é um anel semisimples. Mostre que R = By X --- X B,, para alguns anéis
simples By, ..., B, (i.e. os tnicos ideais sao 0 e > .. ; B; onde I C {1,...,n}). (Dica: os B;’s
sao as componentes homogéneas de Ry e use (b)).
(d) Mostre que se f: R — S é um homomorfismo de anéis sobrejetor e R é um anel semisimples,
entdo S é um anel semisimples.
() Mostre quese R=B1@®---® B, =C; @ ---® Cs onde B;, C; sao ideais de R que sao anéis
simples. Entao r = s, e B; = C; apds reordenar os indices.
Seja R = Ry X -+ X R, um anel semisimples onde cada R; é um anel simples. Para cada indice 1,
seja e; o idempotente central de R tal que R; = ¢; R (veja o exercicio 12). Dado um R-médulo a
direita Mg, denota por M; = Me;. Mostre as seguintes afirmagdes (nota que s6 precisamos que R
seja semisimples nas duas iltimas):
(a) Se i # j, entdo e;e; = 0.

iel

(b) M; é um R-submédulo de M, e M =M, & --- ® M,.
(¢) R; C ann M; para todo ¢ # j.
(d) Dizemos que um R-médulo W é fidel se o tnico elemento a € R tal que Wa =0 é a = 0.

Mostre que M é fidel se, e somente se, M; # 0 para 1 < i < n.
(e) M é um R-médulo fidel se, e somente se, todo ideal & direita minimal de R é isomorfo a um
somando direto de M.
Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F', T" uma transformagao linear em
V sobre F, e seja Fz] o anel de polinémios na variavel z. Lembra que V' é um F[z]-mddulo se
definimos

(ag + a1z + apz? + -+ 4+ amaz™)v = agv + a1 (Tv) 4 ao(T) + - - + @ (T™),

para cada v € V. Mostre que V é um F[z]-mddulo semisimples se, e somente se, o polindémio
minimo m(z) de T é um produto de polinoémios irredutiveis diferentes de F[x].
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Seja k um corpo e R uma k-algebra semisimples.
(a) Mostre que sao equivalentes:
(i) R é uma k dlgebra simples.
(ii) Todos os ideais minimais & direita de R sdo isomorfos.
(iii) Todos o R-mddulos & direita simples sdo isomorfos.

(b) Suponha que R é uma k-algebra simples e suponha que N é um ideal minimal & direita de R.
Mostre que se M é um R-médulo a direita, entao existe um tinico niimero cardinal « tal que
M = N (a soma direta de o cépias de N).

(¢) Suponha que R é simples e de dimenséo finita sobre k. Entao dois R-mdédulos a direita M; e
M5 sao isomorfos se, e somente se, dimy M7 = dimyg Mo.

Sejam R um anel.

(a) Seja Mpr um R-mdédulo semisimples finitamente gerado. Mostre que E = Endr(M) é um anel
semisimples e gM um E-moédulo semisimples.

(b) Mostre que se R é semisimples (artiniano simples), entao o anel de matrizes M, (R) é semisim-
ples (artiniano simples). (Dica: M, (R) é o anel de endomorfismos do R-médulo R})

(¢) Mostre que se S1, S, ...,S, sdo anéis, entdo M, (S1 X -+ x S;.) = M, (S1) X - -+ X M,(S,).

(d) Seja S um anel, mostre que M, (M, (S)) = My (5).

(e) Mostre, de novo, que se R é semisimples (artiniano simples), entdo o anel de matrizes M, (R)
é semisimples (artiniano simples). (Dica: aplique (c), (d) ao teorema de Wedderburn-Artin)

Informacdo: O enunciado do exercicio 104a é verdadeiro sem a hipotese de que Mp é finita-

mente gerado. Para prova-lo suponha que M = @,.; S; onde cada S; é um R-médulo a dire-

ita simples. Para cada 0 # s € S; mostre que Es é um E-mddulo simples. Assim temos que

M=3", Zsesi\{o} Es. Para provar que E's é simples pode fazer o seguinte: suponha que f(s) #0

para algum f € E. Observa que f(S;) é um R-mdédulo simples isomorfo a S;. Dado f(s), existe

um isomorfismo g: f(S;) — S; tal que g(f(s)) = s. Podemos estender g a um endomorfismo de

M. Assim temos que Ef(s) = Es.

Seja R um dominio. Mostre que se o anel M, (R) é semisimples, entdo R é um anel com divisao.

(Dica: Exercicio 57)

Mostre que o centro de um anel semisimples é um produto finito de corpos.

Mostre que a seguinte afirmacao é falsa: “Se I é um ideal minimal a esquerda de um anel R, entao
M, (I) é um ideal minimal & esquerda de M, (R).”

Mostre que existem anéis simples que nao sao semisimples. (Dica: exercicio 64b).

(a) Sejam R e S anéis tais que M, (R) = M, (S). Implica isso que m =n e R = S? (Dica: pense
no que acontece quando R e S s@o anéis de matrizes sobre um corpo).

(b) Dizemos que um anel R é um anel matricial se R = M,,(S) para algum inteiro m > 1 e algum
anel S. Mostre que a imagem por um homomorfismo de anéis de um anel matricial é um anel
matricial. (Dica: exercicio 6).

Seja R um anel semisimples.

(a) Mostre que se a,b € R sdo tais que ab = 1, entéo ba = 1.

(b) Se a € R é tal que I = aR é um ideal de R, entdo I = Ra.

(c) Todo elemento a € R pode ser expresso da forma a = ue onde u,e € R, u é invertivel e e é
um idempotente.

(Dica para o exercicio todo: pense em R como um produto de anel de matrizes, como séo os ideais

nesse tipo de anéis)
Dado um subconjunto S de um anel R. definimos ann;(S) = {a € R: aS = 0} e ann,(S) = {a €

R: Sa = 0}. Sejam R um anel semisimples, I um ideal & esquerda e J um ideal & direita de

R. Mostre que ann;(ann,.(I)) = I e ann,(ann;(J)) = J. (Dica: existe um idempotente e tal que

I=Ree R=Re+ R(1—¢)).
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113.- Seja R um anel simples que é de dimensao finita sobre o seu centro k (k é um corpo pelo exercicio
2b). Seja Mp um R-médulo a direita finitamente gerado e seja E' = Endg(M). Mostre que

(dimg M)? = (dimy R)(dimy E).

(Dica: R é um anel artiniano simples, com um tnico médulo simples. Tente expressar as dimensoes
em termos da dimens@o do anel de endomorfismos desse mddulo simples.)
114.- Sejam R e S um anéis, e Mg um R-médulo a direita e seja E = Endg(MEg)
(a) Mostre que sdo equivalentes
(i) Mg é um S-R-bimédulo.
(ii) Existe um homomofismo de anéis S — E.

(b) Mostre que existe um homomorfismo de anéis R — Endg(gM) cujo nicleo é o anulador
ann(M) (veja exercicio 22).

(¢) Qual o anulador de M como E-médulo a esquerda?

115.- Seja R um anel e considere sua estrutura natural de (R, R)-bimédulo. Mostre que os (R,R)-bimédulos
contidos em R (com respeito ao produto e soma herdados) sdo os ideais de R.
116.- (a) Seja R um anel e Mp um R-médulo & direita. Definimos o dual M* de M como M* =
Hompg(Mpg, Rr). Mostre que M* tem estrutura de (R, Endg(M))-bimédulo e de (R, Z)-bimddulo.

(b) Seja k um corpo e V um k-espaco vetorial. Considere V' como um (k-k)-médulo e &k como um
(k, k)-mé6dulo da forma usual. Mostre que a estrutura de k-k-médulo de V* obtida em teoria
coincide com a estrutura de k-espago vetorial que vogé ja conhecia de algebra linear.

(¢) Seja k um corpo, V e W k-espagos vetoriais. Considere V' e W como (k-k)-médulos. Mostre
que a estrutura de k-k-mdédulo de Homy (V, W) obtida em teoria coincide com a estrutura de
k-espago vetorial que vogé ja conhecia de algebra linear.

117.- Seja M um (R, R)-bimédulo e seja S = R @ M. Mostre que as operacdes

(r,x)+ (' 2y =(r+rz+2), (rz)(ra)= (' re +xr), vr,r' € R, z,2' € M,

fazem de S um anel com 1g = (1,0). Mostre também que contém o subanel de elementos da
forma (r,0) e o ideal de elementos da forma (0,z). Se identificamos esses elementos com R e M
respectivamente, entdo S = R@ M e M? = 0.

118.- Sejam R e S anéis, e seja M um (R-S)-bimddulo. Forme o anel T = R@® S. Mostre que M é
munido de uma estrutura de T-T-bimddulo definindo para cada (r,s) € T, x € M

(r,s)x =rz, x(r,s)=uzs.

Aplique a construgao do exercicio 117 para definir um anel determinado por R, S e M como um
conjunto de triplas (r, s, x).

119.- Seja R um anel e seja gpMpr um (R, R)-bimédulo. Dizemos que uma fungio §: R — M é uma
derivagao se, para todo a,b € R,

S(a+b)=0d(a)+6(b),  &(ab) = 8(a)b+ ad(b).

Considere o anel S construido no exercicio 117. Mostre que uma fungao : R — M é uma derivagao
se, e somente se, a funcdo R — S, a — (a,d(a)) é um homomorfismo de anéis.
120.- Sejam R um anel, Mz um R-mdédulo & direita e gN um R-médulo & esquerda. Seja R°P o anel
oposto de R. Lembre que se M é um R°P-médulo & esquerda e N é um R°P-moédulo a direita. Seja
T: M ®r N — N Qpor M, definido por 7(m ® n) =n ® m.
(a) Mostre que 7 é um isomorfismo de grupos abelianos.
(b) Mostre que se R for um anel comutativo, entdao 7 é um isomorfismo de R-mddulos.
(¢) Sejam f: M — M’ e g: N — N’ homomorfismos de R-mdédulos, e considere 7/: M’ @ g N' —
N’ ®pgor M, definido por 7(m' ® n') = n’ ® m/. Mostre que f e g sdo homomorfismos de
R°P-médulos e que 7 (f ® g) = (g ® f)T.
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121.- Seja R um anel, I um ideal & direita de R e gM um R-mdédulo & direita.
(a) Mostre que IM = {}"  a;x;: a; € I, x; € M, n > 0} é um subgrupo (abeliano) de M. Se
R for um ideal, IM é um R-submddulo de M.
(b) Mostre que existe um isomorfismo de grupos abelianos

R M
f: 7 Qr M — Vi
tal que f((a+1)®x) = ax + IM. Se I um ideal, de R-mé6dulos & esquerda.
(¢) Se J for um ideal & esquerda de R, mostre que R/I @ R/J é isomorfo como grupo abeliano
ao grupo R/(I + J). Se I e J forem ideais, mostre que o isomorfismo é de R-bimdédulos.
(d) Sejam m,n inteiros > 1 e d = mdc(m,n). Mostre que o grupo abeliano Z/mZ ®y Z/nZ é
isomorfo a Z/dZ.
(e) Seja K um corpo e consideremos o anel de polindémios K[z]. Sejam m(z),n(x) dois polinémios
em K[z, e d(x) = mde(m(x),n(z)). Mostre que o grupo abeliano
Klz] Klz]
el e S, ®K[z] -
m(x) K 7] n(x)Kz]
é isomorfo a K[z]/d(z)K|z].
122.- (a) Sejam A e B dois grupos abelianos finitamente gerados. Calcule A ®z B. (Dica: ex-
ercicio 121(d) e lembrete do exercicio 87(c) )
(b) Seja A um grupo abeliano finitamente gerado. Calcule A ®7 Q.
(¢) Seja A um grupo abeliano finitamente gerado. Calcule A ®7 Q/Z.
(d) Mostre que Q/Z @7 Q/Z = 0.
(e) Sejam A e B dois F[z]-médulos finitamente gerados. Calcule A® g, B. (Dica: exercicio 121(e)
e lembrete do exercicio 87(d) )
123.- Seja F um corpo e K um corpo contendo F'. Suponha que V' é um espago vetorial de dimensao finita
sobre F e seja T € Endp(V). Se B = {v;} é uma base de V, entéo C = {1®uv;: v; € B} é uma base
de K®p V. Mostre que a matriz de T na base B é a mesma que a matriz de 17T € Endg (K ®Fp V)
na base C.
124.- Seja R um anel comutativo e sejam M e N R-médulos livre com bases B = {u;}i2; e C = {v;}}_;,
respectivamente.
(a) Mostre que M ®pr N é um R-médulo livre com base

D={u1 ®v1,...,U1 @ Uy, Uz Q@V1,... U R Uy, Up VL, Uy @ Uyt
(b) Sejam M’ e N’ R-médulos livres com bases B' = {uj};_; e C" = {v}}]_,, respectivamente. E
seja
/ I / / / / / ! / ! !/ !/ /
D' ={uy ®v],...,u] @V, Uy @Vp,... Uy DV, .o Uy DU, Uy DU,

a respectiva base de M'®@grN’. Sejam f: M — M' e g: N — N’ homomorfismos de R-médulos
com matrizes A = [f]p's = (ap;) (a coluna ¢ sao as coordenadas de f(u;)) e B = [glcre = (by;)
respectivamente. Calcule a matriz de f ® g, mais concretamente mostre que

auB algB tee alnB
a1 B axpB --- a,B
fogmo=| @7 0T

agnB apB - agB
125.- Sejam M um grupo abeliano, p um ndmero primo e Z[%] = {gx1an € Z, n > 1}. Seja
Gp: M — M(X)ZZ[%]7 z — z®1. Mostre que ker ¢, = {x € M : xp™ = 0 para algum inteiro n > 1}.
126.- Seja R um anel. Considere o (R, M, (R))-bimédulo "R = {(y1,..-,Yn): Y1,---,Yn € R} € 0

z1

(M, (R), R)-bimédulo R™ = Do) ra,.Tm € R}. Mostre que R™ ®gr "R ¢ isomorfo a

My xn(R) como (M,,(R), M, (R))-bimédulos.
127.- Mostre que nao existem grupos abelianos N tais que Q @ N seja um Z-médulo livre.
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128.- Sejam R, S,T anéis. Sejam M, M’ dois (R, S)-bimédulos e N, N’ dois (S, T)-bimédulos. Dize-
mos que f: M — M’ é um homomorfismo de (R,S)-bimddulos se f é um homomorfismo de
R-médulos a esquerda e de S-médulos & esquerda. Mostre que se g: N — N’ é um homomorfismo
de (S, T)-bimédulos entéo f® g: M @ N - M’ ® N’ é um homomorfismo de (R, T)-bimédulos.

129.- (a) Mostre que Q ®z Q e Q ®g Q sdo isomorfos como Q-espagos vetoriais. (Dica: todo elemento

de Q ®z Q pode ser expresso como ¢ ® 1).
(b) Sejam M e N Q-espagos vetoriais. Observe que M e N também sdo Z-mdédulos. Mostre que
M ®g N e M @z N sado Q-espagos vetoriais isomorfos. (Dica: M @z N = M ®@¢Q®zQ®g N).

130.- Mostre que C ®@r C e C ®c C nao sdo isomorfos como R-espacos vetoriais.

131.- Seja K um anel comutativo. Sejam M e N K-mdédulos. Denotamos M* e N* os respectivos duais,
ie. M* = Homg (M, K), que tem estrutura de K-médulo. Verifique que se f € M* e g € N*|
entdo a funcdo M x N — K, (z,y) — f(x)g(y) é uma fungdo K-bilinear de M x N em K. Logo
existe uma unica h € (M @k N)* tal que h(z ® y) = f(x)g(y).

(a) Mostre que existe um homomorfismo de K-modulos ¢: M* @ N* — (M @k N)* tal que
f®g—h

(b) Mostre que ¢ é um isomorfismo de K-médulos se M e N sdao K-mddulos livres finitamente
gerados. (Dica: M*, N* e (M ®p N)* sdo K-mdédulos livres, encontre bases)

(c) Suponha que M e N sao somandos diretos de médulos livres finitamente gerados, i.e. existem
K-médulos M’ e N’ tais que M & M’ e N ® N’ sao K-médulos livres finitamente gerados.
Mostre que ¢ ainda é um isomorfismo.

(d) Se K for um corpo, mostre que ¢ é injetor (sem importar se M e N sdo finitamente gerados).

132.- Seja R um anel, Mr e Ng R-médulos & direita. Denotamos por M* = Homg(Mpg, Rg). Para cada
y € N eae M* definimos (y X a): Mg — Ng, (y X a)(z) = y(a(x)).

(a) Mostre que (y x o) € Homg(Mpg, Ng)

(b) Lembre que M* é um R-mddulo & esquerda. Mostre que existe um homomorfismo de grupos
abelianos 7: N ® g M* — Hompg(Mg, Ng), y®@ a — (y X a).

(¢) Se M é livre com base {e;}? ;, mostre que 7 é um isomorfismo.

(d) Se R é um anel comutativo, 0: M @ g M* — R, x ® o — «(z) é um homomorfismo de
R-médulos. Além disso, se Mg é livre com base {e;} ;, entdo 7 e ¢ induzem um homomor-
fismo de R-médulos Endg (M) — R que coincide com a traga T'r.

(e) Vamos melhorar o resultado do exercicio 131(b). Suponha que R é um anel comutativo,
e X um R-mdédulo. Se Mp é livre com base {e;}!_;, mostre que existe um isomorfismo de
R-médulos X*@p M* — (M®rX)*. (Dica: Considere pX, X* é R-mddulo & direita, aplique
7 e depois o teorema do isomorfismo adjunto.)

133.- Seja S um anel que satisfaz IBN. Mostre, usando produto tensorial, que se existir um homomorfismo
de anéis R — S ent@o R satisfaz IBN. (Dica: S é um R-médulo, considere R" Qg S).

134.- Seja Z[i] o anel dos inteiros de Gauss (o subanel de C gerado por Z e 7). Mostre que R ®y Z[i] e C
sao anéis isomorfos.

135.- Seja K um anel comutativo. Mostre que as K-algebras M,, (K)®x M, (K) ¢ My, (K) sao isomorfas.

136.- Moste que se R é um anel semisimples, entao todos os R-médulos sao planos. (Dica: exercicio 97)

137.- Seja K um anel comutativo, e K[z, y], K[z], K[y] os anéis de polindmios nas varidveis x e y, x, v,
respectivamente. Mostre que as K-dlgebras K|z, y] e K[z] ®x K[y] sdo isomorfas.

138.- Seja K um anel comutativo. Dado um grupo G escrevemos K|[G] para denotar a K-dlgebra de
grupo. Dados dois grupos G, H, mostre que as K-dlgebras K[G'x H] e K[G]|®k K[H] séo isomorfas.

139.- Seja F um corpo. Suponha que A, B e C sao F-algebras. Mostre que A é isomorfa a B ®p C se,
e somente se, A contém subalgebras B’ e C’ tais que satisfazem as seguintes condigoes:

(i) B’ Be C' = (C como F-élgebras,

(ii) os elementos de B’ comutan com os elementos de C’

(iil) existem F-bases {z;: ¢ € I} de B e {y;: j € J} de C' tais que {x;y;: (¢,5) € I x J} é uma
base de A.

Se A for de dimensao finita, (iii) pode ser substituida por

(iv) A estd gerada como F-dlgebra por B’ UC’ e dimp A = (dimp B)(dimp C).
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140.-

141.-

142.-

143.-

144.-

145.-

146.-

147 -

Seja k um anel comutativa e R uma k-dlgebra. Definimos a k-dlgebra envolvente R® de R como
R® = R ® R°P. Mostre que R é um R°-moédulo a esquerda cujos submédulos sao os ideais de R.
Mostre que se R é simples, entao R é um R®-mddulo simples.

Seja R um anel. Dada uma sequéncia exata de R-moédulos a direita de comprimento finito,

0—=M —- My, —---— M, =0,

mostre que Y.._,(—1)%¢(M;) = 0, onde ¢(M;) denota o comprimento de M;.
Dado um diagrama comutativo de homomorfismos de R-mdédulos a direita com linhas exatas,

0 A s AT A
f lg ih
v
0 B——B B"
J q

mostre que existe um unico homomorfismo de R-mddulos fazendo o diagrama aumentado comuta-
tivo. Além disso, mostre que se f e g sdo isomorfismos, entao f é um isomorfismo.

(Lema dos cinco) Considere um diagrama comutativo de homomorfismos de R-mddulos & direita
com linhas exatas:

A1 A2 A3 A4 AB
lhl \L ho l}m \L hy \L hs
B, B, Bs B, Bs

(a) Se hs e hy sdo sobrejetores e hy injetor, mostre que hz é sobrejetor.

(b) Se hg e hy s@o injetores e hy é sobrejetor, mostre que hs é injetor.

(c) Se hiy, ha, hyg e hs s@o isomorfismos, mostre que hs é um isomorfismo.
Encontre um exemplo de um diagrama comutativo de homomorfismos de R-médulos & direita com
linhas exatas hy, ho, hy € hs sao isomorfismos

Al AQ A3 A4 AS
LT
Bl BQ B3 B4 B5

tal que nao exista um homomorfismo de R-mdédulos a direita hy: A3 — Bs fazendo o diagrama
comutativo. (Dica: pense em sequéncias exatas curtas nao equivalentes)

Sejam 0 — M! % M; i M!" — 0,i=1,...,n, sequéncias exatas curtas de R-médulos & direita.
Mostre que a sequéncia

OHM{GB---@M,’IL>M1EB~-~EBMn*B>M{’EB---@M,’L’*>O

é exata, onde « e 8 denotam os homomorfismos induzidos pelos «; e (3;.
Seja a: M — N um homomorfismo de R-moédulos a direita. Definimos o conicleo de o« como o
R-médulo quociente coker « = N/im a (junto com a projegdo canoénica N — N/im «).

Mostre que os homomorfismos de R-mddulos a direita a: L - M e f: M — N induzem a
sequéncia exata

0 — ker a — ker fa — ker 8 — coker a — coker Ba — coker 8 — 0

(Lema da cobra) Esse resultado é importante em &dlgebra homolégica. Considere o seguinte dia-
grama comutativo de homomorfismos de R-médulos a direita tal que as duas linhas sao exatas.

0 Y (L L 0

1T

"

0 N2> N—Ys M 0
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149.-

150.-

151.-
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Construa um homomorfismo conetor ¢: ker o’ — coker @’ como segue: dado y € ker o/, escolha
m € M tal que u(m) = y e observa que a(m) = v/(n') para algum n’ € N’. Entdo defina
5(y) =n/ € coker .

Mostre que § é um homomorfismo de R-mddulos bem definido tal que a seguinte sequéncia de
homomorfismos de R-mddulos é exata

0 —kero’ ker o ker o'

s
coker a/ —— coker o« — coker o’/ ——= 0

Seja C uma categoria. Sejam A, B objetos de C.

(a) Mostre que o morfismo identidade 14 é tinico.

(b) Dizemos que um morfismo f € Morc(A, B) é um isomorfismo se existir g € More(B, A) tal
que gf =14 e fg =1p. O morfismo g é chamado o inverso de f. Mostre que o inverso de
um isomorfismo é tnico.

) Moste que um isomorfismo é um epimorfismo e um monomorfismo.

) Mostre que um morfismo em Sets é um monomorfismo se, e somente se, for injetor.

) Mostre que um morfismo em Sets é um epimorfismo se, e somente se, for sobrejetor.

) Mostre que para qualquer subcategoria C de Sets, um morfismo sobrejetor é um epimorfismo.
Como consequéncia obtenha que nas categorias Mod-R, Ab, Rings, Top, ...um morfismo
sobrejetor é um epimorfismo.

(d) Mostre que para qualquer subcategoria C de Sets, um morfismo injetor é um monomorfismo.
Como consequéncia obtenha que nas categorias Mod-R, Ab, Rings, Top, ...um morfismo
injetor é um monomorfismo.

Dizemos que um grupo abeliano D é divisivel se, para cada x € D e cada n € N, existe 2’ € D tal

que x = nr’' = '+ o +'.

(a) Mostre que Q e Q/Z sao divisiveis.

(b) Mostre que a imagem homomorfica de um grupo abeliano divisivel é divisivel.

(c) Mostre que a subcategoria dos grupos divisiveis D.4b é uma categoria plena de Ab.

(d) Mostre que a projecao canénica Q — Q/Z é um monomorfismo em D.Ab mas nao é injetor.
Dadas um par de categorias a direita C e D, podemos formar a categoria produto C x D como
segue. Os objetos de C x D sdo pares (C, D), onde C é um objeto de C e D um objeto de D. E
um morfismo

(7,6): (C, D) = (C", D"
em C x D é um par de morfismos
v:C—=C", §:D— D",

pertencentes a C e D respectivamente.
A composigao é dada pela regra

(7, 0)(7,0") = (v, 68),
onde (v/,0"): (C',D") — (C,D). Mostre que C x D é uma categoria & direita, sendo (1¢,1p) o
morfismo identidade de um par (C, D).
Se C e D fossem categorias a esquerda, faca as mudangas nas defini¢bes anteriores para obter
uma categoria a esquerda.
Se as categorias C e D fossem de diferentes quiralidades, mostre como deveriamos definir a
composigao (usando a categoria espelho), de forma que obtenhamos uma categoria a direita.
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152.-

153.-

154.-

155.-
156.-

157.-

158.-

159.-

160.-

Sejam R e S anéis e T = R x S. Seja C uma subcategoria de Mod-R e seja D uma subcategoria
de Mod-S. Mostre que C x D é uma subcategoria de Mod-T'. (Dica: um objeto (C, D) de C x D
pode ser considerado como um T-médulo (¢, d)(r, s) = (cr,ds)).

Sejam C, D, & categorias. Sejam F': C — D, G: D — & funtores.

(a) Mostre que F' é contravariante (covariante) se, e somente se, C L D 2 Dor ¢ covariante
(contravariante).

(b) Definimos F°P: C°? — D como F°P(C) = F(C) para todo C € C, e FP(f°P) = F(f) para
todo morfismo f em C. Mostre que F°P é covariante (contravariante) se, e somente se, F' é
contravariante (covariante).

(¢) Mostre que se F, G sdo ambos covariantes (contravariantes) entao GF é covariante.

(d) Mostre que se F' é covariante (contravariante) e G contravariante (covariante) entdo GF' é
contravariante.

Seja C uma categoria e A, B,C € C. Sejam f € Morc(A,B) e g € More(B,C). Mostre que

(a) Se f,g sdo monomorfismos, entdao ¢gf é monomorfismo.

(b) Se f,g sao epimorfismos, entdo gf é epimorfismo.

(¢) Se gf é monomorfismo, entdo f é monomorfismo.

(d) Se gf é epimorfismo, entdo g é epimorfismo.

Sejam {M;: i € I'} um conjunto de R-médulos & esquerda e M = P

R-moédulo plano se, e somente se, M; é plano para cada ¢ € I.

Seja R um anel e seja Mg um R-médulo a direita. Mostre que se todo R-submédulo finitamente

gerado de M é plano, entdo Mg é plano. (Observacao: o reciproco é falso. Por exemplo: seja

R =7/47. Rg é plano. Seja N o submédulo de Rr dado por N = {0,2,4,6} = Z/4Z. Considere

a inclusao Z /27 — 7./87Z, 1 — 4. Mas N ®g Z/2Z — N ®pg Z/87Z nao é injetora pois 0 # 2@ 1 —

204=8®1=0)

Seja R um anel sem unidade, ou seja, um objeto da categoria Rngs. Definimos a unitizacao de R

como U(R) = {(r,a): r € R, a € Z}.

(a) Mostre que U(R) é um anel com a soma e produto dados por

(rya) 4+ (s,b) = (r+s,a+b), (r,a)(s,b) = (rs+br+ as,ab),

e que a unidade de U(R) é (0,1).
(b) Mostre que se f: R — S é um morfismo de Rngs, entao U(f): U(R) — U(S), U(f)(r,a) =
(f(r),a) é um homomorfismo de anéis.
(c) Mostre que existe uma transformacao natural entre os funtores lgngs € U: Rngs — Rngs.
Seja n um inteiro positivo. Considere a categoria Rings e os funtores F, G, : Rings — Rings onde
F' envia cada anel em seu anel oposto e G, envia cada anel em M, (R). Mostre que a transposicao
de matrizes define um isomorfismo natural entre os funtores G, F e FG,,.
Seja R um anel. Para cada inteiro positivo, definimos o funtor GL,,: Rings — Groups como segue.
Para cada anel R, GL,(R) denota o grupo das matrizes invertiveis do anel de matrizes M, (R).
Para cada homomorfismo de anéis f: R — S, denotamos por GL,(f): GL,(R) — GL,(S) o
homomorfismo de grupos obtido pela restricdo do homomorfismo de anéis induzido M, (R) —
M, (S) por f.
Mostre que para cada inteiro positivo, a aplicagdo t,: GL,(R) — GL,41(R) dada por

icr M;. Mostre que M ¢ um

define uma transformacao natural entre os funtores GL,, € GL41.

(a) Mostre que os funtores lyod-r, Hompg(R, —): Mod-R — Mod-R sao naturalmente equiva-
lentes.

(b) Mostre também que os funtores 1g pod, Hompg(R, —): R-Mod — R-Mod sao naturalmente
equivalentes. (Dica: Note que é importante considerar os morfismos & direital)
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Sejam R e S dois anéis. Definimos 7" como o anel T' = R x S. Mostre que as categorias Mod-T'

e Mod-R x Mod-S sao naturalmente equivalentes. (Dica: Defina F': Mod-R x Mod-S — Mod-T

como o funtor dado no exercicio 152. Suponha agora que N é um T-médulo. Considere e =

(1,0),es = (0,1). Mostre que Tegr =2 R e Teg = S como anéis. Isso induz uma estrutura de

R-médulo em Nepg e de S-mdédulo em Neg. Definimos entdo G(N) = Negr x Neg).

Sejam C e D categorias. Sejam F,G:C — D e F',G': D — & funtores todos covariantes (con-

travariantes). Sejam n: F — G e ': F/ — G’ transformacoes naturais.

(a) Mostre que existe uma transformacéo natural F'F — G'G.

(b) Se n: F — G é um isomorfismo natural, defina oc: GC — FC para todo C € C, como
oc = 7751. Mostre que ¢ é uma transformagao natural G — F.

(Teorema do isomorfismo adjunto, segunda versio) Sejam R e S anéis. Dados rA, sBr e sC,

existe um isomorfismo natural

7'1’47370: Homg(B ®g A,C) — Hompg(A, Homg(B, C)),

definido para cada f: B&r A = C,a€ Aeb€ B, como 7, 5 (f) =7'(f): A — Homg(B,C),
a7 (f)a, onde 7/(f)a: B— C,b— f(b® a).
Sejam R e S anéis. Dados gBg e gC, mostre que os funtores

Homp(—, Homg (B, C)), Homg(B ®s —,C): R-Mod — Ab

sao naturalmente isomorfos. (Dica: Exercicio 163)

Sejam R e S anéis. Sejam rMg, rNs (R,S) bimédulos.

(a) Mostre que — ®g M define um funtor Mod-R — Mod-S

(b) Mostre que um homomorfismo de (R, S)-bimddulos ~ : M — N, m +— m, determina uma
transformacao natural entre — @ g M e — ®g N. (Note a importancia de ser homomorfismo

e (R, S)-bimédulos, nao sé de R-mddulos).

(¢) Seja mod-R a subcategoria plena dos R-mdédulos & direita finitamente gerados. Mostre que se
M ¢é finitamente gerado como S-médulo entao p Mg induz um funtor mod-R — mod-S.

(d) Seja Flatr a subcategoria plena dos R-médulos & direita planos. Mostre que se M é plano
como S-médulo, entao a restricao de — ® g M induz um funtor Flatr — Flatg.

Seja R um anel. Sejam A, B,C R-mdédulos a direita e a: A — B, §: B — C homomorfismos de

R-médulos. Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) A sequéncia de R-mddulos

0-45BA 00,

¢ exata e cinde.
(b) A sequéncia de grupos abelianos

Hom L,a) Hom(L B)

0 —» Homp(L, A) Homp(L, B) Homp(L,C) —»

¢é exata e cinde para todo R-mdédulo a direita L.
(¢) A sequéncia de grupos abelianos

Hom L,a) Hom(L B)

0 —» Homp(L, A) Homp(L, B) Homp(L,C) —»

¢é exata para todo R-mddulo a direita L.
(d) A sequéncia de grupos abelianos

Hom(ﬁ P) Hom(oz P)

0 — Hompg(C, P) Hompg(B, P) Hompg(A,P) — 0

¢é exata e cinde para todo R-mddulo a direita P.
(e) A sequéncia de grupos abelianos

TP Homp(B, P) ") Homp (4, P) — 0

¢é exata para todo R-mddulo a direita P.
(Dica: prove (a) = (b) = (¢) = (a). Para provar (¢) = (a) faca L = C).

0 — Hompg(C, P)
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(a) Seja C uma categoria, e seja {A;}ic; uma familia de objetos de C. Um coproduto da familia
anterior é um par ordenado (C,{n;}icr), onde C é um objeto de C e n; € Morc(A;, C),
verificando a seguinte propriedade universal: se para um objeto X de C existem morfismos
vi € Morc(A;, X) para cada i € I, entdo existe um tinico morfismo 6: C' — X tal que 6n; = ;
para todo i € I. Mostre que o coproduto, quando existir, é tinico a menos de isomorfismo.

(b) Mostre que o coproduto na categoria de médulos é a soma direta (junto com as inclusoes
candnicas), e portanto, existe para qualquer familia de médulos.

(c) Seja C uma categoria, e seja {A;};c; uma familia de objetos de C. Um produto da familia
anterior, é um par ordenado (P,{m;}:cr), onde P é um objeto de C e m; € Morc(P, A;)
verificando a seguinte propriedade universal: se para um objeto X de C existem morfismos
0; € More(X, A;) para cada i € I, entdo existe um tnico morfismo ¢: X — P tal que m;¢ = 0;
para todo ¢ € I. Mostre que o produto, quando existir, é inico a menos de isomorfismo.

(d) Mostre que o produto na categoria de médulos é produto direto (junto com as projegoes
candnicas), e portanto existe para qualquer familia de médulos.

(e) Mostre que os conceitos de produto e coproduto sdo duais.

(f) Mostre que na categoria dos conjuntos Sets o coproduto coincide com a unido disjunta e o
produto com o produto cartesiano.

Considere a categoria Groups dos grupos e a categoria Ab dos grupos abelianos.

(a) Seja G um grupo e [G, G] o subgrupo comutador de G. Ou seja, [G, G| é o subgrupo de G gerado
pelos elementos ghg~*h™', g,h € G. E conhecido que |G, G] é um subgrupo normal de G, e
que G/[G, G] é abeliano. Além disso, se f: G — H é um homomorfismo de grupos, f([G,G]) C
[H, H]. Assim f induz um homomorfismo entre os grupos abelianos ty: G/|G,G| — H/[H, H].

(b) Mostre que U: Groups — Ab U(G) = G/[G,G], e U(f) =ty é um funtor.

(¢) Considere V': Ab — Groups o funtor inclusdo. Mostre que (U, V) é um par adjunto.

Sejam C e D categorias. Sejam F': C — D e G: D — C funtores tais que (F,G) é um par adjunto.

Para cada par de objetos C € C e D € D, seja

70,0 Morp(FC,D) — Morc(C,GD),

a bijecao natural.
(a) Se D = FC, existe uma bijec@o natural

TC,FC'*: MO?"D(FC, FC) — M()Tc(c, GFC)

Definimos ¢ : C' — GFC como n¢ = 7¢,rc(lrpc). Mostre que n é uma transformacao natural
entre o funtor identidade 1¢ e o funtor GF'.
(b) Se C' = GD, existe uma bije¢do natural

Tab.p: More(GD,GD) = Morp(FGD, D).

Definimos ep: FGD — D como ep = 7, 117’ p(1p). Mostre que € é uma transformacao natural
entre o funtor F'G e o funtor identidade 1p.
Seja R um anel. Para cada R-médulo M & direita, definimos soc(M) = > {S < M: S é simples}.
Mostre que para cada homomorfismo de R-médulos f: M — N, temos que f(soc(M)) C soc(N).
Mostre que soc : Mod-R — Mod-R é um funtor aditivo.

Seja F um funtor covariante aditivo e exato entre categorias de médulos. Mostre que se A = B LYe!

F F
é uma sequéncia exata, entao F A LO;) FB ﬂf) FC é exata.

Seja ¢: R — S um homomorfismo de anéis. Podemos considerar S como um R-mddulo & esquerda,
e todo S-médulo M & direita como um R-mddulo fazendo mr = me(r). Se o R-médulo a direita
Pgr é um R-médulo plano, entdo o S-médulo & direita P = P @ S é um S-mdédulo plano. (Dica:
para todo M, S ®s M = M)
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Sejam F': Mod-R — Ab e G,G': Ab —Mod-R funtores. Se (F,G) e (F,G’) s@o pares ad-
juntos, entdo G é naturalmente isomorfo a G’. (Dica: Para cada R-médulo Mg existem iso-
morfismos naturais Homg(M,G—) = Homgz(FM,—) = Homg(M,G'—). Em outras palavras
Homp(M,—) o G =2 Hompr(M,—) o G'. Fazendo M = R, use que Hompg(R, —) é naturalmente
isomorfo & identidade, exercicio 160a.) (Observacao: Esse resultado é vdlido para quaisquer cate-
gorias C, D e pares adjuntos (F,G) de funtores entre C e D. Além disso, também ¢é vélido fixando
G e funtores F', F’ tais que (F,G), (F’, @) sao pares adjuntos.)
Seja R, S, T anéis. Sejam M um (R, S)-bimédulo, N um (S, T)-bimédulo e P = M ®g N. Observe
que P é um (R, T)-bimddulo. Mostre que:
(a) Se M for projetivo como R-médulo & esquerda e N projetivo como S-mdédulo & esquerda,
entao P é projetivo como R-médulo a esquerda.
(b) Se M for projetivo como S-médulo & direita e N é projetivo como T-mdédulo & direita, entao
P é projetivo como T-moédulo a direita.
(Dica: (a) para mostrar que A — B — 0 implica que Hom(P, A) — Hom(P, B) — 0, use o teorema
do isomorfismo adjunto varias vezes).
Sejam R e S anéis. Se ¢: R — S for um homomorfismo de anéis, e gS é um R-mdédulo projetivo
(via ), entdo, para todo R-médulo projetivo Mr, M ®g S é um S-mdédulo projetivo.
Seja R um anel.
(a) Seja {P;};cr um conjunto de R-médulos & direita. Mostre que P =
somente se, P; é projetivo para cada i € I.
(b) Seja {E;}ier um conjunto de R-mddulos & direita. Mostre que E = []
somente se, F; é injetivo para cada i € I.
(Dica: exercicio 38(a) e (b)).
Seja (F, G) um par adjunto de funtores entre categorias de médulos. Mostre que se G é exato, entao
F preserva projetivos, ou seja, F'P é projetivo para todo médulo projetivo P. Mostre também que
se I’ é exato, entao G preserva injetivos, ou seja, GE € injetivo para todo médulo injetivo F.
(Lema da base dual.) Sejam R um anel e P um R-mddulo a direita. Dado um conjunto de indices
1, dizemos que um par ordenado ({z;}ier, {ai}icr), onde z; € P e o; € Hompg(P, R) para todo
1 € I, é uma base dual para P se para todo x € P as duas condigoes abaixo estiverem satisfeitas:
(a) O conjunto S, ={i € I: : a;(x) # 0} é finito,
(b) &=, o (x).
Mostre que P é projetivo se, e somente se, P tiver uma base dual. Observagao: base dual é um
nome, nao necessariamente ¢ uma base no sentido que conhecemos. (Dica: Se néo conseguir, veja
Proposition 3.10 do Rotman, ou (2.9) do livro do Lam, Lectures on Modules and Rings).
(a) Seja k um corpo. Mostre que todo k-médulo é injetivo.
(b) Sejam R e S anéis. Seja @ um (R, S)-bimddulo tal que rQ é um R-médulo plano. Para cada

ser Pi € projetivo se, e

ier Fi € injetivo se, e

Mg definimos M= Homg(Qs, Ms), que é um R-mddulo & direita.
Mostre que se Mg for injetivo, entao ]\/I\R é um R-médulo injetivo a direita. (Dica: Teorema
do isomorfismo adjunto)

(¢) Mostre que Q é um Z-médulo injetivo. Para isso, aplique (a) com &k = Q e (b) com R = Z,
QRQ=5S=0Q, M =Q.

(d) Seja R um anel e seja @ um Z-médulo. Considere H = Homyz(R, Q) como um R-médulo a
direita. Mostre que se @ é um Z-mdédulo injetivo, entdo H é um R-mdédulo a direita injetivo.
Como consequéncia, mostre que se a caracteristica de R é zero (i.e. ndo existe inteiro positivo

n tal que 1+ o +1 =0), entdo existem R-mddulos injetivos. (Dica: Usando que @ é injetivo
mostre que H # 0.) (Observagao: E verdade o resultado mais geral seguinte: para todo anel

R, todo R-médulo pode ser incluso em um R-mdédulo injetivo.)



22

180.-

181.-

182.-

Seja R um anel e P um R-mdédulo projetivo finitamente gerado. Seja ({x;}i<i<n, {iti<i<n)-
Lembre que P* = Homp(P, R) é um R-mdédulo a esquerda projetivo (exercicio 181(a)). Para cada
x € P definimos T € P** como f(a) = f(a) para todo f € P*. Mostre que:

(a) ({aiti<i<n,{Tit1<i<n) é uma base dual para P*.

(b) P* é um mdédulo & esquerda projetivo finitamente gerado (exercicio 181(a)).

(¢) A aplicagdo e: P — P** definida por ¢(z) = Z é um isomorfismo de R-mdédulos a direita.
(Dica: Se nao conseguir, isso aqui é o exercicio 2.7 do livro, Lam, Lectures on Modules and Rings,
e existe um livro com as solugdes dos exercicios do livro do Lam)

Seja R um anel. Consideremos as categorias Mod- R e as subcategorias plenas proj-R dos R-mdédulos
projetivos a direita finitamente gerados, e R-proj dos R-mddulos projetivos a esquerda finitamente
gerados.

(a) Mostre que se P é um R-médulo & direita projetivo finitamente gerado, entdo D(P) =

Hompg (P, R) é um R-mddulo & esquerda projetivo finitamente gerado.
(b) Mostre que se @ é um R-mdédulo & esquerda projetivo finitamente gerado, entdao D'(Q) =
Hompg(Q, R) é um R-mdédulo & direita projetivo finitamente gerado.

(¢) Mostre que D define um funtor contravariante entre as categorias proj-R e R-proj. Mostre

que D' define um funtor contravariante entre as categorias R-proj e proj-R.

(d) Mostre que D é uma dualidade com “inverso” D', ou seja, D'D é naturalmente isomorfo a

lproj-Rr, € DD’ é naturalmente isomorfo a 1R-proj-
(Dica: (d) Exercicio 180(c))
Outra demostragao de que as categorias C = Mod-R e D = Mod-M,(R) sao equivalentes. De-
finamos F: C — D como FM = M. Para definir G: D — C considere o (M, (R), R)-médulo

z1
R" = {( : ) P Xy, ..., Ty € R}. Definimos GN = N ®yy, (r) R" para cada M, (R)-médulo N.
0

Assim mostre que M — M™ @y, (g) R" dada por m +— (m,0,...,0) ® < : ) é um isomorfismo de
0

ay

R-médulos com inverso (mq,...,m,) ® ( : > = miar + -+ My ay,.

an

1
0

MostrequeN—>N®Mn(R)R"@“-@N@]\/IH(R)R”,y—y611+-~'+yennn—>y611®( >@~~6B
0

0

0

Yenn @ ( ) é um isomorfismo. (Observacao: Como se falou na sala de aula, esse exercicio ndo
7 i 7’ . .

serd cobrado na prova, mas é bom vocés conhecerem um jeito melhor de provar o resultado).



