MATS5797 - Toépicos de Algebra

Exame - 04/07/2015

Exercicio obrigatorio

1. Sejam R e S anéis. Sejam rpMg, rNg (R, S)-bimédulos.

(a) Explique como age o funtor — ® g M : Mod-R — Mod-S.

(b) Mostre que um homomorfismo de (R, S)-bimédulos ~ : M — N, m — m, determina uma trans-
formacao natural entre os funtores — ®gr M, — ®r N: Mod-R — Mod-S .
(Note a importéancia de ser homomorfismo de (R, S)-bimédulos, nao s6 de R-médulos).

(c) Seja Freer a subcategoria plena dos R-médulos & direita livres. Mostre que se M é livre como
S-modulo, entdo a restricao de — ® g M induz um funtor Freer — Freeg.

(d) Seja projr a subcategoria plena dos R-mdédulos & direita projetivos finitamente gerados. Mostre
que se M for projetivo e finitamente gerado como S-moédulo, entao a restricao de — ®p M induz
um funtor projr — projs.

Escolha 2 exercicios

2. Seja R um anel e M um R-moédulo a direita artiniano nao nulo. Definimos
soc(M) := Z {N < M: N simples }.

Definimos soc! (M) := soc(M) e para cada inteiro positivo i,

soci (M) = {m € M:m € soc <socﬂ<4M>)}

Mostre as seguintes afirmagoes:
(a) soc(M) # 0 e soct(M) C soctt1(M) para todo inteiro positivo i.
(b) Se soct(M) # M, entdo soc'(M) # soct™1(M).
(c) Seja {N;}icr uma familia de R-médulos a direita ndo nulos. Se N = @, IV; for artiniano, mostre
que I é um conjunto finito.
(d) Existe um inteiro positivo n tal que soc™ (M) = M se, e somente se, M for de comprimento finito.

3. Seja R um anel semisimples com exatamente trés médulos simples (a menos de isomorfismo) e suponha
que o comprimento do R-mdédulo Rg € igual a 8. Segundo o Teorema de Wedderburn-Artin, quais sao
as possibilidades para o anel R?

4. Seja ORD a categoria definida como segue:

- Os objetos de ORD sao os conjuntos da forma {1,2,...,n}, exatamente um conjunto para cada
inteiro positivo n, munidos da ordem usual.
- Os morfismos a: {1,2,...,n} — {1,2,...,m} s@o aplicagdes que preservam a ordem: se i < j,

entao a(i) < a(y).
Seja BFreer a categoria definida como segue:
- Os objetos de BFreer sao todos os pares (F, B) onde F' é um R-mddulo livre & direita com base
B ={fi, f2,..., fu}, considerada como conjunto ordenado sob a ordem f; < f; se i < j.
- Um morfismo a: (F,B) — (F',B’) é um homomorfismo de R-médulos a: F — F’ tal que
a(B) € B e a restri¢do oyp: B — B’ é uma aplicagdo de B em B’ que preserva a ordem.
Mostre que as categorias ORD e BFreer sao naturalmente equivalentes.
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5. Seja R um anel. Dizemos que um R-médulo a direita M é fielmente plano se satisfaz as duas seguintes
condigoes:
(i) M é um R-mdédulo plano,
(ii) para todo R-mdédulo a esquerda X, se M ®r X = 0, entdo X = 0.
Mostre as seguintes afirmagoes:
(a) Todo R-médulo a direita livre é fielmente plano.
(b) Q nao é um Z-moédulo fielmente plano.
(c) Se M for um R-médulo & direita fielmente plano e N é um R-mdédulo a direita plano, entao M @ N
é um R-médulo a direita fielmente plano.
(d) Suponha que M é um R-médulo a direita plano. Mostre que M é fielmente plano se, e somente
se, M ®p R/I # 0 para todo ideal & esquerda préprio I de R.

6. (a) Seja C uma categoria. Um objeto A de C é chamado um objeto inicial se, para cada objeto C de
C, existe um tnico morfismo A — C.
(i) Mostre que se existirem dois objetos iniciais A e A" em C, entdo eles sdo isomorfos.
(ii) Defina objeto final na categoria C sabendo que é o conceito dual de objeto inicial.
(b) Sejam C e D categorias. Sejam F': C — D e G: D — C funtores tais que (F,G) é um par adjunto.
(i) Sejam A um objeto inicial de C e Z um objeto final de D. Mostre que F'A é um objeto inicial
de D e que GZ é um objeto final de C.
(ii) Sejam C°P e D°P as categorias opostas de C e D, respectivamente. Mostre que (G°P, F°P) é
um par adjunto, onde GP: DP — CP e FP: CP? — D sao os funtores opostos.
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7. (a) Seja k um corpo. Seja A uma k-algebra noetheriana e a: A — A um automorfismo de k-dlgebras.
Seja B uma k-dlgebra de dimensao finita. Mostre que A[z; o] ®; B é uma k-algebra noetheriana.
(b) Seja k um corpo. Sejam A e B duas k-dlgebras. Se A ®j B é uma k-algebra simples, entao A e B
sao k-algebras simples.
(c) Seja R um anel. Dado um R-médulo a direita 7' de comprimento finito denotamos por ¢(7) o
comprimento de T.
Seja Mp um R-moédulo de comprimento finito e sejam K e N submddulos de M. Mostre a seguinte

férmula: ¢(K+N)+c(KNN)=c(K)+c(N),

8. (a) Mostre usando o teorema de Jordan-Holder que um anel semisimples satisfaz IBN.
(b) Seja R um anel local. Mostre usando o teorema de Krull-Schimidt-Azumaya que R satisfaz IBN.
(c) Seja R um anel, seja Mp um R-médulo e f € Endg(Mp). Mostre as seguintes afirmagoes:
(i) Se Mg é noetheriano e f é sobrejetor, entao f é um isomorfismo.
(ii) Se R é noetheriano a direita, entao R satisfaz IBN.



