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Apeéendice A

Matrizes e espacos vetoriais

A.1 Matrizes

Neste apéndice apresentamos a notagao matricial utilizada no texto e listamos
alguns resultados relacionados com algebra e derivacao de matrizes além de conceitos
de espagos vetoriais. Para detalhes, o leitor deve consultar Searle (1982), Magnus
& Neudecker (1988) e Harville (1997), por exemplo.

Uma matriz A de dimensao m X n, é um arranjo retangular de elementosﬂ com
m linhas e n colunas, no qual o elemento a;; situa-se no cruzamento da i-ésima linha
com a j-ésima coluna:

a1 a2 ... QA1np
g1 A2 ... Q2

A= . .| = ((aij))1<igni<i<m.
AQm1 Am2 ... Omn

Um exemplo de uma matriz (2 x 4) é
1

0 4 —8
A‘( 5 2 0)'

Um vetor de dimensao (m x 1) é uma matriz com m linhas e uma tnica coluna:

1 . . .
Neste texto consideramos apenas matrizes com elementos reais.




2 A.1 MATRIZES

Matrizes serao representadas por letras maiisculas em negrito (por exemplo,
A, X, G) e vetores, por letras mintisculas em negrito (a, x,y, por exemplo). Quando
necessario, a dimensao serd especificada entre parénteses; por exemplo, A (m X n).
Uma matriz A (m x n), pode ser expressa como A = (a; ...a,), com a; denotando
sua j-ésima coluna, ou seja,

alj
Cle

A.1.1 Operagoes basicas

Multiplicagao por escalar: Sejam k um niumero real e A uma matriz (m x n).
O produto de A por k, denotado B = kA é uma matriz (m X n) no qual o elemento
bij = kas;, ou seja,

k(lll kalg Ce k;aln

ka ka .. kagy,
B = LA — 21 22 2

ka1 kQps ... kamn

Soma e subtracao de matrizes: Sejam A e B duas matrizes de mesma dimensao
(m x n). Sua soma, representada por A + B, € a matriz (m x n) cujos elementos
sao dados por c;j = a;; + bij, ou seja,

a1 +b11 ap+bia ... ay,+bin
A+B — a1 + bai  as + by . - Qon —l- ban,
am1 + bml Am2 + me cee Qmp + bmn

Sejam A, B matrizes de dimensao (m x n) e k um nimero real. Entao valem as
seguintes propriedades:

i) A+B=B+A;
i) A+ B+C)=(A+B)+C;
iii) k(A + B) = kA + kB.
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 3

A subtragdo de duas matrizes quaisquer A e B, de mesma dimensao (m X n),
denotada A — B é uma matriz de dimensao (m X n) cujos elementos sdo dados por
dij = aij — b”

Produto de matrizes: O produto de uma matriz A com dimensao (m x n) por

uma matriz B com dimensao (n X q) € uma matriz C = AB com dimensao (m X q)
e elementos

n
Cij = E Qirbrj = ainbij + aigboy + -+ + Ainbny,
k=1

parat=1,....mej=1,...,q.

Sejam A, B e C matrizes com produtos AB, AC e BC bem definidos. Entao:

i) A(BC) = (AB)C;

ii) AB+C)=AB+ AC.

Em geral o produto de matrizes nao é comutativo, ou seja, nao necessariamente
AB = BA. Por exemplo, dadas

1 0 0 010
A = 1 21 e B= 101 ],
0 0 5 1 10
temos
010 1 01
AB = 1 20 # BA = 1 11
2 1 1 0 1
Por outro lado, dadas
1 00 -1 3
A= 020 e B= 1 2 |,
00 5 -2 =2
temos
-1 3
AB = 2 4 1,
—10 —-10

mas o produto BA nao esta definido.
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4 A.1 MATRIZES

Matriz transposta: A matriz transposta (as vezes chamada apenas de transposta)
de uma matriz A (m x n), denotada por AT, é a matriz com dimensdo (n x m)
cujos elementos a}; sao dados por aj; = aj;. Por exemplo, se

-1 3
A= 1 2 entio AT = -1 =2 .
9 _9 3 2 =2

Para quaisquer matrizes A e B (para as quais as operagbes matriciais abaixo
estejam definidas) valem as seguintes propriedades:

i) (A7) =A;
ii) (A+B)" =AT +BT;
iii) (AB)T =BTAT.

A.1.2 Tipos especiais de matrizes

Matriz quadrada: Uma matriz A com dimensdo (n x n) é chamada de matriz
quadrada de ordemn. Os elementos a1, . .., Gy, de uma matriz quadrada constituem
sua diagonal principal.

Matriz simétrica: Uma matriz quadrada A € simétrica se A = AT.

Matriz diagonal: Uma matriz quadrada A € diagonal se todos os elementos nao
pertencentes a diagonal principal forem nulos, ou seja, se for da forma

a1 0 0
|
0 0 ... ap,

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e a um vetor (n x 1) formado pelos
elementos de sua diagonal principal. Entao, o operador diagonal é definido como

diag(A) = a
e
an 0 ... O
diag(a) = O a:22 0
0 0 ... awm
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 5

Matriz identidade: Uma matriz diagonal de ordem n em que todos os elementos
da diagonal principal sao iguais a 1 € chamada matriz identidade de ordem n e é
denotada por 1,

A matriz I é o elemento neutro na multiplicacao de matrizes, isto é, para qualquer
matriz quadrada A de ordem n

IA = AL

Matriz triangular superior: Uma matriz quadrada A é triangular superior se
todos os elementos abaizo da diagonal principal forem iguais a zero, ou seja, se for
da forma:

11 G122 Az ... Qain
0 A929 Q23 ... QA9p

A = ,
0 0 0 ... amm

Matriz triangular inferior: Analogamente, se todos os elementos acima da dia-
gonal principal de A forem nulos, a matriz A € triangular inferior.

Matriz triangular: Uma matriz € triangular se ela € triangular superior ou infe-
Ti0T.

Se a matriz A é triangular inferior (superior), entao AT é triangular superior (in-
ferior); além disso, a matriz resultante da soma ou produto de matrizes triangulares
superiores (inferiores) é triangular superior (inferior).

Matriz idempotente: Uma matriz quadrada A de ordem n € idempotente se

AA =A?=A.

A.1.3 Submatrizes e matrizes particionadas

Submatriz: Uma submatriz de uma matriz A € qualquer matriz obtida através da
eliminagdo de linhas e/ou colunas.

Por exemplo, se considerarmos

2 5 1 4
A=| -74 0 10 |,
372 8

2Quaundo a ordem da matriz identidade for evidente, ela serda denotada I.
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6 A.1 MATRIZES

duas submatrizes de A sdo

—?i(l) e(251 4)
3 7 90 -7 4 0 10

quando eliminamos, respectivamente, a quarta coluna ou terceira linha de A.

Matriz particionada: Uma matriz particionada de dimensdo (mxn) é uma matriz
expressa na forma

Ay Ap Az ..o Ag
Ay Ap Ay . Ay,
A= . . . . . )
Ay Ay Ay o0 A
com Ay representando uma submatriz de dimensio (m; x n;), i = 1,...,p; j =
1,...,8 com my,...,my,ni,...,ns Tepresentando numeros inteiros positivos, tais

p _ s ‘
que Y ;_ymi;=m ey n;=mn. Porexemplo, a matriz

25 1 4
A=| -74 0 10 |,
372 8

pode ser representada como

A Ap
A=
( Ay A ) ’
em que

2 5 1 4 3 20
wn= (7 0) me= (a0 ) ma= () ene= (%)

com m; = ny = Ny = 2 e my = 1. Obviamente, uma matriz pode ser particionada
de varias maneiras.

A.1.4 Independéncia linear e espacgo coluna

Combinagao linear: Sejam Xy, ...,X, vetores de dimensdo (n x 1). O wvetor u,
de dimensdo (n x 1), é uma combinagao linear dos vetores X,...,X,, se existem
Ci,- .., Cp, NUMETOS T€ALS tais que U = C1X1 + ... + CpXp.

Independéncia linear: Os vetores x1,...,X%, de dimensao (n x 1) sdo linearmente
independentes (L.1.) se, e somente se, a combinagdo linear c1xy + ...+ ¢%x, = 0
implicar ¢y = ... = ¢, = 0.
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 7

Espacgo-coluna: Seja X uma matriz de dimensao (n X p). O espago-coluna da
matriz X, denotado C(X), € o conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores
coluna da matriz X, ou seja, C(X) ={y € R" : y = Xa, a € [RP}.

Posto (rank) de uma matriz: Seja A = (ai,...,a,) uma matriz de dimensao
(m x n). O posto de A, denotado 1(A), é o nimero mdzimo de colunas (linhas)
linearmente independentes de A, ou seja, € a dimensdo do espago-coluna (linha) de

A.

Sejam A, B e C matrizes de dimensées (mxn), (nxq) e (¢ xt), respectivamente,
entao valem as seguintes propriedades:

i) r(A) =1(A");
ii) r(AB) < minfr(A), r(B)];
iii) Ser(A)=ner(B)=g <n,entdo r(AB) = g;

iv) 1(AB)+ 1(BC) <r(B) + r(ABC).

Matriz de posto completo: Uma matriz A de dimensio (m x n) tem posto
completo quando r(A) = min(m,n).

Matriz nao singular: Uma matriz matriz quadrada A de ordem n € ndo singular
se r(A) = n.

A.1.5 Determinante de uma matriz

Determinante: O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n, denotado

Al €
A= ai(=1)"*|Aul,
k=1

em que Ay, € obtida a partir da matriz A excluindo-se sua i-ésima linha e k-ésima
coluna. O determinante |Ay| € chamado menor de A. Quando i =k, o determi-
nante é chamado de menor principal de A. O termo (—1)"*|Ay| é denominado
cofator. Se

aix; aiz Az
A = Q21 Qg2 (23 )
a31 daz2 G33
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8 A.1 MATRIZES

entao,
|A| = aj1a20a33 + a12a93031 + A13032a21
— 31Q22013 — A21A12033 — A11A23032.-

O determinante satisfaz as seguintes propriedades:

i) |A| # 0 se e somente se a matriz A tem posto completo. Quando |A| # 0, a
matriz A é nao singular;

i) [A]=[AT];
iii) |cA| = c"|A|, c € R;
n
iv) Se A é uma matriz triangular, entao |A| = H @i
i=1
v) Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem; entao |AB| = |BA| =
[A[IBI;
vi) Sejam A uma matriz (m X n) e B uma matriz (n x m); entao

I, + AB| = |, + BA|.

A.1.6 Inversao de matrizes

Matriz inversa: A matriz inversa (quando existe) de uma matriz matriz quadrada
A de ordem n € uma matriz A~' quadrada de ordem n tal que AA™' = A7TA =1,.

O teorema abaixo, relaciona a existéncia da inversa de A com o fato de seu
determinante ser diferente de zero.

Teorema A.1.1. Uma matriz quadrada A € inversivel e sua inversa € unica, se e
somente se ela for nao singular.

Supondo que todas as matrizes inversas existam, valem as seguintes propriedades:

i) AT = AT,

ii) Se|A|# 0, entdo AT e A~! s3o matrizes ndo singulares e além disso (AT)~! =
(A7)

iii) (cA)™t=c A
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 9

iv)

v)

vi)

vii)

viii)

ix)

(AB)~' =B'A"!;

Sejam A, B e C matrizes com dimensoes (k X k), (k x n) e (n x k), respecti-
vamente, com A nao singular. Entao

|A + BC| = |A||I, + A"'BC|;

Sejam A,B,C e D matrizes com dimensoes (m x m), (m x n), (n x n) e
(n x m), respectivamente. Entao

(A+BCD)'=A"'"-A"'B(C'+DA'B)"'DA ..

Seja J,, uma matriz quadrada de ordem n com todos elementos iguais a 1 e
a, b nimeros reais positivos. Entao

1 b
[al, + an]_l == {In — —Jn:| X
a nb+a

Sejam a e b vetores de dimensao (nx 1) e A uma matriz quadrada nao singular
de ordem n. Se 1£b"A~'a # 0, entdo
(A~'a)(b"A™)

Adab') t=A""
(A+ab) T I IpA la

Sejam A e D matrizes quadradas; entao

A B | [ |A|D—-CA'B]| se A for nao singular
C D| | |D||A—-BD™!C]|, se D for nio singular
Se ambas A e D forem nao singulares, entao

D]

ID-CA 'B| = W\A —BD!C]|.

Sejam A e D matrizes quadradas; entao
A BY' (EF
B" D “\F" G )’

E = A'+tA'BD-B'A'B)'B"A,
F = -A'B(D-B'A'B),
G = (D-B'A'B)™".

com

Inversa generalizada: Uma matriz inversa generalizada da matriz A, (m x n), €
qualquer matriz G de dimensao (n X m) que satisfaz a relagao

AGA = A.

Para detalhes sobre essa classe de matrizes veja Harville (1997), por exemplo.
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10 A.1 MATRIZES

A.1.7 Tracgo de uma matriz

Trago de uma matriz: O traco de uma matriz quadrada de ordem n € tr(A) =
> iy G-
Por exemplo, se

4
A:

w ot O
0 O
—_

—2
entao tr(A) =6+9 —2 = 13.

Considere A, B e C matrizes quadradas de ordem n, a um vetor (m x 1) e a e
b numeros reais. A funcao traco apresenta as seguintes propriedades:

1

—+

r(L,) =n;

(
ii) tr(aA £0B) = atr(A) £ btr(B);
iii) tr(AB) = tr(BA);

(

1v

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA);

v) Se A for idempotente, entao tr(A) = r(A);

vii) tr(AT) = tr(A);

)
)
)
)
)
)
viil) tr(AAT) = tr(ATA) =Y Y ad

)

ix) tr(aa’)=a'a=>5  d

A.1.8 Soma direta e produto de Kronecker

Soma direta: Sejam A uma matriz de dimensdo (m x n) e B uwma matriz de
dimensao (p X q). A soma direta das matrizes A e B € a matriz diagonal em blocos
de dimensao [(m + p) x (n+ q)], definida por

A 0
aon (4 0)

De uma forma mais geral, a soma direta de matrizes A;, com dimensao (n; X m;),

i=1,...,n € a matriz com dimensao (3, n; X > »_ m;) dada por
A, 0 ... O
i 0 A, ... O
Par-=-acre.. .0A = |
~ S
0O 0 ... A,
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 11

Produto de Kronecker: Sejam A e B matrizes de dimensoes (m x n) e (p X q),
respectivamente. O produto de Kronecker (produto direto ou produto tensorial)
das matrizes A e B é a matriz de dimensao (mp X nq), definida por

CLHB CL12B PN alnB
A 2 B GQ?B CLQ?B . . G,Q?B
amB a,2B ... a,,B

Em geral A® B # B® A.

Sejam A, B, C, D matrizes de dimensoes (m x n), (p X q), (n x u), (g x
v), respectivamente, a, b e d vetores de dimensdes (m x 1), (n x 1) e (p x 1),
respectivamente, e x e y nimeros reais. Entao:

rTRA=A®r=r1A,

a®b' =b'®a=ab';

0pxq @A =A®RO0pxq = O0mpxng;

IL,®I, =1L,

Se F = diag(fi1,..-, frk), entdo F® A = @le fi A
I ®A =@ A;

TA ® yB = zy(A ® B);

)
)
)
)
)
)
)
vii) (A®@B)®C=A® (B® C);
) (A®B)® (C®D)=(AC)® (BD);
) AvB=(A®L)I,®B)=(I,®B)(A®I,);
) (A@d")(b®B)=(d" ® A)(B®b)= Abd'B;
) D (A+B)=(D®A)+ (D®B);
) (A®B)' =(AT®B");
) r(A®B) =r(A)r(B);
)

tr(A ® B) = tr(A)tr(B);
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Além disso,

xvi)

xvii)

xviii)

Xix)

XX)

Se A e B sdo matrizes simétricas, entdo (A ® B)" = A ® B;

Se A é uma matriz quadrada de ordem n e a é um vetor (m x 1), entao
I,ea)A(l, ®a’) = A®aa';

Se A e B sao matrizes nao singulares, temos (A @ B)™! = A~ @ B™;

Se A e B sao matrizes quadradas de ordem m e n, respectivamente, entao

A @B| = |A]"[B["™;

Seja A = [A; Ajl;entdo [A; A]®B = [A;®B Ay®B]|, mas W®[B; By #
(W®B1 W® By

A.1.9 Operadores vec e vech

Operador vec: A operagao de vetorizagao de uma matriz A = (a; ... a,) consiste
em “empilhar” seus elementos na forma

ai
ag

vec(A) =

an

Sejam A, B, C matrizes reais de dimensoes (mxn), (nxp), (px¢q), respectivamente
e vetores a e b de dimensdes (m x 1) e (n x 1), respectivamente. Entao:

1
ii

111

a') = vec(a);

ec(AB) = (I, ® A)vec(B) = (BT @ I,,)vec(A);

<

(

vec(ab') = b ® a;
(
(

iv) vec(ABC) = (C' ® A)vec(B);
v) vec(ABC) = (I, ® AB)vec(C) = (C'B" @ I,)vec(A).

Além disso,

vi) Se A e B sdo matrizes de mesma dimensao, temos

tr(A"B) = vec(A) Tvec(B)

vec(A ") Tvec(B) = vec(B") "'vec(A) = tr(AB);
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 13

vii) Se B for uma matriz de dimensao (n x m), entao

tr(AB) = vec(A ") Tvec(B);

viii) Se A e B sao matrizes simétricas de ordem n, entao

vec(A)T (B ® B)vec(A) = [tr(BA)]?;

ix) Se C é uma matriz de dimensao (p X m), temos

tr(ABC) = vec(AT)"(C" ®1,)vec(B)
= vec(A")"(I,, ® B)Vec(C)
= vec(B")"(A ®I,)vec(C)
= vec(B")" (I, ® C)vec(A)
= vec(CT)"(B®1,)vec(A)
= vec(C")"(I, ® A)vec(B)

O operador vech(.) aplicado a uma matriz simétrica A gera um vetor com os ele-
mentos distintos dessa matriz. Por exemplo, se

al
21
11 aiz2 13 a
~ 31
A= ay ayp ax entdao vech(A) = a
22
a31 Q32 as3
as2
ass3

A.2 Topicos de Algebra Linear

Espacgo vetorial: Um espaco vetorial sobre IR € um conjunto V nao vazio de ele-
mentos chamados vetores no qual estao definidas:

i) Uma operacao de adi¢do que associa a cada par de vetores a e b de V um
vetora+b €V e para a qual sao validas as sequintes propriedades:

1. a+b =Db+a (comutatividade);
2. a+ (b+c) = (a+b)+ c (associatividade);
3. Existe um vetor nulo 0 € 'V, tal que a+ 0 = a para todo a € V;
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14 A.2 TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

4. Para cada vetor a € V, existe um vetor —a € V tal que a+ (—a) = 0;

it) Uma operagdo de multiplica¢do por mimeros reais que associa a cada o € IR
e a cada vetor a € V um vetor aa € V para a qual sdo vadlidas as sequintes
propriedades:
1. la=a VaeV;
2. (af)a=«a(fa), Vo, € R
3. a(a+b)=aa+ ab;
4. (a+ pf)a= aa+ Pa.

O espago vetorial mais utilizado nas aplicacoes em Estatistica é o espago das
matrizes reais de dimensao (n x p), denotado R™*P.

Subespaco vetorial: Sejam V um espaco vetorial sobre IR e W um subconjunto
nao vazio de V. Dizemos que que W € um subespaco vetorial de V se valem as
sequintes propriedades:

i) seaebeW, entioa+beW;

ii) sea€ R eaeW, entdo acaeW.

Base de um espacgo vetorial: Seja V um espaco vetorial. Se qualquer vetor
x € V puder ser escrito como uma combinacdao linear de um conjunto de vetores
linearmente independentes {ay, ...,a,} CV, entdao dizemos que {a;,...,a,} € uma
base do espaco vetorial V.

Dimensao de um espago vetorial: A dimensao do espaco vetorial V, denotada
dimV, € igual ao nimero de vetores que formam uma base de V.

Transformacgao linear: Sejam U eV espagos vetoriais. Uma transformagao linear
de U em V, denotada por T : U — 'V, € uma funcdo que associa a cada vetor v.e U
um vetor T(v) € V, de modo que, para quaisquer vetores a,b € V e k € IR, valem
as sequintes propriedades:

1. T(a+b)=T(a)+ T(b);
2. T(ka) = kT(a), Vk € RR.

As transformacoes lineares frequentemente utilizadas em Estatistica sao aquelas
em que T é uma funcao vetorial do tipo T : IRP — IR" definida por uma matriz A
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A. MATRIZES E ESPACOS VETORIAIS 15

de dimensao (p x n), tal que Vx € IRP,

11 aixz ... Qi 11
(21 Q21 ... QA Lo
T(x) = Ax = : . : :
p1 Gp2 1 Oy Lp1
Teorema A.2.1. Sejam xi,...,%, vetores de dimensdo (n x 1) pertencentes ao

espaco vetorial IR™ e W o conjunto definido por

p
W={beR'Nb=> oz =Xa, X=(x1,...,%,) € ", a € R}

i=1

com X denotando a matriz da transformagdo linear de RP em R" (p < n); entdo
W € um subespaco de IR™.

Espago coluna de uma matriz: Seja X uma matriz de dimensao (nxp); o espago
coluna de X, denotado por C(X) € o espago vetorial gerado por suas colunas.

Espago nulo de uma matriz: O espaco nulo de uma matriz X com dimensao
(n X p), denotado N(X), € o conjunto de vetores a € IRP tais que Xa = 0, ou seja,
N(X) = {a € R; Xa=0}.

Teorema A.2.2. Sejam X uma matriz de dimensdo (n x p) com 1(X) =r e C(X)
seu espago coluna. Entio m(X) = dim[C(X)] = r(XT") = dim[C(XT)] = r ¢ além
disso, dimN(X)] =p—1 e dimN(X")]=n—r.

Teorema A.2.3. Sejam A e B matrizes com dimenséoes (n x m) e (m X p), res-
pectivamente. Entao C(AB) € um subespaco de C(A).

Teorema A.2.4. Seja X uma matriz de dimensdo (n X p) com r(X) = r. Entdo

(XN =eX™X) e n(XTX) =r.

Produto interno: No espaco IR", o produto interno canonico dos vetores X ey €
um numero real dado por

W
T Y2 -
Xey =X y:(:L’l To ... l‘n> . :szyz
: =1
Yn

Espaco euclidiano: O espaco euclidiano IR™ ¢ o espago vetorial IR™ com soma e
produto por escalar definidos da forma usual, munido do produto interno canoénico.
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16 A.2 TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

Norma de um vetor: No espaco euclidiano R", a norma (ou comprimento) do

, . 1 L.
vetor X é o nimero ||x|| = (x'x)2. Quando a norma de um vetor x é igual a 1,
diz-se que x é um vetor unitario.

Distancia euclidiana: A distancia euclidiana entre os vetores x ey de IR" € o
nidmero ||x —y]||.

Para a, be c € IR" e k € IR, o produto interno canonico tem as seguintes
propriedades:

i) a’b=b'a;
ii) a'(b+c)=a'b+a'c;

iii) k(a'b) = (ka)"b = a' (kb);

1)
) a
1)
iv) a'a=|al|> > 0 se a # 0;
v) lla£b|* = [lal* + ||b]|* + 2a"b;
vi) ]a'b| < ||la]|||b|; Desigualdade de Cauchy-Schwarz
1)

vii) |la+b| < |ja|| + ||b]; Desigualdade triangular

Angulo entre vetores: O dngulo 0 € [0, 7] entre dois vetores a e b € R™ é

a'b
[allIb]l

arccos(f) =

Produto interno de matrizes: No espaco IR™*"™, o produto interno canonico das
matrizes A e B € o miimero real tr(A"B) = tr(ABT).

Norma de uma matriz: A norma da matriz A € R™ ™ (comumente denominada
norma de Frobenius) é o nimero real

|All = [tr(ATA) ;:< Zaf]) = Jluec(A)].

Vetores ortogonais: Se V ¢ um espaco vetorial com produto interno canoénico,
dizemos que X,y € V sao ortogonais (x Ly), se, e somente se x'y = 0.

Complemento ortogonal: Se V é um espaco vetorial com produto interno e W é
um subespago de V, o conjunto W+ = {a € V; aev =0Vv € V} é um subespaco
vetorial de 'V, denominado complemento ortogonal de 'W.
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Teorema A.2.5. Seja uma matriz X de dimensdo (nxp). O espago nulo de X' e o

complemento ortogonal do espago coluna de X sdo igquais, ou seja, N(XT) = @(X)+
e N(X) = C(XT)t.

Subespacgo ortogonal: Sejam V um espaco vetorial com produto interno, U e W,
subespagos de V. O subespago U € ortogonal ao subespaco W (U L W), se cada
vetor de W for ortogonal a cada vetor de W. Além disso, dizemos que v 1L U se
veu=0 Yuel.

Sejam y um vetor de dimensao (m x 1) e X e Z matrizes com dimensoes (m x n)
e (m x p), respectivamente. Entao y é ortogonal ao espago coluna da matriz X (com
relagdo ao produto interno canoénico de IR™), nomeadamente, C(X), se e somente
se X'y = 0. De modo similar, o espago coluna de X, €(X) é ortogonal ao espaco
coluna de Z, C(Z), se e somente se X'Z = 0.

Vetores ortonormais: Seja 'V um espaco vetorial com produto interno ex ey € V.
Os vetores x ey sao ortonormais se ||x|| = |ly]|=1ex Ly.

Base ortonormal: Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n com produto
interno. Uma base {X1,...,%,} de V € dita ortonormal se seus elementos forem
vetores de norma igual a 1 (||x;|| =1, parai =1,...,n) e forem ortogonais dois a
dois.

Teorema A.2.6. Sejam Y uma matriz no espaco vetorial V C IR™ das matrizes
(m x n) e W um subespagco de V. Entao existe uma unica matriz Z € U, tal que
(Y —Z) e Ut. A matriz Z ¢ a projegao ortogonal de Y em U.

Matriz base: Uma matriz X de dimensdo (m xn) é uma matriz base do subespaco
U C R™, se os vetores coluna de X formam uma base de U; se os vetores coluna de
X forem ortonormais, ela ¢ uma base ortonormal de U.

Lema A.2.1. Se X de dimensao (n X p) € uma matriz base do subespago U C R",
entao

i) X é uma matriz de posto p e XX € inversivel;

ii) v € U se e somente se, v.=Xb para algum b € IRP.

Projegao ortogonal de um vetor: Sejamy € IR" e U um subespaco do IR". A
projecao ortogonal de'y em U é um vetor x € U tal que y — x € U™,

Teorema A.2.7. Sejam U um subespaco do IR™ e um vetory € IR". Entao,

i) A projecdo ortogonal de'y em U € unica;
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ii) Se X é a matriz base do subespago U, a projecdo ortogonal dey em U € o vetor
z = Xb* de dimensdo (nx 1) em que b* € a solugdo do sistema X' Xb = Xy,
ou seja, z = X(X'X)"XTy. A matriz Px = X(X"X)1XT ¢ denominada
matriz de projecao.

i) PxX = X;

iv) Px eI —Px sao matrizes simétricas e idempotentes;
v) €(Px) = C(X);

vi) "(Px) =nr(X) e r(I—-Px) =n— nr(X)

Autovalor: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As raizes do polinomio ca-
racteristico |A — M|, denotadas A1, ..., \,, sao denominadas autovalores (ou raizes
caracteristicas) da matriz A. A equagdo |A — M| = 0 é denominada equagao carac-

teristica da matriz A.
1 4
A=(1)

seus autovalores correspondem as solugoes da equacgao caracteristica

(51) (o 1)

= (1-X)?*-36=0,

Por exemplo, se

A —\| =

ou sejam, Ay = —H e Ay =T.

Autovetor (Vetor caracteristico): Seja A uma matriz quadrada de ordem n e
A um autovalor de A. Se v é um vetor (nao nulo) tal que Av = v, entdo v €
denominado autovetor (ou vetor caracteristico) da matriz A.

Para o exemplo acima, o autovetor associado ao autovalor A\; = —5 é obtido do
sistema
1 4 V11 — _5 V11
9 1 vis ) V12
que tem infinitas solugoes; um possivel autovetor associado ao autovalor \; = —5

é6 vy = (2 —3)". De modo similar, obtemos um autovetor associado ao autovalor
Ay = 7, nomeadamente, vo = (23)".

Teorema A.2.8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e Ay, ..., \, seus auto-
valores; entao

i) Al =TTm A5
i) tr(A) = S0 A
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A.3 Formas lineares, bilineares e quadraticas

Forma linear: Uma forma linear é uma funcao f : R™ — IR que associa a cada
vetor x € R"™ o numero real

f(x)=a'x = Z a;;
i=1

em que a € IR™ € denominado vetor de coeficientes.

Forma bilinear: Uma forma bilinear ¢ uma fungao f : R™ x IR" — IR que associa
a cada par de vetores x € R™ ey € IR" o niumero real

Fy) =x"Ay =) ayay;
i=1 j=1
em que A é uma matriz de coeficientes de dimensdo (m X n).

Forma quadratica: Uma forma quadrdtica é uma funcao f : IR" — IR que associa
ao vetor x € IR" o numero real

f(x)=x"Ax = z”: z”: ;T

i=1 j=1
em que A € uma matriz de coeficientes quadrada de ordem n.

Matriz definida nao negativa: Uma matriz A, quadrada de ordem n é denomi-
nada matriz definida ndao negativa se x' Ax > 0 para todo x € IR".

Matriz definida positiva: Uma matriz A, quadrada de ordem n é denominada
matriz definida positiva se x' Ax > 0 para todo vetor nio nulo x € R" ex"Ax =0
somente quando x = 0.

Matriz semidefinida positiva: Uma matriz A, quadrada de ordem n é denomi-
nada matriz semidefinida positiva se x' Ax > 0 para x € IR" e x' Ax = 0 para
algum vetor x nao nulo.

Teorema A.3.1. Seja A uma matriz de dimensdo (n x n) e M uma matriz de
dimensdo (n x m). Entao

i) Se A for definida ndo negativa, entao M'"AM € definida ndo negativa;

i) Se A for definida nio negativa e r(M) < m entdo M'TAM ¢é semidefinida
positiva;

iii) Se A for definida positiva e r(M) = m entdo M AM ¢ definida positiva;
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Formas quadraticas envolvendo vetores com distribuicao Normal sao extrema-
mente importantes para aplicagoes estatisticas. Nesse contexto, apresentaremos
alguns resultados bastante tteis para inferéncia em modelos lineares em geral. O
leitor poderd consultar Searle (1971) para detalhes e demonstragoes.

Teorema A.3.2. Sey ~ N,(u, V) e A é uma matriz simétrica, entdo

i) E(y'Ay) = tr(AV) + u" Ap;
i) o cumulante de ordem r dey ' Ay é

K.(y'Ay) =2"""(r = D)![tr(AV)" + rp" A(VA) " p];
iii) Cov(y,y' Ay)=2VAu;,

O item i) prescinde da suposi¢ao de normalidade. Tomando r = 2, uma aplicacao
direta desse resultado permite-nos calcular a variancia de formas quadraticas envol-
vendo vetores com distribuicao Normal, nomeadamente

V(y Ay) = 2tr(AV)? + 4" A(VA)p;
se além disso, u = 0 entdao V(y'Ay) = 2tr(AV)2

Teorema A.3.3. Sey ~ N,(u, V) e A é uma matriz simétrica com posto r, entio
y Ay ~ x2(5), em que § = %[,LTA[,L € o parametro de nao centralidade, se e somente
se AV for idempotente.

Teorema A.3.4. Sey ~ Ny(u, V), A € uma matriz simétrica com postor e B €
uma matriz com dimensdo (bx p) entdoy' Ay e By tém distribuicoes independentes
se e somente se BVA = 0.

Note que o teorema nao envolve o produto AVB, que pode nao existir.

Teorema A.3.5. Sey ~ N,(, V), A e B siao matrizes simétricas entao y' Ay
e y' By tém distribuicoes independentes se e somente se AVB = 0 ou equivalente-
mente se BVA = 0.

A.4 Decomposicao de matrizes

Teorema A.4.1. Para toda matriz simétrica A de dimensao (n X n) existe uma
matriz ndo singular Q tal que QT AQ ¢é uma matriz diagonal.
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Teorema A.4.2. Seja A uma matriz de dimensio (n x n). Entdo existem uma
matriz ndo singular Q e uma matriz diagonal D tais que A = Q' DQ.

Teorema A.4.3. Uma matriz A (nao nula) de dimensao (nxn) € simétrica definida

nao negativa com r(A) = r se e somente se existe uma matriz Q de dimensdo (rxn)
com r(A) =1 tal que A = Q' Q.

Teorema A.4.4. Uma matriz A (ndo nula) de dimensao (nxn) é simétrica definida
positiva se e somente se existe uma matriz nao singular Q tal que A = Q' Q.

Teorema A.4.5. Uma matriz simétrica definida ndo negativa A de dimensdo (n x
n) € definida positiva se e somente se ela for nao singular (ou equivalentemente, ela
¢ semidefinida positiva se e somente se ela for singular).

Teorema A.4.6. Uma matriz definida positiva A de dimensao (n x n) tem uma
tinica decomposicio do tipo A = LTDU em que L é uma matriz triangular infe-
rior, U € uma matriz triangular superior e D € uma matriz diagonal com todos os
elementos da diagonal principal positivos.

Teorema A.4.7. Uma matriz simétrica definida positiva A de dimensdo (n X n)
tem uma tnica decomposicio do tipo A = UTDU em que U € uma matriz triangular
superior e D € uma matriz diagonal com todos os elementos da diagonal principal
POSItIVOS.

Teorema A.4.8. Para qualquer matriz simétrica definida positiva A de dimensdo
(n x n) existe wuma tnica matriz triangular superior AY? com todos os elementos
da diagonal principal positivos tal que A = [AY?]TAY2. Este resultado é conhecido
como Decomposicao de Cholesky.

A.5 Derivadas de vetores e matrizes
Neste texto consideramos fungoes de varias variaveis expressas na forma de

i) escalares do tipo

ii) vetores do tipo

em que, por exemplo, f1(x) = o1 + 7, fo(X) = €% ¢ f5(x) = 717
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iii) matrizes do tipo

F(x) = [fi(x) fax) ... f.(x)]

fll(X) f12(X) fln(X)
far(x)  foa(x) oo fon(x)

. ?

fr®) Fan(®) - Frn()

por exemplo, se f1(x) = (x1 + x9, T129, T4 —xg)T e fy(x) = (1, x1 + 29, lL‘leg)T,
entao

fii(x)  fia(x) T1+ X2 1
F(X) = [ fl(X) fQ(X) ] = fgl(X) fQQ(X) = T1T9 T+ T2 .
f31(X) f32(X) T1 — T2 12

(A.5.1)

Em muitas aplicagoes, é possivel ainda encontrar fungdes do tipo F(X) com X
denotando uma matriz de coeficientes com dimensao (m x n).

No restante desta subsecao admitimos a existéncia de todas as derivadas menci-
onadas.

Vetor gradiente: Seja f(x) uma fungao do vetorx de dimensao (px1). A derivada
de primeira ordem ou vetor gradiente de f(x) € o vetor de dimensao (p x 1) dado
por

L Of(x)  [(9f(x) Of(x)  Of(x)\'
VIx) = Ox _( oy~ Oxy T aa;p> '

Também podemos definir Of(x)/0x" = (0f(x)/0x1,...,0f(x)/0x,) = (Of(x)/0x)".

Por exemplo, seja x = (1,72, 73)" e f(x) = 22% + 423 + 522. O gradiente de f
é dado por

of(x) <(9f (x) 0f(x) Of(x
ox

N’ T
= ) , = (421, 8x9,10x3) .

8x1 (9.%2 ang ( ! 2 3)
Matriz hessiana: Seja f(x) uma fungdo do vetor x de dimensdo (px 1). A matriz
de derivadas sequndas ou matriz hessiana de f(x) € a matriz quadrada de ordem p
dada por

0*f(x)/0x3  O*f(x)/0x10z2 ... O*f(x)/0x101,
of(x) 0*f(x)/0x20x;  O*f(x)/0z3 ... O*f(x)/0z20x,

oxOxT

O F(x) /0,00 Of(x)[0n,0ms ... Of(x)/0a>
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A matriz hessiana de f(x) também é comumente denotada por V2 f(x).

Por exemplo, se x = (71,72, 73)" e f(x) = 222 + 422 + 522, a matriz hessiana de
f é dada por

(9f(x) 82f(x)/3x% 32f(x)/8x18x2 82f(x)/8x18x3
T 0?f(x)/0x20x1  0*f(x)/0x:  0*f(x)/Dx20x3
Xox f(x)/0x30n, Of(X)/0n30xy  O2f(x)/022

4 0 0

= 0 8 0

0 0 10

As defini¢oes acima podem ser estendidas para fungoes vetoriais ou matriciais.

Matriz jacobiana: Seja f(x) = [f1(X),..., fm(x)]" um vetor de dimensio (m x 1)

de fungoes com argumento vetorial x = (z1,...,%,). A matriz jacobiana de f(x) ¢é
a matriz de dimensdo (m X p) dada por

of(x)/0xy  Ofi(x)/0x2 ... Ofi(x)/0x,
v - A | OBG0/0n 0Bx)/05, . OBG0/0,

oxT : : : :

OF,. ()0, 06, () /0y ... Of,0(x) /0,

Para o exemplo do inicio da se¢ao, a matriz jacobiana de f(x) é

ofi(x)/0x, 0fi(x)/0x, 1 1
aaf)(:_(r) — ( 8f2<X)/aI1 8f2(x)/8x2 ) B ( x2e:r:1:c2 xlerlu’cg ) ;

8f3 (X)/aZL'l 8f3 (X)/al’g

X2 T

Similarmente, se F(x) = [fi(x) f5(x) ... f,(x)] for uma matriz de dimensao
(m x n) de fungdes f(x), sua derivada de primeira ordem é a matriz de dimensao
(m x np) dada por

VF(x) = E)aFT(TX) = [ ofi(x)/ox" Ofy(x)/Ox" ... Of,(x)/0x" ].

Para o exemplo no inicio da segao, a derivada da fungao F(x) é dada por

aaF}ff) = [ 0f(x)/0n, OFi(x)/Or; Ofa(x)/0z1 Ofa(x)/0s ]

1 1 1 0
= ro xp 1 1 .
1 -1 To I
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Seja f uma funcao real da matriz X de dimensao (m x n) definida por

11 T12 Tin
To1 T22 Lon

X = . )
Iml Tm2 - Imn

a derivada de f com relagdo a matriz X é uma matriz de dimensao (m x n) dada
por
8f/8x11 8f/(9x12 af/axln

W) o jomy) = | /0 DI DI
6)f/aﬂfml af/ame 8f/5$mn

As regras do produto e da cadeia podem ser empregadas para derivagao vetorial
e matricial. Se f;(x) e fo(x) sdo duas funcoes vetoriais diferencidveis de dimensao
(m x 1) com argumento x, entao

Olfi(x) £a(x)]/0x" = fi(x)"(0f(x)/0x") + f2(x) " (0f1(x)/0x ")

Se o vetor g(z) com dimensao (px 1) é fungao de um vetor de varidveis z de dimensao
(¢ x 1) e f(x) é uma fungdo com argumento g(z), entao

0f(g(2)]/0z" = (0f(x)/0x")|x—g(x)(08(z)/02").

Algumas das derivadas vetoriais e matriciais mais usadas em aplicagoes es-
tatisticas sao:

i) 0a'x/0x = a;

1)
i) Ox'x/0x = 2x;
iii) Ox"Ax/0x = (A + AT)x (= 2Ax, se A for simétrica);
)

iv) Para A e B simétricas,

O(x"Ax/x"Bx)/0x = 2Ax/x ' Bx — 2[x' Ax/(x' Bx)?|Bx;

v) Para A simétrica,

Oly — g(x)]"Aly — g(x)]/0x = —2D(x) " Aly — g(x)]

em que D(x) = dg(x)/0x";
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vi) Para matrizes A com dimensao (m x n), e B com dimensao (n X q),
Otr(A(x)B(x))/0x = Otr(A(x)B(2z))/0%|,=x + 0tr(A(z)B(x))/0%|=x-

vii) 9|X|/0zy; = |Xy], em que | Xy é o cofator de z;;;
viil) Oln |X|/0z;; = tr(XL(0X/0zy;)) ;
ix) 0X!/0x; = —X (X /Ozy) X

x) O[trX]/dz;; = tr[0X /0]
xi) Otr(AX"'B)/0X = —(X'BAX )T
xii) 9|X|/0X = |X|(X" )T
xii) 9In(|X[)/0X = {1/[X[}{0|X]/0X} = (X~")T;
xiv) Otr(AX)/0X = AT

)

xv) OJAX]|/0X = |AX|((AX)A)T.

Se X é uma matriz com dimensao (p x ¢) e U(X) é uma matriz quadrada de
ordem p,

xvi) Otr(U(X)"1A)/0X = —(9/0X)tr(U(Z) "' AU(Z)"'U(X))|z_x;

xvil) 9|U(X)]/0X = [U(X)|(0/0X)tr(U(Z)""U(X))|z=x-
Algumas derivadas envolvendo o operador vec sao:

xviii) Ovec(AXB)/dvec(X)" =B' ® A;

xix) Sejam U(X) uma matriz com dimensao (m X n) e V(X) uma matriz com
dimensao (n X r), entao
Ovec[U(X)V(X)]
Ovec(X)T

Ovec[U(X)]
Ovec(X)T

+Ovec[V(X)]

_ T
=(Vel) dvec(X)T 7

+ (I, ® U)

xx) Seja X uma matriz quadrada; entao

dvec(AX'B)
Ovec(X) T

—(XB)" ® (AX™);
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xxi) Para uma matriz nao singular U(X),

dvec[U(X)™Y] T _qq Ovec[U(X)]

T ovee(X)T —[(UX)™) ®UX) ]W’
) ovec{F[G(X)]} _ Ovec[F(X)] Ovec|G(Z)]
Ovec(Z)T Ovec(X)T |x_q(z) Ovec(Z)T

Para ilustrar a aplicacao de derivadas de vetores e matrizes, inicialmente, consi-
deremos a fungao

9(8,0) = [y —£(B8)'[V(0) [y — £(8)] + In[V(0)|
= t{[V(O)] [y — £(B)lly — £(8)]" } + In[V(6)]

com argumentos 3 = (f1,...,8,)" e @ = (01,...,0;)", com @ funcionalmente inde-
pendente de 3, em que V(0) é uma matriz simétrica definida positiva. Além disso,
considere que f(3) e V(0) sejam fungoes diferenciaveis. O gradiente de g(3,8) é
dado por:

([ (0/9B)9(8B,06)
Vg(8,0) = ( (a/ae)g(ﬁ, 0) )

em que

i) a derivada em relagao a 3 é

09(B,0) _ Iy —£(B)"[V(O)]'[y — £(B)]
0B B

- (%) V(o) ly - ()]
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ii) a derivada em relagdo a #; para j =1,..., k é

99(8,6) _ Oy —tBI' VO 'ly ~£(B)]  9ln[V(6)|

09 09); 09
_ - f(ﬁ)r%z)rl[y t8) 4 8ln8];;(0)‘
-~y 1) V) V)~ 1(s)
+ur{ivioy 2
= —uf v vty - ey - o)}

A matriz de segundas derivadas de g(3, ) em relagao a 3 é:

0°9(8,0) _ 9{-2(9f(B)]"/98) [V(0)] 'ly — £(B)])

0B03" oB"

PEO gy
N )

Para obter 9%¢(3, 0)/03;00;, notemos que para i =1,..., P

09(B,0) _ Oy —£(B)]"[V(e)]"'ly — £(8)]
9P 9p;

S (aw’”T) Vo) ly - £(8).
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e que 9%¢(8,0)/06;00; = 9%9(3,0)/00,;08; parai=1,..., p,j=1..., k; entao

0°9(8,6) _ 9{-2(0lf(B)"/05:) V()] "Iy — £(B)]}

0p;00; 00;
L (AT VO

- (M) mer T2 vt - o

Fazendo uso da propriedade (x), as derivadas 9%g(3, 0)/00500; para j,s = 1,..., k
sao

Taot— i (v (- - ey — 101+ Vo v )|
_0{-ly — B) VO BV(0)/06,]IV O]y ~ £(3)])
00,
| AL (VO V(6)/06,)
00

— -] ([V(H)}‘l[3[Vég)]/a9j][V(9)]‘l) ly — £(8)

0 ([V(0) [0V (6)/00,))
+ tr { 2. } .

Utilizando a regra do produto para derivadas de matrizes, temos que

DAV VO)/]) _ IVO) V) o D [0V(6)
06, = 0, o, TV a_es[ a6, ]
- v v T« vie) 5T
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i e e - -

+[V(0)] ' +V(0) ), 50
— o) Ve TP vie)
v 2 v
- v S wvien T vy
Entao J
TSP — e vier S v S ey - 1)
- - fE VN G Ve - o)
v by = f(I Ve Ve TEVE) y —8)
v wf-wor B ver e e g

Além disso, como [V(0)]71, IV (0)/06; e OV (0)/06s sao matrizes simétricas e

= 1B (Vo) Vo) V)~ (8)
é um escalar, obtemos a igualdade
= 1@ v T Vi) TR V)~ £(6)] -
=18 Vi) Ve IV @)y~ 1(s)]
Portanto, utilizando as propriedades do trago de matrizes e os resultados acima, as
derivadas de g(8, 0) em relacio a 0, e 0, para j,s = 1,..., k sio dadas por
TABIL Ay -1y~ €8] - VIO)}

+ w{B(-ly —£(B)y —£(8) + V()}.
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em que

A.6 Exercicios

A.6.1. Sejam x e y vetores com dimensao (n x 1). Prove a desigualdade de Cauchy-
Schwarz:

(x"y)* < (x"x)(y"y).
Em que condicoes a igualdade é vélida?

Sugestao: Use a desigualdade ||x + \y||> > 0, Vx,y e A € R.

A.6.2. Seja x = (z1,...,7,)" um vetor com dimensdo (n x 1) e defina ||x|| =
xTx = (30 22)"? . Mostre que

=11
i) x"x >0, Vx;
i) x| =0&x=(0,...,0)" =0;
iii) [lex|| = |ef|lx[l, Ve € R;
) lx+yll < lxl[l +lyll, vx,y € E".
Sugestao: Use os resultados do Exercicio [A.6.1]

A.6.3. Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n, C e D duas matrizes
com dimensdes (m X n) e (n x m), respectivamente e x = (z1,...,2,)', um vetor
com dimensao (n x 1). Prove que

i) tr(AT) = tr(A);
i) tr(A 4+ B) = tr(A) + tr(B);
iii) tr(CD) = tr(DC);

iv) tr(AAT) = tr(ATA) = ZZ%,

=1 j=1

v) |Ix[? = Zx = x'x = tr(xx').
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vi) Construa exemplos numéricos para ilustrar as propriedades acima.

A.6.4. Seja A uma matriz quadrada idempotente, i.e., tal que A2 = AA = A.
Além disso, seja 0,, a matriz nula de dimensao (n x n). Prove que

i) [A|=0ou |[A] =1;

iii) I, — A é idempotente e A(I, — A) = (I, — A)A =0,;

)
ii) Os autovalores de A sao iguais a 0 ou 1;
)
iv)

Suponha adicionalmente que A ¢ simétrica e prove que

b) r(A)=n=A=1,.

Sugestao: Utilize a decomposigao espectral de A.

Observagao: Os resultados sao validos mesmo quando a matriz A nao é
simétrica.

v) Construa exemplos numéricos (com matrizes diferentes da matriz identidade)
para ilustrar as propriedades acima.

A.6.5. Mostre que se X é uma matriz tal que X X = X entao ela ¢ simétrica e
idempotente. Construa um exemplo numérico (com X diferente da matriz identi-
dade) para ilustrar a propriedade acima.

A.6.6. Seja A uma matriz quadrada cujos autovalores sao representados por Aq, ..., A,.

Prove que
n
Al=]]x
i=1
Construa um exemplo numérico (com X diferente da matriz identidade) para ilustrar
a propriedade acima.

A.6.7. Uma matriz A quadrada de ordem n é positiva definida se x' Ax > 0 Vx #
0. Seja X uma matriz (n X p), n > p, de posto completo. Mostre que

i) XX ¢ simétrica;
i) XTX é p.d,;

ili) como uma matriz é positiva definida se e somente se todos os seus autovalores
sdo positivos, prove que XX é inversivel;

Singer & Nobre & Rocha - junho/2018



32 A.5 DERIVADAS DE VETORES E MATRIZES

iv) H=X(X"X)"'XT é uma matriz simétrica e idempotente;

v) I, — H é uma matriz simétrica e idempotente;

)
)

vi) (I, —H) =n —p.
)

vii) Construa exemplos numéricos (com matrizes diferentes da matriz identidade)
para ilustrar as propriedades acima.

-(11)

Para que valores de p a matriz A ¢é positiva definida?

A.6.8. Seja a matriz

A.6.9. Seja f(X) uma funcdo real de uma matriz X com dimensdo (m x n) e

elementos z;;, ¢ = 1,...,m, 7 = 1,...,n. A derivada de f com respeito a X ¢é
definida como sendo a matriz (m x n) de derivadas 0f(X)/0x;;:
9f(X) 0f(X)
af(X) _ 8x:11 : aajln
aX . . .
o1X)  9fX)
axml o aajmn
Sejam X = (z1,...,7,)" ea= (a,...,a,)", vetores com dimensao (n x 1), A, uma

matriz quadrada de ordem n e B, uma matriz com dimensao m x n. Mostre que
i) 0a'x/0x = 0x"a/0x = a;

OBx/0x =B';

OxTAx/0x = (A + AT)x;

)
if)
i)
iiv) Ox' Ax/0x = 2Ax se A for simétrica.

A.6.10. Seja x = (z1,...,7,)" um vetor de n observacoes de uma certa varidvel
X. Mostre que a média e a variancia amostral das observacoes podem ser escritas
na seguinte forma matricial:

1 — 1
ni:l n

§2 = ! Z(xi—@?: ! (x—1,7)" (x — 1,,7)

S
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em que 1, representa um vetor de dimensao (n x 1) com todos elementos iguais a 1
eJ,=1,1].

A.6.11. Mostre que a matriz I, — n~1J, é simétrica, idempotente e nao negativa
definida (n.n.d.), i.e., x" (I, — J,)x >0, Vx # 0

A.6.12. Considere as seguintes fungoes das variaveis aleatérias Yy, Ys, Y3 e Yi:

Wy, = Y1-Y,
Wy = Y1+Y;
Wy = Y1 -V,

i) Expresse as relagoes acima em notacao matricial.

ii) Obtenha a esperanca do vetor W = (W7, Wo, W5) T em termos das esperancas
de Y1, Yo, Y3 e Y5

iii) Obtenha a matriz de covariancias do vetor W em termos das variancias e
covariancias de Y7, Y5, Y3 e Y.
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Apeéendice B

O método Delta

Em muitas situagoes, o Teorema Limite Central pode ser empregado para obtencao
de distribuicoes assintéticas de fungoes de variaveis aleatorias. No entanto, hé casos,
como aquele que é objeto da Secao C.7, em que as condicoes de regularidade nao
permitem sua aplicacao. Uma alternativa conveniente é o chamado método Delta.
Embora casos multivariados sejam os mais comuns, apresentaremos inicialmente o
caso univariado por razoes didaticas. Detalhes podem ser obtidos em Sen, Singer &
Pedroso-de Lima (2009).

B.1 O caso univariado

Consideremos uma fungao continua f(z) : IR — IR, com derivadas continuas até a
ordem k£ > 0 em torno de um ponto xy € IR. Sua expansao de Taylor de ordem k
em torno do ponto xg é

em que fU)(x) denota a derivada de ordem k de f calculada no ponto x e

_ =) el B
Ry (z, ) il {f¥lhao + (1 = h)x] — % (x0) }

para algum 0 < h < 1 é o resto. O caso k = +00 é conhecido como série de Taylor.

Tomando k£ = 1, quando x — g, podemos desprezar o resto e escrever
f@) = f(zo) + fP (2 — x0)
em que f'(z) = fU(z).
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Teorema B.1.1. Sejam /n(T,, — 0)/o N N(0,1) e g uma fungdo continua tal
que ¢'(0) existe e ¢'(0) # 0. Entao

Valg(T,) — g(8)]/og (6) — N(0,1).

Notemos que por (B.I)),
Elg(T,)] = E[g(0)] + E[g'(6)(T — )] = 9(0)

V{g(T)] = V(g(0)] + VIg'(0)(T,, — 0)] = [¢'(O)"V(T,, — 0) = [¢'(0)]0*.  (B.1.1)

B.2 O caso multivariado

Consideremos agora uma fungao continua f(x) : IRP — IR com derivadas continuas
até a ordem k > 1. Entao para cada x € IR, xg € IR, temos a seguinte expansao de
Taylor multivariada:

p p i

1 0 !
f(X) = f(XO>+ Z ﬁ Z Z axz H(xlz - inl)
j=1 7 =1 =10 X0 |=1
+Rk(X7XU)7
em que Ry(x,xq) é
k1 k+1

k+1,2 Z 5o+ (1= x| [ (s = 20,)

ipr1=1 =1

para algum 0 < h < 1. No caso k = 1, a expansao de Taylor de primeira ordem
pode ser escrita em notacao matricial como

F(x) = f(x0) + (x = x0) "u(xo) + o] [x — xol|).

em que u(xg) = 9f(x)/0x|x=x, € 0(||x — X¢||) denota um termo que converge para
0 quando x — X(. Desprezando esse termo, na vizinhanga de x¢, a fun¢ao f(x)
pode ser aproximada por

f(x) = f(x0) + (x — %) "u(x0). (B.2.1)

Esta é a base para o seguinte teorema.
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Teorema B.2.1. Seja {T,} uma sequéncia de varidveis aleatdrias com dimensao
p tal que \/n(T, — ) 2, N(0,X) e consideremos uma funcdao g(T,) : RP — R
tal que u(0) = dg(x)/0x € nao nula e continua numa vizinhanca de 0. Entao

Valg(T,) — g(8)] == N(0,4%)  com  +* =u(8) Su(8).
Notemos que por (B.2.1)),
Elg(T,)] =~ E[g(6)] + E[(T, — 0)"u(8)] = g(6)
e que

V[g(Tn)] ~ V[g(8)] + V[(T, — 6) u(8)] = u(6)' [V(T, - 6)]u(8) = H(O)T(EBU(G)-
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Apeéendice C

Analise de Regressao

C.1 Introducao

O objetivo da andlise de regressao é estudar a associacao entre uma variavel, deno-
minada resposta (ou dependente ou explicada ou ainda endégena, como é geralmente
conhecida em textos de econometria), e uma ou mais variaveis explicativas (indepen-
dentes, preditoras, de controle ou exégenas). Especificamente, esse tipo de anédlise
visa estimar o valor médio (ou predizer o valor) da varidvel resposta condicional-
mente aos valores das variaveis explicativas.

Sejam y; e x; = (x;1,...,%;,)  respectivamente os valores de uma varidvel res-
posta e de p variaveis explicativas observadas na i-ésima unidade de um conjunto
de n unidades amostrais. Esses valores podem ser dispostos na forma de um vetor
y = (y1,...,9,)" e de uma matriz X = (x1,... ,Xn)TH

Suponhamos que a resposta média da ¢-ésima unidade amostral condicionalmente
as varidveis explicativas x; pode ser expressa na forma E(y;|x;) = u(x;,3) em que
B = (8o, B1,---,B)" denota um vetor de parametros desconhecidos e fixos, deno-
minados coeficientes de regressao. A funcao u(X,3) é denominada funcao de
regressao ou simplesmente, regressao. A forma de pu(X, 3) pode ser proveniente de
alguma teoria (como no caso do espago y; percorrido por um corpo em queda livre
apés um tempo x;, em que essa fungao seria quadratica) ou sugerida por meio de
uma analise descritiva. A funcao de regressao pode ser:

i) linear nos parametros e nas variaveis explicativas, e.g.,

(i, B) = Bo + Prxia + Batio + ... + BpTip;

1 . , . .

Embora seja possivel desenvolver toda a metodologia em termos de matrizes X com posto
incompleto, isso nao é necessdrio para efeitos praticos, e neste texto assumiremos que X tem posto
completo, ou seja, que r(X) = p.
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ii) linear somente nos parametros, e.g.,
p(xi, B) = Bo + iy + Balog(wia) + . .. + Bypy/Tip;
iii) linearizével, e.g.,

(X, B) = exp(B1wa + Boio + ... + BpTip)

ou
B
p(xi, B) = Boxyy .y

iv) nao linear, e.g.,
w(xi, B) = Bo + exp(ﬁlxa) + Balog(xiz) + . .. + Bor/Tip-

Nés trataremos somente do caso de fungdes de regressao lineares (ou linearizaveis)
nos parametros. Detalhes sobre os modelos de regressao nao lineares podem ser
encontrados em Seber & Wild (1989) ou Souza (1998), por exemplo.

Condicionalmente aos valores das variaveis explicativas, x;, a resposta da i-ésima
unidade amostral se situa em torno de p(x;, 3); expressando o desvio de y; em relagao
a pu(x;, 3) como e; = y; — u(x;, 3), o modelo pode ser expresso na forma

yi = (x4, B) + e,

1 =1,...,n, ou na forma matricial, como
y=nX,B8)+e

com p(X,B) = (X, B),.... (X B)] e e = [ex,....e,] . Quando (X, B) =
X3, temos

y=XB+e (C.1.1)

que é o modelo de regressao linear multipla. Explicitamente esse modelo cor-
responde a

yi = p(xi, B) + e, = Bo + fiza + ... + Bpxip + €,

1 = 1,...,n. Quando p = 1, ele é denominado modelo de regressao linear
simples.

Modelos da forma

v = (%, B) + e = Bo + B +5237% + ..o+ Byt + e,

1=1,...,n, p> 2 sao conhecidos como modelos de regressao polinomial.
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Usualmente assumimos que
E(e) =0, V(e) =01, (C.1.2)

ou seja, que os erros tém média nula, sao homocedasticos e nao correlacionados.
Nesse contexto, convém lembrar que as variaveis explicativas sao consideradas fixas
e observadas sem erro. Quando isso nao acontece, a andlise de regressao ainda pode
ser realizada por meio de modelos condicionais. Por exemplo, num estudo em que
o objetivo é avaliar a relagao entre peso (V) e altura (X) de adolescentes, podemos
obter os valores (possivelmente com erro) de ambas as varidveis numa amostra de
n individuos, nomeadamente {(z1,vy1),...,(zn,yn)} € analisar os dados por meio
do modelo condicional y;|x; = o + fx; +e;, i = 1,...,n em que desconsideramos
possiveis erros de medida da altura X. A ideia aqui é avaliar a distribuicao do
peso Y para dados valores da altura X. Alternativamente, é possivel considerar
os chamados modelos com erros nas variaveis ou modelos com erros de
medida que também acomodam varidveis explicativas observadas com erro. A
analise sob esse tipo de modelo foge aos objetivos deste texto e o leitor interessado
pode consultar Fuller (1987) ou Chesher (1991) para detalhes.

Exemplo C.1.1: Os dados da Tabela correspondem & idade e a uma
medida de pressao arterial sistolica para um conjunto de 20 pacientes de uma de-
terminada clinica.

Tabela C.1.1: Idade (anos) e pressao arterial sistélica (mmHg)

Pressao Pressao
Paciente sistolica Idade Paciente sistélica Idade
1 114 17 11 156 47
2 134 18 12 159 47
3 116 20 13 142 50
4 139 23 14 156 52
5 110 34 15 164 57
6 150 38 16 185 60
7 152 41 17 162 64
8 138 42 18 176 66
9 142 46 19 175 69
10 145 47 20 180 70

Para estudar a associagao entre idade (X) e pressao arterial sistélica (Y'), consi-
deramos o modelo de regressao linear simples

Yi = a+ fx; + e,
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i=1,...,20 que pode ser expresso na forma matricial (C.1.1]) com

Y1 1 = €1

1 =« e

y=| "] x= ’ ,ﬁ—[a},e— y
B

Y20 I x99 €90

O parametro « corresponde ao valor esperado da pressao arterial sistolica de recém-
nascidos e o  representa a variacao na pressao arterial sistolica esperada por ano
para pacientes com as mesmas caracteristicas daqueles investigados. Como nao
hé dados para pacientes com idades menores do que 17 anos, a extrapolacao do
modelo para aquém dessa idade nao pode ser baseada em argumentos estatisticos
(o modelo poderia, e deve ser, nao linear quando consideradas todas as idades).
Consequentemente, para efeito de interpretagao, convém reescrever o modelo na
forma

yi = o + B(x; — 20) + €5,

1 =1,...,20 em que xy € uma constante conhecida, por exemplo ry = T com =
denotando a idade média dos pacientes. Nesse caso, o parametro a* corresponde
ao valor esperado da pressao arterial sistélica para pacientes cuja idade é Z. Se
escolhermos xy = 17, o parametro seria interpretado como valor esperado da pressao
arterial sistélica para pacientes cuja idade é 17 anos. Nesses casos, a matriz de
especificacao do modelo seria dada por

1 x1—x

X 1 Ty — X

1 w0 — o
Tendo em conta que esse modelo é equivalente a
yi = a+ Br; + e,

1=1,...,20 com o = o* — Bz, fica evidente que a alteracao corresponde apenas a
uma translacao do eixo das ordenadas e que nem o valor do parametro § nem sua
interpretacao sao afetados.

Exemplo C.1.2: A Tabela contém dados de capacidade instalada (ton),
poténcia instalada (1000 kW) e drea construida (100 m?) de 10 empresas de uma
certa industria.
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Tabela C.1.2: Capacidade instalada (ton), poténcia instalada (1000 kW) e drea
construida (100 m?) de empresas de uma certa industria

Produgao 4.5 59 42 52 81 97 107 119 12.0 123
Poténcia 09 25 13 18 31 46 61 6.0 59 6.1
Area 71 104 72 82 85 11.9 121 125 120 11.3

Para representar a distribuigdo da capacidade instalada (Y) a partir das in-
formagoes sobre poténcia instalada (X;) e drea construida (Xs), consideramos o
seguinte modelo:

Yi = Bo + Brx1i + Bawa + €,

1 =1,...,10, que genericamente, i.c., para n empresas, pode ser expresso na forma

matricial (C.1.1]) com

1 Iz xy 3 el
Y2 1 x12 722 0 €9
Yy = . 7X - . : aﬁ = Bl , € =
. . . /62
Yn I 21, 2o, €n

Aqui, o parametro (5 representa a variacao na capacidade instalada esperada por
unidade de poténcia instalada para empresas com a mesma area construida. O
parametro 5 tem interpretacao semelhante com a substituicao de poténcia instalada
por area construida e vice-versa. Como nao temos dados para empresas com poténcia
instalada menor que 0.9 x 1000kW e &rea construida menor que 7.1 x 100m?, o
parametro [y deve ser interpretado como um fator de ajuste do plano que aproxima
a verdadeira funcao que relaciona o valor esperado da varidvel resposta com as
variaveis explicativas na regiao em que ha dados disponiveis. Se essa funcao for
linear em todo o campo de variacao das varidveis explicativas, um modelo linear mais
adequado nao deveria conter o termo [y, pois poténcia instalada ou area construida
iguais a zero implicariam capacidade de producao nula.

Exemplo C.1.3: A Tabela contém dados de um estudo cujo objetivo é
avaliar o efeito de diferentes niveis de um determinado fertilizante no nimero de
frutos de boa qualidade por macieira de uma certa variedade.
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Tabela C.1.3: Concentracao do fertilizante e niimero de frutos de boa qualidade

Concentracao Numero de frutos

do fertilizante de boa qualidade

Concentracao Ntmero de frutos
do fertilizante de boa qualidade

10
10
10
10
20
20
20
20
20
30
30
30

16
18
19
20
18
20
21
22
23
22
25
26

40
40
40
50
o0
20
50
50
50

24
25
28
26
28
30
32
35
25

Se encararmos a variavel Concentragao de fertilizante como um fator (no espirito
dos modelos usuais de ANOVA), o estudo pode ser modelado (de forma genérica)
por intermédio de

Yij = Hi + €,

(C.1.3)

t=1,...,1, = 1,...,n;, em que y;; representa o numero de frutos de boa qua-
lidade na j-ésima macieira tratada com a i-ésima concentracao do fertilizante e y;
o valor esperado Correspondente.ﬂ Esse modelo pode ser escrito na forma matricial

[CT) com

Y1

Yiny
Y21

Yons

Yn

| Y, |

0

0

o O o O

1

2 . L 1 S
Aqui expressamos o modelo sob a parametrizagao de médias de celas. Outras parametrizagoes
podem ser consideradas; o leitor encontrard mais detalhes na Secao C.6.
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€€ = [E11, s Clnys €21y - 3 Eoyyen vy Chlyn-- ,e;mk]T . Embora esse seja um modelo
linear (nos parametros), ele ndo impoe uma relagdo linear entre o valor esperado
do numero de frutos de boa qualidade (1;) e a concentragao do fertilizante (z;;),
ou seja, permite acomodar um efeito nao linear desse fator (no nimero esperado de
frutos de boa qualidade). Se considerarmos a natureza quantitativa dos niveis do
fator Concentracao de fertilizante e quisermos adotar um modelo linear (expresso
na forma genérica) que inclua um efeito linear desse fator, podemos utilizar

Yij = Po + bz + eij, (C.1.4)

i=1,...,1, j=1,...,n; que pode ser expresso na forma matricial (C.1.1)) com

[y | [ 1z ] [ en ]
Yiny I = €1n,
Y21 1 a9 €91
Y7 von, =10 Ty ’ﬂ_[gﬁ} O e,
yn 1z en

| Yrn, | |1 x| | € |

Exemplo C.1.4: As ondas epidémicas estacionais de gripe constituem uma
carga consideravel para os servicos de satide e caracterizam-se por sua grande vari-
abilidade de ano a ano. O uso dos dados historicos pode servir para estabelecer um
modelo preditor do niimero de médicos indispensaveis para atender a totalidade das
consultas de forma eficiente. Os dados da Tabela correspondem aos nuimeros
de consultas (acumuladas semanalmente) da temporada invernal realizadas nos anos
de 2000 a 2004 numa certa localidade.
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Tabela C.1.4: Consultas acumuladas na temporada invernal de 2000 a 2004

Semana 2000 2001 2002 2003 2004
1 23470 46041 18284 20868 18726
2 26101 86018 23800 24574 21674
3 29178 105393 30764 28399 25771
4 32460 124280 40738 31496 29270
) 34949 138060 59248 34459 32563
6 37698 151779 93457 37703 40797
7 41216 162918 132469 42823 56698
8 44661 169642 162121 46930 72239
9 48030 174107 179232 50527 87008
10 55254 175520 185623 64897 84654

Supondo que para cada ano, a relacao entre o tempo (em semanas) e a distri-
buicao do ntimero de consultas possa ser representado por intermédio de regressoes
lineares simples, poderiamos considerar um modelo do tipo

Yij = Boi + Bz + eij,

(C.1.5)

1=1,....1, 7=1,...,n;, em que [y representa o nimero esperado de consultas no
inicio do inverno do ano i (i = 1 correspondendo ao ano 2000) e f;; denota a variacao

no numero esperado de consultas por semana para o ano ¢. Neste caso particular,
I =5 en; =10. Na forma matricial (C.1.1]), esse modelo pode ser expresso como

Y11

Ying
Y21

y?ng

Yn

| Ymns |

e = [611,..

1 0 0 2z O
i O 0 T1n, 0
0 1 0 0 o
01 .0 0 am
00 .1 0 0
001 0 o
.,61n1,€21,...,€2n2,..

<5 €115 - -

0

T

I]n[ i

T
. 7€In1]

" ot T
Bos
Bor
By
Bis

| b |

Se considerarmos que existe um numero fixo de consultas de pacientes gripados
no inicio do inverno (semana 1), e que a variagdo desse nimero de gripados depende
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das condigoes climéticas de cada ano, o modelo poderia ser escrito como
Yij = Bo + Puzij + €ij,
i=1,...,1, j=1,...,n; ou na forma matricial (C.1.1)), com

Y11 1 xzp 0 0
ylnl 1 :E]_nl O P O _ -
Y21 1 0 T21 e 0 /80
: L S : B
Y= von, 10wy ... 0 [P :
: L : : : By
Yn 1 0 0 ... xn - -
| Ying | | 1 0 0 oo Tpng |
(§
e = [6117“'7eln176217"‘762n27'"76117"'76171,1]

(C.1.6)

Em ambas as situacoes descritas acima, podemos dizer que existe interacao
entre o tempo decorrido desde o inicio do inverno e o ano (possivelmente por causa
de diferencas climaticas), pois as taxas de variagdo no nimero esperado de consultas
(B1;) dependem do ano em que foram colhidos os dados (as retas que representam a
variagao no numero esperado de consultas ao longo das 10 semanas de observagao
nao sdo paralelas). Num modelo sem interagao, essas taxas sdo iguais para todos os
anos, ou seja, f1; = f1. Nesse caso, admitindo efeito de ano, o modelo poderia ser

escrito como
Yij = Boi + Brxij + €4,
i=1,...,1, j=1,...,n; e na forma matricial (C.1.1)), com

i Y11 i i 1 0 ... 0 T11 i
Yiny 1 0 ... 0 T1in,g - -
Y21 01 ... 0 T21 ﬂOl
| oo
pu— X pu— i 5 p— :
Y7 vomy | 01 0 2o, | P :
50]
Yr 00 ... 1 T -
| YIn; | L 0 0 ... 1 Lins |
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T
e = [6117"'76171176217""627127"'76117"'761111]

Exemplo C.1.5: Em muitas situagoes, o modelo de regressao segmentada
proporciona maior flexibilidade para a caracterizacdo do comportamento da res-
posta. Esse modelo se caracteriza pela existéncia de um ponto xy (conhecido) em
que a taxa de variagao da resposta média se altera. Para justificar o modelo, supo-
nhamos que

Yi = {

Admitindo que as duas retas tém em comum o ponto (zg, o), temos [y + S1xg =
B3 4+ Paxg, ou seja B3 = By + Lrxg — Poxg. Substituindo essa expressao de (3 no
modelo original, obtém-se o seguinte modelo com trés parametros (fy, 51, 52):

o

que pode ser expresso na forma matricial (C.1.1)) com

Bo + iz + e,
Bs + Bax; + €4,

x; < o,
X 2 o,

i=1,...,7
i=j+1,....n

Bo + Bz + e, v <wxp, i=1,...,7j
Bo + Brxo + Po(x; — x0) + €5, 3 >0, i=7+1,...,n.

i yl ] i ]_ I 0 ] [ €1 ]
: P : 5 :
y=1 Y | . X= b ! .8 Bi | ce=|
Yj+1 Iz (Tj41 — o) 3 €j+1
. . . 2 .
L Yn L 1 Zo (xn - xO) i | €

Aqui, o coeficiente [y corresponde ao valor esperado da resposta Y quando o valor da
variavel explicativa X é zero, o coeficiente 3; pode ser interpretado como a variagao
esperada da resposta Y por unidade de variacao da variavel explicativa X para
valores X < x( e o coeficiente [, corresponde a variacao esperada da resposta Y
por unidade de variagao da variavel explicativa X para valores X > x.

Sob a formulagao matricial (C.1.1)), hipdteses lineares de interesse podem ser
expressas na forma

H:CB=m (C.1.7)

em que C é uma matriz (¢ x p) de constantes conhecidas com 7(C) = ¢ e m é um
vetor (¢ X 1) de constantes conhecidas. Em geral, m = 0.

No Exemplo C.1.1, a hipdtese de que o intercepto é nulo é expressa como ((C.1.7))
com C = [1 0] e m = 0 e a hipdtese de que o coeficiente angular é nulo, com
C = [0 1] e m = 0. Além disso, supondo que, sob a parametrizacao alternativa la
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mencionada, o = 17, a hipétese de que o valor esperado para a pressao sistélica de
pacientes com idade igual a 30 anos é de 120 mmHg seria expressa na forma ((C.1.7))
com C = [1 13] e m = 120. Em todos esses casos, a matriz C tem apenas uma linha,
e consequentemente, ¢ = 1.

No Exemplo C.1.2, uma hipdtese de interesse é a de que nenhuma das duas
variaveis ¢é significativamente linearmente associada ao valor esperado da varidvel
resposta. Esta hipétese pode ser expressa na forma (C.1.7) com

o-[3%).

No Exemplo C.1.3, sob o modelo , a hipdtese de que os valores esperados
de frutos de boa qualidade por macieira sejam iguais, independentemente da con-
centracao de fertilizante utilizada pode ser expressa na forma , em que m =0
é um vetor [(I — 1) x 1] e C é uma matriz [(I — 1) x I] construida de forma a gerar
I — 1 contrastes linearmente independentes dos elementos de B = [uy o . .. ,uI]T
Como exemplo desse tipo de matriz, temos

10 0 —1
0 1 0 —1
C= ,
00 ..1 —1

Sob o modelo (C.1.4)), uma hipé6tese equivalente seria expressa com C = [0 1] e
m = 0.
No Exemplo C.1.4, a hipdtese a ser testada para avaliar se o modelo ((C.1.5) pode

ser reduzido ao modelo ((C.1.6) também pode ser expressa na forma (C.1.7)) em que
C é uma matriz [(I — 1) x 2I] com r(C) = I — 1 dada por

1 0 -1 0 0 0

0 1 -1 0 0 0
C= ) )

0 1 -1 0 0 0

por exemplo, e m = 0, um vetor de dimensao [(/ — 1) x 1].

No Exemplo C.1.5, a hip6tese de que os coeficientes angulares correspondentes
a valores da varidvel explicativa menores ou maiores do que xy sao iguais pode ser

expressa na forma (C.1.7) com C=1[0 1 —1].
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C.2 Meétodo de minimos quadrados

O método de minimos quadrados (ordinérios) pode ser utilizado para estimar o vetor
de parametros 8 no modelo (C.1.1)-(C.1.2). A base do método é a minimizac¢ao da
forma quadratica

QB)=e'e=(y—XB) (y - XB3) = Ze (C2.1)

Com essa finalidade, consideremos
QB) =y'y+B8'X'XB-28"X"y

e utilizemos as expressoes para derivadas matriciais apresentadas no Apéndice A
para obter

0QB) _ T T
RO —
0803’ ‘

Igualando a primeira derivada parcial a zero, obtemos o sistema de equacoes de
estimacgao (também conhecido por sistema de equagoes normais) éﬂ

X'X3=X"y.

Como assumimos que X tem posto completo, XX é uma matriz nao singular e a
solucao do sistema de equagoes normais

B=X"X)'XTy. (C.2.2)

Como a matriz XX é definida positiva, o estimador (C.2.2)) corresponde ao ponto

de minimo de (C.2.1].

Sob a suposigao de que E(e) =0 e V(e) = 021, temos

i) V(B) =o*(XTX)"!

3 . ~ N . . . o~ . . .
Aqui, o termo “normal” nao se refere a distribui¢do normal e sim ao conceito de ortogonalidade.
A razao para isso é que a teoria de minimos quadrados pode ser desenvolvida por meio de projegoes
ortogonais.
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Quando a matriz X nao tem posto completo, o sistema de equagoes de estimacgao
tem infinitas solucoes dadas por

B=X"X)X"y+[I-(X"X)"XXg,

em que (X'X)~ é uma inversa generalizada de X'X e g é um vetor arbitrario.
Pode-se mostrar que XB é invariante com relagdo ao vetor g e QQ(3) obtém seu
ponto minimo para qualquer solucao de XTXB = X'Ty. Nesse caso, B deve ser
encarado como uma solucao das equacoes normais e nao como um estimador de [,
que é dito nao estimavel.

H4& casos em que a matriz X tem posto completo, mas suas colunas estao muito
proximas de serem linearmente dependentes; isso ocorre, por exemplo, em alguns
modelos de regressao polinomial. Como consequéncia, a matriz XX é “quase” nao
singular, com autovalores proximos de zero de forma a gerar estimadores B3 muito
imprecisos. A presenca de um certo nivel de dependéncia entre as colunas de X é
conhecida na literatura como multicolinearidade. Procedimentos para lidar com
esse problema serao discutidos na Secao C.5.

O estimador de minimos quadrados de 3 ¢ o estimador linear nao enviesado de
variancia minima, (best linear unbiased estimator - BLUE) como se pode deduzir
por meio do seguinte teorema:

Teorema C.2.1. Teorema de Gauss-Markov: Considere o modelo linear y =
X3 + e, com as hipéteses E(e) = 0 ¢ V(e) = 02I,. Seja B = (X'X)' X'y o

estimador de minimos quadrados de 3. Se 3 € um outro estimador de 3 tal que
B = Cy, em que C € uma matriz (p x n), e E(B) = B, entao

r' V(B)r > rT\/(B)r, Vr € IRP.

Sob a suposicao adicional de que os erros e; tém distribuicao Normal, a lineari-
dade do estimador ((C.2.2)) permite-nos concluir que

B~ N,[8,0*(X X)), (C.2.3)
Em geral, a variancia o? é desconhecida e inferéncias sobre 3 dependem de um

estimador desse parametro; um candidato é o estimador nao enviesado

s = (n—p) 'y -XB) (y - XB)
= (n—p)ly'[I, - X(X"X)'XT]y.

‘Uma funcdo a' B é estimdvel se tiver um estimador linear ndo enviesado, digamos b'y. Em
muitos casos, a matriz X define modelos nao identificdveis cujos parametros sdo nao estimaveis
embora haja funcgoes desses parametros que sao estimaveis. Para detalhes, veja a Secao C.6 e
Freedman (2005).
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Como a matriz I, —X(XTX)"'XT é idempotente pode-se recorrer ao Teorema
para mostrar que (n — p)s®/o® ~ X% _ .

Dados uma matriz C de constantes conhecidas com dimensao (¢ x p) e r(C) = ¢
e um vetor m de constantes conhecidas com dimensao (¢ x 1) consideremos a forma
quadratica

Qc = (CB-m)T[C(X"X)'CT]"1(CB — m)
= [CX'X) ' X'y —m]"[C(X"X)"'CT] C(XTX) ' Xy — m].

Tendo ((C.2.3) em conta, podemos novamente recorrer ao Teorema para mos-
trar que 0 2Qc ~ x%(d) com parametro de nao centralidade

6= %(Cﬁ —m)'[C(X'X)"'CT]"{(CB — m).

Como C(X™X) ' XTy—m = C(X"X) X[y —XC(C"C)'m], é possivel expres-
sar Q¢ como uma forma quadrética na varidvel y — XC(CTC)'m, ou seja,

Qc=[y—XC(C'C)'m|"Aly — XC(C'C) 'm]

com
A=XX"X)"'cT[cX'X)'c"'e(x X)X
Também é possivel escrever
(n—p)s® = y'[L - XX'X)"'X]y
= [y—XC(C'C)'m] 'Bly — XC(C'C) 'm]

com B =1,—X(X"X)"1X". Observando que AB = 0, podemos utilizar o Teorema
para mostrar que

F=c¢'s2(CB-m) [C(XTX)'CT]"H(CB —m) ~ Flepn_p (), (C.2.4)

com parametro de nao centralidade
1
§ = 5(0[3 —m)' [C(X'X)'CT]7H(CB —m).

Esse resultado nos da todos os ingredientes necessarios tanto para construir inter-
valos (ou regides) de confianga para combinagoes lineares dos elementos de 3 quanto
para testar hipoteses lineares de interesse. Por exemplo, para testar hipéteses na

forma (C.1.7]), basta notar que sob a hipétese nula 6 = 0 e a estatistica (C.2.4]) tem
distribuicao Fi¢n—p).
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Sob o modelo de regressao linear simples, y; = a + Bx; +¢;, ¢ = 1,...,n com
as suposi¢oes mencionadas acima (incluindo a de normalidade de ¢;), um teste da
hipdtese de que o coeficiente angular é igual a uma constante 3y pode ser realizado

por meio de (C.2.4) com C = [0 1] e m = (. Nesse caso, a estatistica (C.2.4) pode

Ser expressa como R
(B = Bo)*/{s*[(XTX) Mo}

em que [(X'X) !y, denota o elemento (2,2) da matriz (X'X)™! e segue uma
distribui¢ao F{;,—p) quando a hipétese H : 3 = [y é verdadeira. A raiz quadrada

dessa estatistica munida de sinal(g — ﬂo), nomeadamente

[sinal(3 — B0)1(B — Bo)/{sv/[(XTX) 12}

segue uma distribuicao ¢,,_, quando a hipétese H : = 3 é verdadeira. O resultado
para o caso particular em que Sy = 0 é obtido de forma automaética quando se
utilizam os pacotes computacionais mais comuns.

Nos casos de diuvidas quanto a validade da suposi¢ao de normalidade, podemos
recorrer ao Teorema Limite Central para efeito de inferéncia sobre os parametros
do modelo. Para salientar que o resultado depende do tamanho da amostra, adicio-
namos o indice n aos componentes do modelo. Consideremos agora, uma sequéncia
de elementos {y,,X,,e,} com X, = [X,1,Xn2,...,Xn|  satisfazendo o modelo
v, = X, + e, sob as suposi¢oes do Teorema de Gauss-Markov e admitamos que

a) maxi<i<, X, (X! X,) %, — 0 com n — oo,lj
b) lim, e XIXn =V, com V finita e definida positiva.
Entéo, utilizando o Teorema Limite Central de Hajek-Sidak (ver Sen et al. (2009),

por exemplo), podemos mostrar que

ou equivalentemente, que

(XTX,)V2(B, — B) = N,(0,0°L,).

*sinal(a) = 1 se a > 0, sinal(a) = —1 se a < 0 e sinal(a) = 0 se a = 0.

‘Esta suposigao, conhecida como condicao de Noether é valida na maioria dos casos de
interesse pratico. Em particular, no caso de problemas envolvendo a comparagao de I médias,
ela corresponde a exigéncia de que os tamanhos n; das amostras colhidas de cada subpopulacao
investigada sejam tais que n;/ 25:1 n; convirja para uma constante \; com n = ;_; n; — 0.
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Em termos praticos, esse resultado significa que para amostras com tamanhos sufi-
cientemente “grandes”,

B~ N,|B,0*(X"X)™]

ou seja, que a distribuigao do estimador 3 pode ser aproximada por uma distribuicao
normal com média 3 e matriz de covariancias o?(X"X)71.

Neste caso, para testar hipoteses da forma (C.1.7) podemos empregar a es-
tatistica de Wald

Qw = s72(CA - m) [C(X"X)™'CT]/(CB — m), (C.2.5)

cuja distribui¢do sob a hipétese nula pode ser aproximada por uma distribuicao y2.

Existem situacoes em que a suposicao de homocedasticidade i.e., variancias
constantes, nao é valida. Como ilustracao, tomemos o Exemplo C.1.1, em que
um aumento da variancia da pressao arterial sistélica com a idade nao seria um
fato inesperado. Por exemplo, poderfamos supor que V(e;) = x;0%, ou seja, que
V(e) = diag{zy,...,z9}0% Nesse caso, o modelo é dito heterocedastico. De
uma forma mais geral, podemos ter modelos em que a matriz de covariancias de e
é uma matriz simétrica definida positiva, V. Nesses casos, o ajuste do modelo pode
ser concretizado por meio do método dos minimos quadrados generalizados
(MQG) que consiste em minimizar

QB) = (y —XB)"V 'y - XB).
Quando a matriz V é uma matriz diagonal com elementos w;o? ao longo da diagonal

principal, o método é chamado de minimos quadrados ponderados e a fungao a
ser minimizada pode ser expressa como

QB) = [y~ XB) V" (y ~ XB) = ¢ > ui (i~ x/ B
=1

Admitindo que V é conhecida e considerando um procedimento similar aquele
usado no caso de minimos quadrados ordinarios, podemos mostrar que o estimador
de minimos quadrados generalizados de 3 ¢

B=X"VIX)'XTvly.

Se e ~ N(0,V) com V conhecida, entdo podemos demonstrar que

B~ N3, (XVIX)].
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Quando ha duvida com relagao a suposigdo de normalidade, mas V(e) = V, com
V finita e conhecida, o Teorema Limite Central permite-nos concluir que para n
suficientemente grande,

B~ N,[B,(X"VIX).

Como, em geral, V nao é conhecida, podemos substitui-la por um estimador consis-
tente V e considerar o estimador

B=XV'X)'X"Vly. (C.2.6)

O estimador consistente de V pode ser obtido de fontes externas, e.g., outros estu-
dos com caracteristicas similares; em muitos casos, € possivel utilizar a matriz de
covariancias dos residuos obtidos do ajuste de um modelo homocedastico com os
mesmos parametros 3. Apelando para o Teorema Limite Central e para o Teorema
de Sverdrup (ver Sen et al. (2009)), por exemplo, podemos mostrar que para para
n suficientemente grande

B~ N B, (XTV X)) (C.2.7)

Intervalos de confianca aproximados para combinacoes lineares da forma C3 ou

testes para hipdteses do tipo (C.1.7) podem ser concretizados utilizando (C.2.7)) ou
a estatistica de Wald

Qw = (CA-m) [C(XTV'X)'CT] /(CB — m), (C.2.8)

cuja distribuigao sob a hipétese nula pode ser aproximada por uma distribuigao x2.

C.3 Método de maxima verossimilhanca

Sob a suposi¢ao de normalidade, podemos considerar o método de méxima verossi-

milhanga para a estimagdo dos pardmetros do modelo (C.1.1)-(C.1.2]). Neste caso,

o método consiste em maximizar a fungao de verossimilhanca

_ 1
L(B,0°ly, X) = (210*) " exp[—5 5 (v = XB) " (v — X)) (C.3.1)
com relacdo aos parametros 3 e 2. Lembrando que a determinacao dos pontos de
maximo de ((C.3.1)) é equivalente a obten¢ao dos pontos de maximo de seu logaritmo
e utilizando as regras de derivacao matricial apresentadas no Apéndice A, podemos
mostrar que os estimadores de maxima verossimilhanca desejados sao

B=(X"X)"'X"y
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FP=ny-XB8)T(y-XB8) =n"y [I, - X(X'X)"'X]y.

Dado que a maximizagao de ((C.3.1]) relativamente a 3 corresponde a minimizacao
da forma quadratica de seu expoente, nao é de se estranhar que os estimadores de
maxima verossimilhanca e de minimos quadrados sejam idénticos. Por outro lado,
o estimador de méxima verossimilhanca de o? corresponde ao estimador proposto
anteriormente (s?) multiplicado por um fator (n—p)/n e é, consequentemente, envi-
esado. A razao para isso é que o estimador 52 depende de B e uma alternativa para
se conseguir um estimador nao enviesado é utilizar o método de maxima verossimi-
lhanca restrita que consiste na minimizagao de uma transformacao linear dos dados
que nao dependa desse parametro. Uma transformacao com essas caracteristicas é
dada por y* = [I — X(X"X) 'X]y. A maximizacdo da verossimilhanca correspon-
dente gera o estimador nao enviesado s?. Mais detalhes sobre esse método podem
ser encontrados em Diggle, Heagerty, Liang & Zeger (2002), por exemplo.

A metodologia de méxima verossimilhanca também pode ser aplicada a modelos
do tipo (C.1.1)) com e ~ N(0,V) em que os elementos nao redundantes de V sao
expressos na forma de um vetor de parametros (de covariancias), 0, i.e., V.= V(0).
A funcao de verossimilhanca correspondente é

L(B,6ly,X) = (2m) "[V(0)| " exp[—(y = XB) 'V (0)(y - XB). (C:3.2)

Nesse caso, o estimador de 8 tem a mesma forma que o estimador de minimos
quadrados generalizados mas com V = V(6) representando o estimador de
maxima verossimilhanca de V. E possivel impor estruturas particulares a matriz
de covariancias, ou seja, € possivel considerar situacoes em que V é funcao de um
vetor de parametros de covariancias com dimensao reduzida, e.g., 2 ou 3 em vez
de n(n —1)/2, que é a dimensao de € quando nao se impoem restrigoes. Modelos
com essa natureza sao considerados para a analise de medidas repetidas ou de dados
longitudinais.

C.4 Particao da soma de quadrados

A utilidade do modelo de regressao y = X3 + e para explicacao da variagao da
resposta esperada como funcao das variaveis explicativas pode ser avaliada a partir
da identidade

vi—y =0 —9)+ Wi — U)
em que J; = x; B com x; denotando a i-ésima linha da matriz X ey =n"'>_" | .
Pode-se demonstrar que

n n

Z(yz —7)* = Z@z —7)*+ Z(yz —0)*

i=1 =1
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Os termos
SQT =) (yi—9* =y '[L,—n 11Ty,
i=1
SQR=D> (5 -7’ =y XX'X)"'X" —n'117)]y
i=1
e

SQE=> (y;—75)* =y [L, - XX'X)"' X"y
i=1

correspondem, respectivamente, a soma de quadrados total, soma de quadra-
dos devida a regressao e soma de quadrados residual e representam a va-
riabilidade (expressa em termos de quadrados de diferengas) da resposta em torno
de sua média, a parcela dessa variabilidade explicada pelo modelo E(y) = X3 e a
variabilidade da resposta em torno deste modelo, ou seja a parcela da variabilidade
total nao explicada.

Quando o ajuste do modelo E(y) = X3 é perfeito, i.e., quando y = y temos
SQF = 0 e quando o modelo E(y) = X3 nao melhora a explica¢ao da variabilidade
relativamente a resposta média, SQR = 0. Uma medida da parcela da variabilidade
explicada pelo modelo E(y) = X3 é o coeficiente de determinagao

R SQR  SQT — SQFE _1_SQE

- SQT SQT B SQT
Como 0 < SQFE < SQT, temos 0 < R? < 1 e quanto maior o valor de R?, maior
é a reducao da variabilidade da resposta explicada pela introducao das variaveis
explicativas.

Um dos problemas associados a utilizacao do coeficiente de determinagao como
medida da qualidade do modelo é que ele nao leva em consideracao o numero de
parametros envolvidos. Quanto mais variaveis explicativas forem introduzidas no
modelo, mais o coeficiente R? se aproximara de 1. Para contornar esse problema,
podemos considerar o coeficiente de determinagao ajustado:

R2:1_(n—1) SQE

n—p) SQT"

O coeficiente R? pode diminuir quando adicionamos varidveis explicativas ao modelo
pois o decréscimo que isso acarretara em SQFE pode ser compensado pela perda de
graus de liberdade no denominador n — p.
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C.5 Diagnéstico

Modelos estatisticos sao utilizados como aproximagoes de processos complexos e sao
construidos sobre um conjunto de suposicoes. Para efeitos praticos, é importante
avaliar se tais aproximacoes sao aceitaveis. Isto pode ser concretizado por meio de
técnicas de diagndstico, que englobam a avaliacao do ajuste e a andlise de
sensibilidade. No primeiro caso, o objetivo é avaliar se as suposi¢oes adotadas sao
compativeis com os dados; no segundo, o objetivo ¢é estudar a variagao dos resultados
da analise quando a formulacao inicial do modelo ¢ ligeiramente modificada. Se esta
variacao for “substancial” no sentido de mudar as conclusoes, diz-se que o modelo
nao é robusto. Nesse caso, ou as conclusoes devem ser tomadas (se tomadas) de
forma cautelosa, ou entao deve-se optar por outro modelo.

Para ilustrar a importancia do uso das técnicas de diagnéstico, apresentamos
na Tabela quatro conjuntos de dados (A, B, C e D) extraidos de Anscombe
(1973). Cada um desses conjuntos contém os valores de uma variavel explicativa (x)
e de uma varidvel resposta (y).

Tabela C.5.1: Dados obtidos de Anscombe (1973)

A B C D

z Y z Y z Y z Y
100 804 100 9.14 100 746 80 6.58
8.0 695 80 814 80 6.77 80 5.76
13.0 7.58 13.0 874 13.0 12.74 8.0 7.71
90 881 90 877 9.0 711 80 884
11.0 833 11.0 9.26 11.0 7.81 8.0 847
14.0 996 14.0 810 140 884 80 7.04
6.0 724 6.0 613 60 6.08 80 525
4.0 426 4.0 3.10 4.0 539 19.0 12.50
12.0 10.84 12.0 9.13 12.0 &8.15 8.0 5.56
70 482 70 726 70 642 80 791
5.0 568 50 474 50 573 80 6.89

Consideremos o ajuste do seguinte modelo de regressao linear simples
Yi = a+ Px; + e,
i=1,..,11 com E(e;) =0, V(e;) = 0 e Cov(e;, e;) =0, i # j a cada um dos qua-

tro subconjuntos de dados. Na Figura apresentamos diagramas de dispersao
correspondentes a cada subconjunto; as linhas tracejadas correspondem as retas
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ajustadas pelo método de minimos quadrados. No conjunto A, o modelo parece ade-
quado; no conjunto B, um modelo quadratico seria mais conveniente e no conjunto
C, o modelo parece ajustar-se bem aos dados, com excegao do ponto (13.0, 12.74)
que se caracteriza como uma observagao discrepante (outlier) | No conjunto D, o
coeficiente de regressao [ é significativo apenas em func¢ao do ponto (19.0,12.50).
No entanto, para os quatro conjuntos de dados, temos a = 3.00, E = 0.50, 02 = 1.53
e R? = 0.667 o que evidencia que o coeficiente de determinacao (R?) nem sempre
¢ uma boa medida para a avaliacao da qualidade do ajuste. Essa avaliacao precisa
ser complementada por outros métodos, alguns dos quais descrevemos a seguir.

Figura C.5.1: Diagramas de dispersao (dados da Tabela C.5.1)
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C.5.1 Analise de residuos

Residuos sao utilizados para avaliar a validade de determinadas suposicoes de mode-
los estatisticos. No caso de modelos de regressao linear classicos, podemos utilizé-los
para verificar homocedasticidade, existéncia de pontos discrepantes, normalidade e
independéncia dos erros. Nés adotamos a proposta de Cox & Snell (1968), que apre-

7 ~ 7 . . .
Grosso modo, uma observacao é chamada discrepante, se apresenta um comportamento distinto
das demais.
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sentam uma forma geral para definir residuos para modelos que contém uma tnica
fonte de variagao.

Consideremos o modelo de regressao linear
y=X8+e (C.5.1)

com e ~ N,(0,0%L,). Seja ,@ o estimador de minimos quadrados (ordinérios) de 3
ey =X8=X(X"X)"'X"y = Hy, o vetor dos valores ajustados. A matriz

H=XX"X)"'X"

é simétrica e idempotente e representa a matriz de projegao de y no subespago C(X)
(para maiores detalhes, veja o Teorema [A.2.7). O vetor de residuos ordindrios ¢é
definido como

e=[c,..e] =y-y=(1-H)y (C.5.2)
— (I-H)(XB+e)=(I-He, (C.5.3)

de onde podemos concluir que € ~ N,,(0,0*[I—H]). A relagao entre o vetor de erros

e o vetor de residuos ordinarios depende somente da matriz chapéu (hat matriz)
H. [

Apresentamos a seguir algumas transformacoes dos residuos ordinarios apropri-
adas para fins de diagnéstico. O leitor interessado pode consultar Cook & Weisberg
(1982), por exemplo, para detalhes.

A distribuicao do vetor de residuos ordinarios depende tanto de 02 quanto da ma-
triz H; consequentemente, os residuos podem ter variancias distintas. Para efeito de
comparagao, convém construir residuos padronizados que nao dependam dessas
quantidades. Se o2 for conhecido, uma padronizacao natural consistiria na divisao de
¢; pelo seu desvio padrao, a saber, ov/1 — hy;, em que h;; denota o i-ésimo elemento
da diagonal principal de H. Pode-se mostrar que hy; = x, (X' X) 1x; em que x; é
a 1-ésima linha de X. Com essa padronizacao, a distribuicao conjunta dos residuos
transformados nao depende da variancia. Como, em geral, 02 ¢ desconhecida, uma
alternativa é considerar os residuos studentizados, definidos por

Sk €; .

€, = ﬁ, 1 = 17...,TL.
Um gréfico de €} versus y; (o valor predito da i-ésima observagao) é ttil para verificar
a plausibilidade da suposicao de homocedasticidade; quando esta suposicao é ver-
dadeira, espera-se que o comportamento de € em torno do valor zero seja aleatério

*Essa denominagao, dada por J.W. Tukey, se deve ao fato de H ser base da transformacao
linear do vetor dos valores observados no vetor de valores ajustados, y = Hy, ou seja, H “coloca”
o chapéu (7) no vetor y. Ela também é chamada de matriz de predigao.
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e que sua variabilidade tenha magnitude independente do valor de 7;. Esse tipo de
grafico também pode ser utilizado para avaliar a suposicao de linearidade assumida
pelo modelo, além de revelar para quais observagoes essa suposicao parece inade-
quada. Se a suposicao for verdadeira, esperamos que nenhuma tendéncia na dis-
posicao dos residuos seja detectada. Como ilustracao, considere a Figura que
corresponde aos residuos associados a quatro ajustes ficticios. No gréafico C.5.2(a)
nao detectamos nenhum tipo de violacao das suposicoes de homocedasticidade e de
linearidade; no grafico C.5.2(b), podemos notar que a variabilidade dos residuos au-
menta com a magnitude do valor ajustado, indicando que o modelo em questao deve
ser heteroceddstico e nos graficos C.5.2(c) e C.5.2(d) podemos notar uma tendéncia
nao linear dos residuos, o que sugere a ma especificagao da forma funcional. Nesses
casos, uma funcao nao linear talvez fosse mais adequada para representar a relagao
entre o valor esperado da varidvel resposta e os valores da variavel explicativa.

Figura C.5.2: Residuos studentizados versus valores ajustados
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Os residuos studentizados que apresentam um valor absoluto “muito grande”
(maior que 2 ou 3, por exemplo) identificam observagoes discrepantes. Este critério
tem cunho puramente descritivo, dado que na realidade (€})?/(n—p) ~ Beta[l1/2, (n—
p— 1)/2]E|, indicando que |€f]| < y/n — p. Além disso, pode-se mostrar, que E[ef] = 0,
V[e;] = 1 e que Covle;,e5] = —hy;/[(1 — hi)(1 — hy;)]/2. Para detalhes e demons-

tracao destas propriedades, veja Cook & Weisberg (1982), por exemplo.

’ Beta(a, b) denota a distribuicao beta com pardmetros a,b > 0.
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Na defini¢ao dos residuos studentizados, utilizamos o quadrado médio do residuo
(5?) como estimador de 0. Dada a dependéncia entre ¢; e s, a distribui¢ao de € nao
possui uma densidade com tratamento matemaético facil. Isto motiva outra forma
de padronizacao dos residuos ordinarios em que um estimador de o2 independente
de e; ¢ utilizado. Com essa finalidade, podemos considerar o quadrado médio do
residuo obtido com a omissao da i-ésima observacao, que pode ser calculado como

fym (222G,
n—p—1

Pode-se provar que €} e s%i) sao independentes, de forma que definimos os residuos
studentizados externamente como

€ :
= 1=
s@v1—hi

Cook & Weisberg (1982) mostram que ¢; ~ t(n —p — 1) e que

t N n—p—l 1/2
izei N2 )
n—p— ()2

indicando que t; é uma transformacao mondtona crescente de € e proporcionando
uma forma de calculo que prescinde do ajuste do modelo sem a i-ésima observacao.

ti 1,...,71,.

Além disso, é possivel mostrar que valores “grandes” de |t;|, e consequentemente
de [€|, podem ser utilizados como identificadores de observagoes significativamente
discrepantes; detalhes que incluem sugestoes para pontos de corte podem ser obtidos

em Cook & Weisberg (1982).

Outros tipos de residuos, tais como residuos preditos (predicted residuals)
e residuos recursivos (recursive residuals), também sdo discutidos em Cook &
Weisberg (1982).

C.5.2 Analise da suposicao de normalidade

Na teoria cldssica de regressao, tanto intervalos de confianca quanto testes de hipoteses
sobre os parametros de modelos lineares sao baseados na suposicao de normalidade
dos erros. A verificacao da plausibilidade dessa suposicao é fundamental para a
validade dos procedimentos inferenciais (exatos). Como os residuos sao essencial-
mente preditores dos erros do modelo, nada mais natural do que utilizd-los com
essa finalidade. Nesse sentido, gréficos do tipo QQ (quantis-quantis), em que
dispomos os residuos studentizados ordenados (quantis observados) no eixo das or-
denadas e os quantis obtidos da distribui¢do normal padrao (quantis tedricos) no
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eixo das abscissas, sao ferramentas utilissimas. Quando a distribui¢ao dos erros é
gaussiana, espera-se que esses residuos estejam dispostos numa vizinhanca da reta
com inclinacao de 45 graus. Esse tipo de grafico também pode ser ttil para detec-
tar a presenca de observacoes discrepantes, para avaliar se a distribuicao dos erros
possui caudas mais pesadas que a distribui¢ao normal, para avaliar se os erros sao
heterocedasticos etc.

Esses graficos podem ser obtidos por meio do seguinte procedimento:

i) Ajustar o modelo (C.5.1)), obter o vetor de residuos studentizados €* = (e,...,¢e%)"

n

e o vetor de residuos studentizados ordenados, (8{1) < éTQ) <...< ?{n))T.
ii) Calcular p; = (i — 0.375)/n, i = 1,...,n e definir os quantis amostrais de

ordem p;, i =1,...,n como Q,, = ’e\("i).
iii) Obter os quantis normais Z,, = P[Z < Z(p;)] =pi, i =1,...,n em que Z ¢é
uma variavel com distribuigao N (0, 1).

iv) Construir o gréafico de dispersao @, X Z,.

Como em graficos do tipo QQ, é dificil avaliar afastamentos da normalidade
visualmente, Atkinson (1985), sugere a construcao de bandas de confianga, deno-
minadas envelopes simulados (simulated envelopes). Essas bandas de confianga
sao obtidas por meio de simulacao de dados com distribui¢ao normal com vetor de
médias iguais a zero e matriz de covariancias (I — H).

Um algoritmo para sua construcao é o seguinte

i) Ajustar o modelo 1} obtendo B, s? e o vetor de residuos studentizados

ex.

ii) Construir o grafico QQ correspondente.

iii) Gerar um vetor z com n elementos correspondentes a valores independentes
de uma distribuicao N(0,1).

iv) Obter um vetor de observagoes simuladas y, = XB + s2Z.

v) Ajustar o modelo y, = X3 + e,, obter o vetor de residuos studentizados
(simulados) €% e ordenar seus componentes.

v) Repetir os itens (iii)-(v) m vezes, gerando para cada p; = (i — 0.375)/n, um
conjunto de m residuos simulados.

vi) Selecionar para cada p;, o menor e o maior residuo simulado e inclui-los no
grafico QQ construido no item (ii).

vii) Construir o limite inferior (superior) do envelope simulado ligando os pontos
do conjunto de menores (maiores) residuos simulados.
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Se o modelo estiver correto, espera-se que todos os pontos observados no grafico QQ
fiquem contidos no envelope simulado em [m/(m + 1)] x 100% das vezes. Quando
m = 19, isso corresponde a 95% das vezes.

Para detalhes a respeito de sua construcao, veja Atkinson (1985), Atkinson &
Riani (2000) ou Paula (2004), por exemplo. O mesmo tipo de procedimento pode
ser empregado em situacoes em que outras distribuigoes para os erros sao adotadas
no modelo. Paula (2004) apresenta vérios algoritmos (em linguagem S-Plus e R)
para construgao de graficos envelope simulados, baseados em varias distribuicoes
(Gama, Binomial, Poisson etc.).

Na Figura , apresentamos exemplos de graficos QQ (e envelopes simulados)
com diferentes padroes de afastamento das suposicoes de normalidade, homocedas-
ticidade ou simetria. Por exemplo, no gréafico C.5.3(a), ndo hé indicios contrarios as
hip6teses de normalidade e homocedasticidade; no grafico C.5.3(b), os residuos estao
proximos dos limites das bandas de confianca, evidenciando que a distribuicao dos
erros deve ser heterocedéstica. O grafico C.5.3(c) [C.5.3(d)] apresenta caracteristicas
tipicas de casos em que a distribuicao dos erros padronizados tem caudas mais pesa-
das (mais leves) que a distribuigdo normal padrao. Quando a distribui¢ao dos erros
padronizados possui caudas mais pesadas (leves) que a distribui¢ao normal padrao,
o grafico QQ assume a forma de S, com os quantis extremos do residuo studentizado
maiores (menores) que os quantis teéricos da distribuigao normal padrao. Por fim,
o grafico C.5.3(e) [C.5.3(f)] mostra uma situagdo em que a distribuigao dos erros
¢ assimétrica a direita (a esquerda). Quando se tem uma distribui¢ao assimétrica
a direita, o grafico apresenta a forma de um J; se a distribuicao for assimétrica a
esquerda, o grafico apresenta a forma de um J invertido.
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Figura C.5.3: Envelopes simulados com coeficiente de confianca 95%
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C.5.3 Analise de sensibilidade

A anilise de sensibilidade visa avaliar o comportamento do ajuste de um modelo
sujeito a algum tipo de perturbacao, ou seja, sob alguma mudanca nas hipdteses
ou nos dados. Como cada observacao nao tem a mesma influéncia em todas as
caracteristicas do ajuste do modelo, é natural que se defina aquela na qual se quer
focar a analise. Se o objetivo for fazer previsoes, entao é razoavel medir a influéncia
das observacoes nos valores preditos e nao nos parametros de localizacao, como
mencionam Chatterjee & Hadi (1986) e Chatterjee & Hadi (1988).

Existem medidas de influéncia baseadas nos residuos, na curva de inﬂuénciam,
na verossimilhanca, no volume dos elipsoides de confianca, em um subconjunto do
vetor de parametros de localizagdo (influéncia parcial) e nos pontos remotos do
espago vetorial gerado pelas colunas da matriz de especificagao X.

Dentre as abordagens mais utilizadas na pratica para medir influéncia em mo-
delos lineares, destacam-se aquelas baseadas em influéncia local considerada em
Cook (1986) e aquelas obtidas por intermédio da eliminacao de observagoes (influéncia
global).

O poder de alavanca (leverage) da i-ésima observagao (y;) é a derivada par-
cial 0y;/0y; e indica a taxa de variagdo do i-ésimo valor predito quando a i-ésima
observacao € acrescida de um infinitésimo. No modelo linear cldssico, o vetor de
valores preditos (ajustados) é dado por ¥y = Hy e consequentemente,

Jdy /oy = H,

indicando que o poder de alavanca da i-ésima observagao é dado por h;, ou seja,
pelo -ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projecao H. Como essa
matriz é simétrica e idempotente, é possivel mostrar qu

0 Shnél, izl,...,n,
hij < hi(l—=hy), 1<i<j<n.

Desta forma, se h; = 1, entdo y; = v;, implicando que a i-ésima observacao tem
influéncia total no seu valor predito. Além disso, como tr(H) = Y% hyi = p,
entdo o valor médio do poder de alavanca é p/n. Quando todos os n elementos
da diagonal principal de H sao préximos de p/n, nenhuma observacao influencia

o seu valor predito de forma desproporcional; entao podemos dizer que a i-ésima

" A curva de influéncia de uma estatistica T (21,...,2,) corresponde a um gréfico com os valo-
res de uma nova observacao amostral x, 1 no eixo das abscissas e com os valores da estatistica
T(z1,...,Tn,Tnt1) DO eixo das ordenadas; ela dd uma ideia de como a estatistica é influenciada
pelo acréscimo de uma tnica observagao amostral.

11 7 7 7 — . . .
Também é possivel mostrar que n~' < h;; < 1 se o modelo incluir intercepto.
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observagao tem alto poder de alavanca (high leverage) se hy; > 2p/n ou hy; > 3p/n,
por exemplo. Esse critério é arbitrario e deve ser encarado com espirito puramente
descritivo. Em funcao de , podemos concluir que, em geral, observagoes com
alto poder de alavanca apresentam residuos pequenos relativamente aos demais.

Para exemplificar, consideremos o modelo de regressao y; = o + SBx; +e;, © =
1,...,n, com Eleg;] =0, V[e;] = 0% e Cov(e;, e;) =0, i # j. Nesse caso, o poder de
alavanca da i-ésima observagao é dado por

1 (.IZ — (Z’)Q
hi= -+ == 3
no i (zi—7)
e consequentemente, a i-ésima observagao tem alto poder de alavanca se x; for um
valor discrepante no conjunto {zy, ..., x,}.

De uma forma geral, é possivel mostrar que observagoes com alto poder de ala-
vanca sao aquelas associadas a covaridveis discrepantes em C(X) como observado
por Chatterjee & Hadi (1988) e Wei, Hu & Fung (1998). Mais detalhes, podem ser
obtidos em Cook & Weisberg (1982), Chatterjee & Hadi (1988), Wei et al. (1998),
Atkinson & Riani (2000) e Paula (2004), por exemplo.

A titulo de ilustracao, na Figura[C.5.4, mostramos os gréficos de hy; versus indice
das observagoes para os quatro subconjuntos de dados apresentados na Tabela[C.5.1]
Nos subconjuntos A, B e C nao existe indicio de observagoes com alto poder de
alavanca. Por outro lado, no subconjunto D, a observacao 8 apresenta hgg = 1
indicando que o coeficiente angular da regressao é significativo apenas pela sua
presenca. Como os valores da varidvel explicativa sao idénticos nos conjuntos A, B
e C, as matrizes H correspondentes também sao as mesmas e consequentemente, os
poderes de alavanca associados sao iguais.
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Figura C.5.4: Poder de alavanca versus indice das observacoes
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Consideremos agora um modelo de regressao linear y = X3 +e com E(e) =0 e
V(e) = 0?1 e suponhamos que hd interesse em incluir uma nova varidvel explicativa,
digamos w, de forma que o modelo passa a ser

y=XB+yw+e" =X"8"+¢e* (C.5.4)

com 7 representando o coeficiente da nova variavel, w = (wy, ...,w,) ", X* = (X, w),
B =(B",7)" e e* representando um conjunto de erros aleatérios homocedésticos e
nao correlacionados. Sob normalidade dos erros, podemos verificar a plausibilidade
da inclusao da nova covariavel, por exemplo, por meio de um teste ¢t paray = 0. Uma
forma alternativa para avaliar a importancia da inclusao da covariavel é descrita a
seguir.

Inicialmente, observemos que as equagoes de estimacao (equagoes normais) para
a obtencao do estimador de minimos quadrados ordinarios de B* sob o modelo

[©53) sio
X'XB+X'wy = X'y
WTX,B\—{—WTW/’)? = w'y.

Resolvendo esse sistema, obtemos o estimador de minimos quadrados
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Lembrando que (I — H) é uma matriz idempotente, podemos reexpressar esse esti-
mador como
- w/(I-H(I-H)y ¢,
TTW(I-HI-Hw &8,

come = (I-H)y ee, = (I—H)w de forma que ele pode ser interpretado como o es-
timador de minimos quadrados (ordindrios) do coeficiente angular de uma regressao
(sem intercepto) tendo como varidvel resposta os residuos ordinérios (€) obtidos
do modelo inicial (sem a covaridavel w) e como varidvel explicativa os residuos (€,)
obtidos do modelo de regressao w = X3 + e,,.

O grafico de dispersao entre os residuos € e €,, conhecido como grafico da
variavel adicionada ou grafico de regressao parcial (partial regression plot)
fornece informagao sobre os ganhos com a inclusao da covariavel w no modelo. Ele
também pode ser 1til para identificar pontos que se desviam da relacao linear entre os
residuos, e que podem ser encarados como observagoes influentes na estimagao de ~.
Mais detalhes e extensoes, que fogem ao escopo deste texto, podem ser encontrados
em Cook & Weisberg (1989) e Cook (1996), por exemplo.

Em modelos de regressao linear multipla, uma estratégia para identificar ob-
servacoes influentes na estimacao dos coeficientes do vetor de parametros, consiste
em construir um grafico desse tipo para cada covariavel do modelo.

Cook (1977), por outro lado, sugere que a influéncia de uma particular ob-
servagao, ou de um conjunto de observagoes, seja avaliada por intermédio dos efeitos
provocados por sua eliminacao do conjunto de dados.

Consideremos o modelo de regressao linear (C.5.1) e denotemos por B e B(I),
respectivamente, os estimadores de minimos quadrados de 3 obtidos com todos os
dados da amostra e com a eliminacao do conjunto de observagoes I. Nesse contexto,
uma das medidas mais utilizadas é a distancia de Cook definida por

—~ —~ T —~ —~
B-By| XX BBy [-5.] [F-5u)]
Dy = v = v . (C.5.5)

comy = XB’ e 37([) = X,@([) representando respectivamente, o vetor de valores
preditos pelo ajuste do modelo com todos os dados da amostra e aquele obtido
com a eliminacao do conjunto de observacgoes I. A estatistica D; mede a influéncia
das observagoes do conjunto I na estimativa de 3 segundo a métrica definida por
(ps?)~'X "X ou equivalentemente, a influéncia dessas observacoes no vetor de valores
preditos. Valores grandes de D; indicam que as observacoes do conjunto I sao
influentes na estimacgao de B ou nos valores de y. Sob essa abordagem, ¢ essencial
obter expressoes que relacionem o estimador do parametro de interesse calculado com
base em toda amostra com o respectivo estimador calculado apods a eliminacao de um
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conjunto de observagoes sem a necessidade de reajustar o modelo. Em particular,
quando apenas a i-ésima observacao ¢é eliminada, é possivel mostrar que

3 3 e Ty -1

de tal forma que a distancia de Cook correspondente é

~ ~ T ~ ~
[5 - /3(1‘)] (XTX) [/3 - /3(1')} 2 hy
D; = . =t (C.5.6)
ps p (1 —hy)
Dada a expressao (C.5.6)), a influéncia da i-ésima observagao depende tanto do res-
pectivo residuo studentizado quanto do grau de alavanca da observagao em questao;
se h;; ~ 0 (indicando um baixo poder de alavanca) entdo D; assume um valor “pe-
queno”, mesmo quando a i-ésima observacao for altamente discrepante, indicando

que a distancia ((C.5.6) pode nao ser adequada nessas situagoes.

Outras propostas sao sugeridas na literatura para contornar este fato. Por exem-
plo, Belsley, Kuh & Welsch (1980) sugerem a utilizagao de

Bl ha \'"* hi
e - 9 () () e

enquanto Atkinson (1981) sugere uma versao modificada da distancia de Cook, ob-
tida com a substituicao de s? por s%i) e ajustada pelo tamanho da amostra, a saber,

1/2
n—p h
cz:< g 1—h~) It]. (C.5.8)

Quando todos os h;; sdo iguais, C; = |t;]. Chatterjee & Hadi (1988) sugerem outros
usos para esta versao da distancia de Cook. Em particular, esses autores comentam
que Cf = sinal(y; — 4;)C; (1 =1, ...n) podem ser utilizados como residuos.

Em tese, essas trés medidas de influéncia competem entre si. Todavia, como
destacam Cook, Pena & Weisberg (1988) e Paula (2004) elas servem para avaliar
diferentes aspectos da influéncia das observacoes nos resultados do ajuste. Por exem-
plo, ¢ mais adequada para medir a influéncia das observagoes nos parametros
de localizacao (), enquanto que tem o objetivo de medir a influéncia das
observagoes nos parametros de localizagao e escala simultaneamente embora possa
falhar em algumas situagoes, como indicam Cook et al. (1988). Segundo Paula
(2004), observagoes discrepantes com baixo poder de alavanca dificilmente influem
na estimacao de B e nao comprometem o potencial uso de ((C.5.5)).

Gréficos das medidas de influéncia versus indices das observacoes sao ferramentes
luteis para a identificagao observagoes influentes, i.e., aquelas com valores da medida
de influéncia “grandes” em relagao aos demais.
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Medidas de influéncia como a distancia de Cook sao baseadas na mudanga do
centro (definido em termos dos parametros de regressao) dos elipséides de con-
fianca para o vetor de parametros 3, nomeadamente

{Ber: (B-B)T(XX)B~B) <ps’Fyup ()] (C5.9)

em que F, ,_p) () denota o quantil de ordem 1 — o da distribui¢ao F' com p graus
de liberdade no numerador e n —p no denominador. A avaliacao da influéncia de um
conjunto de observacoes também pode ser concretizada a partir do volume desses
elipséides. Na Figura|C.5.5] ilustramos um elipséide de confianga com coeficiente de
confianca de 95% para os parametros de uma regressao linear simples. O volume do
elipsdide esta diretamente relacionado com a estimativa da matriz de covariancias
de B e por conseguinte, a avaliacao da influéncia das observagoes no respectivo vo-
lume reveste-se de particular importancia, uma vez que a variancia dos estimadores
dos coeficientes podem ser extremamente afetadas por poucas observagoes. Aqui
apresentamos duas propostas para tal fim; para detalhes, sugerimos uma consulta
a Andrews & Pregibon (1978), Belsley et al. (1980), Cook & Weisberg (1982) ou
Chatterjee & Hadi (1988), por exemplo.

Figura C.5.5: Elipséide de confianga com coeficiente de confianca 95%

O volume do elipséide (C.5.9) é inversamente proporcional a raiz quadrada de
|XTX]|. Por isso, Andrews & Pregibon (1978) sugeriram avaliar a influéncia da
1-ésima observagao por meio de

-
XmX@
s? | XTX|

8%7,) /6\52
4 s (C.5.10)

AP, =

Valores de AP; muito distantes de 1 indicam que a observagao em questao é poten-
cialmente influente com relacao a matriz de covariancias de 3. Propriedades desta
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medida podem ser encontrados em Cook & Weisberg (1982) ou Chatterjee & Hadi
(1988), por exemplo.

Belsley et al. (1980) sugerem que se avalie a influéncia da i-ésima observagao na
matriz de covariancias de 3 por meio de

COVRATIO, — ’V[B wl] ’33)(’(5)?{(2‘))‘1
C e REX
n—p—e\" 1
B (n—p—l) 1— hoi (C.5.11)

Se todas as observagoes tiverem o mesmo grau de influéncia, espera-se que COVRATIO; =~
1; afastamentos da unidade indicam que a a observagao correspondente ¢ potenci-
almente influente com relagao a matriz de covariancias de 3. Belsley et al. (1980)
sugerem utilizar o seguinte limiar para identificar observagoes influentes

|COVRATIO; — 1] > 3p/n.

Esse limiar, assim como aqueles mencionados anteriormente, tem cunho totalmente
descritivo.

Na Figura mostramos graficos que ilustram a diferenca entre observacoes
discrepantes, alavanca e influentes.

Figura C.5.6: Diferenca entre observagoes alavanca, discrepantes e influentes
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Todos os procedimentos aqui discutidos sao baseados na eliminacao de conjuntos
de observacoes e sao conhecidos na literatura como métodos de influéncia global.
Todavia existem técnicas de diagndstico baseados na discrepancia da funcao de ve-
rossimilhanca quando perturbamos as observagoes de alguma forma. Tais técnicas,
conhecidas sob a denominagao geral de influéncia local, foram propostas por Cook
(1986). Para detalhes, veja, por exemplo, Cook (1986) ou Paula (2004).

C.5.4 Analise da suposicao de correlacao nula

Em geral, a suposi¢ao de que os erros do modelo linear sao nao correlacionados deve
ser questionada com base no procedimento de coleta de dados. Como ilustracao,
consideramos dois exemplos nos quais essa caracteristica justifica a duvida. O pri-
meiro exemplo é um caso simples dos problemas abordados pelas técnicas de anélise
de séries cronoldgicas; o segundo exemplo é o caso tipico daqueles que constituem o
objeto do nicleo deste texto. Ambos sao apresentados aqui com a finalidade de mos-
trar como as técnicas de analise de regressao podem ser empregadas para analisar
modelos mais gerais do que aqueles governados pelo paradigma de Gauss-Markov.

Exemplo C.5.1: Na Tabela apresentamos valores do indice de custo de vida
(ICV) na cidade de Sao Paulo colhidos pela Fundagao Getilio Vargas entre janeiro
de 1970 e junho de 1979 com o objetivo de avaliar seu crescimento nesse periodo.
O gréfico de dispersao correspondente esta disposto na Figura Com base em
argumentos de teoria econdomica, é razoavel supor que o ICV num determinado meés
seja correlacionado com aqueles obtidos em meses anteriores.
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Tabela C.5.2: Indice de custo de vida para Sdo Paulo (jan/70 a jul/79)
Obs ICV Obs ICV Obs ICV Obs ICV Obs ICV

1 71.6 24 100 47 133 70 223 93 415
2 725 25 102 48 134 71 227 94 424
3 735 26 104 49 135 72 230 95 436
4 745 27 105 50 140 73 238 96 449
5 752 28 106 51 146 74 251 97 456
6 76.3 29 107 52 153 7 256 98 474
7 769 30 108 53 156 76 263 99 486
8§ 781 31 110 54 158 7t 270 100 495
9 80 32 112 55 162 78 275 101 510
10 80.9 33 114 56 165 79 280 102 535
11 81.7 34 116 57 167 80 290 103 558
12 82.9 35 117 58 170 81 298 104 572
13 84.7 36 118 59 174 82 305 105 586
14 86.3 37 119 60 178 83 310 106 602
15 88.8 38 120 61 183 84 318 107 617
16 90.9 39 122 62 188 85 329 108 628
17 91.5 40 124 63 190 86 343 109 653
18 934 41 125 64 194 87 359 110 667
19 94.6 42 126 65 198 88 375 111 707
20 959 43 128 66 204 89 383 112 731
21 96.7 44 129 67 208 90 393 113 746
22 978 45 131 68 215 91 400 114 778
23 99.1 46 132 69 219 92 407

Figura C.5.7: Grafico de dispersao para os dados do Exemplo C.5.1
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Tendo em vista o gréafico de dispersao apresentado na Figura[C.5.7, uma primeira
abordagem para a analise dos dados do Exemplo C.5.1 poderia envolver um modelo
da forma

log(y;) = a+ Bt +41* + ey, (C.5.12)

t=1,...,n em que y; representa o ICV no instante ¢, a denota o valor esperado
do ICV no tempo t = 0, B e ~ representam os componentes linear e quadratico
da curva que rege a variagao temporal do logaritmo do ICV e e; denota um erro
aleatorio. Utilizamos t como indice para salientar que as observacoes sao colhidas
sequencialmente.

O coeficiente de determinagao R? = 0.9986 indica que o ajuste (por minimos
quadrados) do modelo com a = 4.310 (EP = 0.007), B = 0.008 (EP< 0.001) e
~ = 0.0001 (EP < 0.00001) é excelente (sob essa ética, obviamente). Por outro lado,
o gréfico de residuos apresentado na Figura|C.5.8 mostra sequéncias de residuos posi-
tivos seguidas de sequéncias de residuos negativos, sugerindo uma possivel correlagao
positiva entre eles (autocorrelagao).

Figura C.5.8: Residuos studentizados obtidos do ajuste do modelo ((C.5.12))

Residuos studentizados
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Uma maneira de contornar esse problema, é modificar os componentes aleatérios
do modelo para incorporar essa possivel autocorrelacao nos erros. Nesse contexto,

podemos considerar o modelo ((C.5.12)) com
e =pe1t+u, t=1,....n (C.5.13)
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em que u; ~ N(0,0%), t = 1,...,n, independentes e ¢y é uma constante (geral-
mente igual a zero). Essas suposi¢oes implicam que Var(e;) = 02/(1 — p?) e que
Cov(er, e1-s) = p°lo? /(1 — p?)].

Para testar a hipdtese de que os erros sao nao correlacionados pode-se utilizar a
estatistica de Durbin-Watson:

D= (& —e-) Zet, (C.5.14)
t=2

em que ¢, t = 1,...,n sao os residuos obtidos do ajuste do modelo (C.5.12)) por
minimos quadrados. Expandindo ((C.5.14)) obtemos

D D 12 € Zt 2 €1 _ 22?:2 erer—1
Zt 1 et Zt 1 e Z?:l €7
Zt z/e\t/e\t 1

Zt 1€t ’

Se os residuos nao forem correlacionados, entao >, €;6;—1 ~ 0 e consequentemente,
D = 2; se, por outro lado, os residuos forem altamente correlacionados, esperamos
que Y p el Ay p, € e entdo D = 0; finalmente, se os residuos tiverem uma
grande correlagao negativa, esperamos que Y . ,€:€;_1 ~ — » . ,€; € nesse caso,
D =~ 4. Durbin & Watson (1950), Durbin & Watson (1951) e Durbin & Watson
(1971) produziram tabelas da distribuigao da estatistica D que podem ser utilizados
para avaliar a suposi¢cao de que os erros sao nao correlacionados.

22—

Q

(C.5.15)

Se a andlise indicar que os erros sao correlacionados, o modelo ((C.5.12)) - (C.5.13))
podera ser ajustado pelo método de minimos quadrados generalizados. Com esse
intuito, notemos primeiramente que (C.5.13)) sugere o seguinte modelo de regressao
linear simples sem intercepto

€t = Pet—1 + Ut

de onde podemos obter estimadores de o2 e p; mais especificamente,

F=Y e 1/2

t=2

(n—1) lzn: — per1)?

t=1

Expressando o modelo (C.5.12)) - (C.5.13)) na forma matricial, o vetor de parametros
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é B=(a,B3,7)" e a matriz de covariancias é

1 p p2 pnfl
2 p 1 p P2
V= P op 1 pr?
1—p? : :
I pn—l pn—2 pn—3 . 1 |

Substituindo os elementos de V por seus estimadores, podemos utilizar (C.2.6) para
estimar (3.

O valor da estatistica de Durbin-Watson para os dados do Exemplo C.5.1 sob
o modelo (C.5.12)) é D = 0.1259 (p < 0.0001), sugerindo um alto grau de autocor-
relagao dos residuos.

Exemplo C.5.2: Na Tabela apresentamos dados provenientes de um estudo
em que o objetivo é avaliar a variacao do peso de bezerros submetidos a diferentes
dietas (tipos de pasto) entre 12 e 26 semanas apds o nascimento. Como animais mais
pesados (ou mais leves) no inicio do estudo tendem a permanecer mais pesados (mais
leves) ao longo do tempo (pelo menos, ao longo das primeiras observagoes) é razoavel
supor que o peso de cada animal numa determinada semana seja correlacionado com
seu peso na semana anterior.

Tabela C.5.3: Peso de bezerros (kg)

Semanas apds nascimento

12 14 16 18 20 22 24 26
54.1 654 751 879 98.0 108.7 1242 131.3
91.7 104.0 119.2 133.1 1454 156.5 167.2 176.8
64.2 81.0 91.5 106.9 117.1 127.7 144.2 154.9
70.3 80.0 90.0 102.6 101.2 1204 130.9 137.1
68.3 772 842 96.2 104.1 114.0 123.0 132.0
439 48.1 583 686 785 86.8 99.9 106.2
87.4 954 110.5 1225 127.0 136.3 144.8 151.5
745 86.8 944 103.6 110.7 120.0 126.7 132.2
50.5  55.0 H59.1 689 782 751 79.0 77.0
91.0 955 109.8 1249 1359 148.0 154.5 167.6
83.3 89.7 99.7 110.0 120.8 135.1 141.5 157.0
76.3 80.8 94.2 102.6 111.0 115.6 1214 134.5
55.9 61.1 67.7 809 93.0 100.1 103.2 108.0
76.1 81.1 84.6 89.8 974 111.0 120.2 134.2
56.6  63.7 70.1 744 8.1 90.2 96.1 103.6
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O gréfico do desenhista (draftman’s plot) para os dados do Exemplo C.5.2
disposto na Figura sugere uma variacao linear do peso médio dos animais ao
longo do periodo estudado, para a qual podem-se usar modelos do tipo

Yij :oz—l—ﬁxl-j—i—eij, 1= 1,...,n, j: 1,...,mi, (C516)

em que y;; denota a j-ésima medida do peso do i-ésimo animal, x;; indica o nimero
de semanas pds-nascimento em que foi realizada essa medida, « representa o peso
esperado dos animais ao nascer (admitindo que o modelo linear possa ser extrapolado
para o periodo entre o nascimento e a décima segunda semana), [ representa a
variacao esperada do peso dos animais por semana e e;; corresponde a um erro
aleatério com média nula e variancia constante 0. Esse modelo, particularizado
para o Exemplo C.5.2, em todos os animais foram observados nos mesmos instantes,
¢ tal que n =15, m; = m =8 e x;; = x;.

Sob a suposicao de que os erros e;; sdo nao correlacionados, estimativas (e erros
padroes) dos parametros de localizacdo do modelo ((C.5.16) obtidas por minimos
quadrados sao a = 13.5 (EP= 7.8), B = 4.7 (EP= 0.4); a estimativa do desvio
padrao é 5. = 20.1 e o coeficiente de determinacao ajustado é R?> = 0.53. Uma
andalise de residuos nao indica violagoes das suposicoes de heterocedasticidade e
normalidade dos erros.

Figura C.5.9: Grafico de dispersao para os dados do Exemplo C.5.2
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Tendo em vista que varias observagoes sao realizadas em cada animal, podemos
construir um grafico de perfis como aquele apresentado na Figura |C.5.10l Esse tipo
de grafico serve como ferramenta adicional para avaliagao das suposigoes adotadas.
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Figura C.5.10: Grafico de perfis para os dados do Exemplo C.5.2
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Em primeiro lugar, observa-se que nao ha razoes para duvidar da hipdtese de
homocedasticidade, pois a variabilidade das observacoes é similar nos oito instantes
de observagao. Também ndo héd evidéncias nem de unidades amostrais (animais)
com perfis discrepantes nem de observagoes discrepantes. Além disso, a proposta de
uma reta para explicar a variagao do peso médio ao longo do periodo de observagao
nao é contrariada, dada a forma do perfil médio. No entanto, observa-se um certo
“paralelismo” dos perfis individuais, sugerindo uma correlacao positiva entre as ob-
servagoes intraunidades amostrais; os animais mais pesados (leves) tendem a manter
essa caracteristica ao longo das quatorze semanas em que se desenvolveu o estudo.

Para incorporar essa informacao no modelo a ser adotado, uma alternativa é

substituir o termo aleatério do modelo (C.5.16]), fazendo
€ij = Q4 + dij (0517)

com a; e d;; denotando varidveis aleatérias nao correlacionadas com médias nulas e

variancias o2 e o2, respectivamente. As suposigoes adotadas implicam

a) V(yi;) = op + 0?
b) Cov(yij,yu) =02 se i=k e j#I

a

c) Cov(yij,ym) =0 se i #k

de forma que observacoes realizadas na mesma unidade amostral sao correlacionadas
e aquelas realizadas em unidades amostrais diferentes, nao. Embora a suposicao de
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homocedasticidade possa ser questiondvel as covariancias (correlagoes) podem ser
consideradas constantes, como sugerem tanto com a matriz de covariancias (cor-
relagoes) amostral disposta na Tabela quanto com a matriz de graficos de

dispersao (draftman’s plot) apresentada na Figura [C.5.11] Isso é uma indicagao de
que o modelo proposto é uma alternativa razoavel para representar os dados.

Figura C.5.11: Gréfico do desenhista para o Exemplo C.5.2
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Tabela C.5.4: Matriz de covariancias (correlagoes) para os dados do Exemplo C.5.2
Semanas 12 14 16 18 20 22 24 26
12 2297 097 096 093 091 090 0.84 0.85
14 236.3 2572 099 096 094 095 091 0.90
16 270.1 293.7 3443 099 097 097 093 0.93
18 280.2 309.1 366.4 3989 098 098 096 0.94
20 2742 301.8 359.0 3922 3975 098 095 094
22 309.1 342.8 405.1 4429 441.0 509.8 0.99 0.98
24 300.6 343.8 409.7 452.2 449.0 526.3 558.5 0.99
26 341.1 384.2 456.0 498.0 497.3 5H87.1 622.1 705.5

Essencialmente, o modelo (C.5.16)-(C.5.17) é um modelo misto com um efeito
aleatdrio (a;) e sugere que o peso esperado do i-ésimo animal varia linearmente com
o tempo segundo o modelo condicional

Yijlai = (a + a;) + Bry; + dij = o + Brij + dy (C.5.18)

i.e., com a mesma taxa de crescimento (3, porém com pesos esperados ao nascer,
a; = a + a;, diferentes.

Embora o ajuste de modelos mistos do tipo (C.5.16))-(C.5.17)) possa ser facilmente
realizado utilizando a metodologia descrita no Capitulo 2, no caso particular em que
as unidades amostrais sao observadas nos mesmos instantes, i.e., em que z;; = x;
e m; = m, é possivel utilizar um enfoque ingénuo baseado na técnica de minimos
quadrados generalizados para concretiza-lo. Nesse contexto, o nicleo do problema
é a estimagao dos componentes de variancia o2 e 0?. Com essa finalidade, convém

escrever o modelo ((C.5.18) na forma matricial

y =W~ +e,
em que W =[I,, ® 1,,, 1,, ®x], com dimensao nm x (n+ 1), é a matriz de varidveis
explicativas do modelo condicional, x = [z, ... ,xm]T, 1, é um vetor de ordem a
com todos os elementos iguais a 1, y = [y{,...,y,]" com y; = [yi1,. .., ¥im]' ©
Y= [ah s 705n7ﬁ]—r'

Um estimador consistente de o2 é
72 =[nm—(n+ D]y Ly, — WW'W)'W ]y, (C.5.19)

Consideremos agora o modelo

Y, = a+a; + BT +d; (C.5.20)
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em que, Yy, € T representam respectivamente a média dos m valores da variavel
resposta e da covaridvel para a i-ésima unidade amostral e d; = m™! >y dij, 1=

1,...,n. Esse modelo pode ser expresso como
—_— *
Y =p+d;
emque p =a+pred; =a;+d;, 1 =1,...,nsao erros aleatorios independentes com

2

média nula e variancia 72 = 02 + 0% /m. Sob esse modelo, um estimador consistente

de 72 é
n

P=mn-0") 7 -1’ (C.5.21)
i=1
comy =n! Z?:l ;- Consequentemente, um estimador de o> pode ser obtido de
(C.5.19)) e (C.5.21]) por meio de

. =7~ 5 /m.

Na forma matricial, o modelo (C.5.16))-(C.5.17)) pode ser escrito como
y=XB+e

emque X = [1,®1,,, 1,®x], 8= (a,8)" e e éum vetor aleatério com média nula
e matriz de covariancias V(e) = I, ® R com R = ¢2I,, + ¢21,,1} . Um estimador

consistente, R, da matriz de covariancias intraunidades amostrais R pode ser obtido
e~ ~ . ~2 o~
com a substituicao dos parametros o2 e o pelos estimadores 7,° e 2. O vetor de

parametros de localizacdo 3 pode ser facilmente estimado por meio de (C.2.6)) tendo
em vista que, segundo a propriedade vii) da Secao A.1.6,

1 o?
R'=—-[,—- —2>—1,1'].
02[ mo? + o? ml

Mais especificamente, pode-se mostrar que, neste caso,

B = [Z Xiﬁilxgr]il Z Xiﬁilyi
i=1 i=1
em que X; = [1,, x|. Sob as condigbes de regularidade detalhadas na Segao C.2,
concluimos que a distribuicao aproximada de 3 é dada por 1'

Para os dados do Exemplo C.5.2, obtemos 62 = 34.6, 72 = 393.5 ¢ 7,° = 389.2,
a = 13.5 (EP= 5.6) e § = 4.7 (EP= 0.1), resultados que coincidem com aqueles
gerados pela metodologia de méaxima verossimilhanga (sob normalidade) descrita
no Capitulo 2. Observamos que, em conformidade com os perfis apresentados na
Figura a variancia interunidades amostrais ¢ cerca de 10 vezes a variancia
intraunidades amostrais. Além disso, notamos que, embora as estimativas dos co-
eficientes de regressao o e [ sejam iguais aquelas obtidas por minimos quadrados
ordindrios, os erros padroes correspondentes sao menores, evidenciando o ganho de
precisao proporcionado pelo ajuste de um modelo mais adequado.
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C.5.5 Multicolinearidade

A maneira mais facil para avaliar a existéncia de colinearidade entre duas variaveis
explicativas é a construcao de gréaficos de dispersao e o exame dos coeficientes de
correlacao linear entre elas. Multicolinearidade (entre varias varidveis explicativas)
¢ mais dificil de ser detectada, mas pode ser avaliada por meio da observagao dos
seguintes fenomenos:

i) a inclusao de alguma varidvel altera consideravelmente as estimativas dos co-
eficientes de regressao;

ii) os erros padroes das estimativas dos coeficientes de regressao sao grandes;

iii) as estimativas dos coeficientes de regressao nao sao significativas mesmo quando
se espera uma associacao linear entre a variavel resposta e as variaveis predi-
toras;

iv) as estimativas dos coeficientes de regressao tém sinais diferentes daqueles es-
perados.

Consideremos o modelo de regressao linear multipla

Yi = Bo + Bz + ...+ Bpxip + €,

i = 1,...,n com erros e; nao correlacionados e E(e;) = 0 e V(e;) = o

variaveis X; forem nao correlacionadas, teremos

Se as

V(Bi) = 0*/nS%,

em que S?Q é a variancia da varidvel X; (lembremos que nesse caso X' X é uma
matriz diagonal). No caso geral, i.e., em que as varidveis explicativas podem ser
correlacionadas, teremos
2y 21w Tyl-1
V(8;) = 07[X X]i+1,i+1'
O quociente entre as duas expressoes da variancia, nomeadamente,

FIV; = nS?Q [XTX];:MH

é o conhecido como fator de inflagao da variancia (variance inflation factor)
para o i-ésimo coeficiente. Valores grandes de F'IV; sugerem alto grau de multicoli-
nearidade. Pode-se mostrar que

FIV,=1/(1-R?) >1
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em que R? é o coeficiente de determinagao correspondente a regressao que tem X;
como variavel resposta e as demais varidveis como explicativas. F'IV; aumenta com
o aumento da correlacao entre X; e alguma combinacao linear das demais variaveis
explicativas. Como medida resumo, é comum calcular o fator de inflacao da variancia
médio, FIV = Y FIV;/p; valores de FIV >> 1 sugerem problemas sérios de
multicolinearidade.

Para contornar esses problemas, algumas sugestoes envolvem

i) utilizar varidveis centradas em modelos de regressao polinomial;

ii) eliminar algumas varidveis explicativas que sejam correlacionadas com as de-
mais;

iii) quando possivel, adicionar observagoes que permitam romper a estrutura de
correlacao entre as variaveis explicativas.

iv) substituir as varidveis originais por componentes principais.

Detalhes podem ser obtidos em Kutner, Nachtsheim, Neter & Li (2005).

C.6 Parametrizacao de modelos lineares

Consideremos um estudo em que se deseja comparar o “efeito” de I tratamentos
(drogas, por exemplo) na distribui¢ao de uma variavel resposta Y (pressao diastélica,
por exemplo). H& muitas situagoes praticas em que esse “efeito” consiste na mo-
dificacao do valor esperado da resposta sem alteracao da forma de sua distribuicao
ou de sua variancia. Nesse contexto, supondo que m unidades amostrais escolhidas
aleatoriamente sejam submetidas a cada um dos [ tratamentos, um modelo bastante
comum é

Yij = Mi + €45, (C.6.1)

i=1,....,1, 5 =1,...,m, em que E(e;;) = 0, V(ej;) = 0 e E(ejyer) = 0, i #
k, 7 # 1 ou seja, os e;; sao nao correlacionados. Esta parametrizacao do modelo
¢ conhecida como parametrizacao de médias de celas pois o parametro de
localizagao p; pode ser interpretado como o valor esperado (médio) da resposta de
unidades amostrais submetidas ao tratamento . O “efeito” do i-ésimo tratamento
¢ definido como uma funcao desses valores esperados; por exemplo, podemos definir
o efeito do tratamento i em relagao ao tratamento I como a diferenca p; — pig.

Para permitir que a definicao de “efeito” seja incorporada diretamente nos para-
metros do modelo, é comum utilizarem-se outras parametrizacoes. Muitos autores
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sugerem que se escreva [i; = (L + &;, 0 que implica o modelo
Yij = 1+ i + ey, (C.6.2)

t=1,...,1, 3 =1,...,m, e interpretam o parametro u como “média geral” e o
como o “efeito” do tratamento i. O problema é que esse modelo é inidentiﬁcéve]ﬁ
e tanto pu quanto a; nem podem ser interpretados dessa forma nem sao estimaveis

Nesses casos, é possivel trabalhar com fungoes estimdveis (e em geral, aquelas nas
quais se tem interesse, o sdo), mas a ideia de acomodar parametros interpretaveis
no modelo nao é concretizada. Uma possivel solucao para esse problema consiste
na adogao de restrigoes de identificabilidade que nao s6 implicam a identifica-
bilidade do modelo como a estimabilidade de seus parametros. Dentre elas, as mais
utilizadas na pratica sao

I
> a; =0, (C.6.3)
i=1

que induz a chamada parametrizacao de desvios de médias e

oy =0, (C.6.4)

que induz a chamada parametrizacao de cela de referéncia. Definindo y =
(Im) 'S0, > Y e g =m~t Y0 iy, e utilizando (C.6.3), obtemos

e consequentemente o termo i pode ser interpretado como média geral (que essencial-
mente é uma média dos valores esperados da resposta associados aos I tratamentos).

Além disso,
m

E(y;) =m™ Z E(yij) = p+ o

j=1

"Um modelo F(0), dependendo do pardmetro 6§ C O, é identificdvel se para todo 61,6, C
©, 61 # 03 temos F(01) # F(02). Em caso contrario, o modelo é dito inidentificivel. Por exemplo,
consideremos o modelo y; ~ N(p + a;,02), i = 1,2 em que y; e y» sdo independentes. Tomando
0 = (u,aq, O[Q)T como parametro, o modelo é inidentificdvel, pois tanto para 8; = (5,1, O)T quanto
para 0y = (4,2,1)7 # 01, a distribuicdo conjunta de (y1,%2) é N2[(6,6)T,02I5]. O leitor podera
consultar Bickel & Doksum (2001), entre outros, para detalhes.

13 ~

Uma funcio linear de um vetor de parametros 8, nomeadamente, ¢ '@, é estimavel se ela for
identicamente igual a uma combinacao linear do valor esperado do vetor de observacoes, y, i.e.,
se existir um vetor t tal que ¢’ @ = t ' [E(y). No modelo , nem g nem o, ¢ = 1,...,1 sdo
fungoes estimdveis, embora tanto p + «;, ¢ = 1,...,I quanto o; — ag, ¢ # k o sejam. O leitor
poderd consultar Searle (1971), entre outros, para detalhes.
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o que implica que «; = E(y;) — p, i.e., a diferenca entre o valor esperado das
observagoes submetidas ao tratamento ¢ e a média geral u. Essa diferenca pode ser
interpretada como o efeito do tratamento 1.

Se utilizarmos a restrigao de identificabilidade (C.6.4]), obtemos

m

E@) =m' Y Elyy) =p+ar=p

j=1

e consequentemente, o termo p pode ser interpretado como o valor esperado das
observacoes submetidas ao tratamento 1. Além disso, para k # 1,

m

E(yy) =m™ Z E(yr;) = 1+ ay,

j=1

o que sugere que «ax, k # 1, neste caso correspondendo a diferenga entre o va-
lor esperado das observacoes submetidas ao tratamento k£ e o valor esperado das
observagoes submetidas ao tratamento 1, tomado como referéncia, pode ser inter-
pretado como o efeito do tratamento k. Obviamente, qualquer dos tratamentos pode
servir de referéncia, bastando para isso, modificar a restricao de identificabilidade
convenientemente. Em geral, quando existe um tratamento controle, é ele que serve
de referéncia.

Voltemos agora nossa atencao para estudos em que se deseja avaliar o efeito de
dois fatores A (droga, por exemplo) e B (faixa etdria, por exemplo), o primeiro com
a e o segundo com b niveis, na distribuigdo de uma resposta (pressao diastélica, por
exemplo). Admitamos que m unidades amostrais tenham sido observadas para cada
tratamento, i.e., para cada combinagao dos niveis dos fatores A e B. Com base
nos mesmos argumentos utilizados no caso anterior, suponhamos que o “efeito” de
cada um dos fatores e sua interacao possa ser definido apenas em termos dos valores
esperados das distribuigoes da resposta sob os diferentes tratamentos. Um modelo
comumente considerado para andlise de dados com essa estrutura é

Yijk = Mij + €ijk, (C.6.5)

i=1,...,a, j = 1,...,b, k = 1,...,m, em que E(e;jx) = 0, V(e,r) = o2 e

E(eijrerj) = 0,1 #3 ou j # j' ou k # K, ou seja, 0s e, sdo nao correlacionados.
Esta é a parametrizacao de médias de celas pois o parametro de localizagao p;; pode
ser interpretado como o valor esperado (médio) da resposta de unidades amostrais
submetidas ao tratamento correspondente ao nivel i do fator A e nivel j do fator B.

Tomando a = b = 2 para facilidade de exposicao, o “efeito” do fator A para
unidades amostrais no nivel j do fator B pode ser definido como a diferenga 11, —
f2j, que, por exemplo, corresponde a diferenca entre o valor esperado da pressao
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diastélica de unidades amostrais na faixa etaria j submetidas a droga 1 e o valor
esperado da pressao diastélica de unidades amostrais na faixa etaria j submetidas
a droga 2. Analogamente, o “efeito” do fator B para unidades amostrais no nivel ¢
do fator A pode ser definido como a diferenga pi;1 — fii2-

A interacao entre os fatores A e B pode ser definida como a diferenca entre
o efeito do fator A para unidades amostrais no nivel 1 do fator B e o efeito do
fator A para unidades amostrais no nivel 2 do fator B, nomeadamente, (11, —
p21) — (p12 — p22). Outras definigoes equivalentes, como (poa — pr12) — (o1 — p11)
podem ser utilizadas. A escolha entre as alternativas deve ser feita em funcao dos
detalhes do problema; por exemplo, se a droga 1 for uma droga padrao e a faixa
etaria 1 corresponder a individuos mais jovens, esta tltima proposta pode ser mais
conveniente.

Quando a interagao é nula, o efeito do fator A é o mesmo para unidades amostrais
submetidas a qualquer dos niveis do fator B e pode-se definir o efeito principal do
fator A como (11 + p12)/2 — (p91 + pre2) /2, que corresponde a diferenca entre o valor
esperado da resposta para unidades amostrais submetidas ao nivel 1 do fator A e o
valor esperado da resposta para unidades amostrais submetidas ao nivel 2 do fator A
(independentemente do nivel do fator B). Similarmente, o efeito principal do fator B
pode ser definido como (111 +pi21)/2— (p12+pi22) /2. Em muitos casos, essas defini¢oes
de efeitos principais podem ser consideradas mesmo na presenca de interacao, desde
que ela seja nao essencial. A interacao entre os fatores A e B é nao essencial quando
as diferencas 11 — o1 € 12 — oo tém o mesmo sinal, mas magnitudes diferentes.
Por exemplo, se 11 — o1 = K1 > 0 e p19 — pioe = Ky > 0 com K # Ks, a resposta
esperada sob o nivel 1 do fator A é maior que a resposta esperada sob o nivel 2
do fator A tanto no nivel 1 quanto no nivel 2 do fator B, embora as magnitudes
das diferencas nao sejam iguais. Se essas magnitudes tiverem sinais diferentes, a
interagao ¢é essencial. Por outro lado, se K; = Ky, nao hé interacao. O leitor
pode consultar Lencina, Singer & Stanek III (2005) e Lencina, Singer & Stanek III
(2008) para uma discussao sobre a consideragao de efeitos principais em situagoes
com interagao nao essencial. Na Figura[C.6.1]apresentamos gréficos de perfis médios
com interacoes essencial e nao essencial.
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Figura C.6.1: Grafico de perfis médios com diferentes tipos de interacao
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Com a finalidade de explicitar efeitos principais e interagao no modelo, é comum
considerar-se a reparametrizacao p;; = p + o; + 5 + af;;, o que implica o modelo

Yij = b+ i + B + afij + ey, (C.6.6)

i=1,...,a, j=1,...,b, k =1,...,m. Muitos autores, como Nelder (1998), in-
terpretam erroneamente os parametros p, «;, 55, af; como “média geral”, “efeito
principal do nivel ¢ do fator A”, “efeito principal do nivel j do fator B” e “interacao
entre os niveis i do fator A e j do fator B”. Como no caso discutido acima, esse
modelo também ¢ inidentificavel e seus parametros sao nao estimaveis e as restrigcoes
de identificabilidade mais frequentemente utilizadas e correspondentes as parame-
trizacoes de desvios de médias e cela de referéncia sao, respectivamente,

a b a b
ZO@ = Zﬂj = Z&ﬂij = Z&ﬂij =0 <C67)
i=1 j=1 i=1 j=1
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g=0F=abfn=...=afp=afn=...=ab,y =0 (C.6.8)
Sob as restri¢oes (C.6.7)), pode-se mostrar que

a b b a
pu=(ab)™! ZZM]‘, a;=b" Zﬂij —p, Bj=a Zuij —H
j=1 i=1

i=1 j=1

e que
b a

afy = iy — b Z prij —a”" Z Hij
j=1 i=1

de forma que esses parametros podem ser interpretados como se desejava inicial-
mente. Sob as restri¢oes (C.6.8)), temos

M= H11, QG = Mi; — Mg, i:27"'7a7 5;‘:/%'—/%17 j:2a"'7ba

e que
Oéﬁij:,uij—(/LH—FOéi—f—ﬁj), i:2,...,a, j:2,...,b,

de forma que os parametros «;, i = 2,...,a podem ser interpretados como efeitos
diferenciais entre as respostas esperadas das unidades amostrais submetidas ao nivel
7 do fator A relativamente aquelas obtidas por unidades amostrais submetidas ao
tratamento associado ao nivel 1 do fator A, mantido fixo o nivel correspondente ao
fator B. Analogamente, os parametros §3;, j = 2,...,b podem ser interpretados
como efeitos diferenciais entre as respostas esperadas das unidades amostrais sub-
metidas ao nivel 5 do fator B relativamente aquelas obtidas por unidades amostrais
submetidas ao tratamento associado ao nivel 1 do fator B, mantido fixo o nivel
correspondente do fator A. Os parametros af3;;, i = 2,...,a, j = 2,...b podem ser
interpretados como diferencas entre as respostas esperadas das unidades amostrais
submetidas ao tratamento correspondente a cela (i,j) e aquela esperada sob um
modelo sem interacao.

C.7 Regressao logistica

Os dados da Tabela sao extraidos de um estudo realizado no Hospital Univer-
sitario da Universidade de Sao Paulo com o objetivo de avaliar se algumas medidas
obtidas ultrassonograficamente poderiam ser utilizadas como substitutas de medidas
obtidas por métodos de ressonancia magnética, considerada como padrao aureo, para
avaliagdo do deslocamento do disco da articulacdo temporomandibular (doravante
referido simplesmente como disco). Distancias cdpsula-condilo (em mm) com boca
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aberta ou fechada (referidas, respectivamente, como distancia aberta ou fechada no-
restante do texto) foram obtidas ultrassonograficamente de 104 articulagoes e o disco
correspondente foi classificado como deslocado (1) ou nao (0) segundo a avaliagao
por ressonancia magnética. A varidvel resposta é o status do disco (1 = deslocado
ou 0 = nao). Mais detalhes podem ser obtidos em Elias, Birman, Matsuda, Oliveira
& Jorge (2006).

A diferenca fundamental entre este problema e os demais abordados neste apéndice
é a natureza da variavel resposta, que é discreta em vez de continua. Denotando a
resposta da i-ésima unidade amostral por y;, podemos definir 3; = 1 se houve deslo-
camento do disco e y; = 0, em caso contrario. Admitindo que para a i-ésima unidade
amostral, o disco pode estar deslocado com probabilidade 6;, temos P(y; = 1) = 6;
e P(y; = 0) = 1 — 0;, de maneira que E(y;) = 0; e V(y;) = 6;(1 — 6,).

O objetivo da anédlise é modelar E(y;) como funcao das varidveis explicativas. O
modelo (linear) correspondente é

yi =X B+, (C.7.1)

i=1,...,n em que X; é a i-ésima linha da matriz X, que contém os valores p

variaveis explicativas para as n unidades amostrais. Em notagao matricial, o modelo
pode ser escrito como

E(y) = X8 com V(y) =n‘diag[f(1 —6y),...,0,(1 —6,)]
emquey = (y1,...,yn) , X e B tém as interpretacoes usuais. Tanto o problema é
claramente heterocedastico quanto a distribuicao da variavel resposta é claramente
nao gaussiana. No entanto, ele tem a mesma estrutura daqueles que podem ser
analisados por intermédio de métodos de minimos quadrados ponderados, desde
que estimativas consistentes dos parametros 6; estejam disponiveis, o que em geral,
nao é verdade. Uma situacao na qual essa op¢ao pode ser aplicada é aquela em que
todas as variaveis explicativas sao discretas. Detalhes sobre andlises especificas para
esse caso podem ser encontrados em Paulino & Singer (2006).

O método de méaxima verossimilhanca é uma alternativa para o ajuste desses
modelos no caso mais geral (em que as varidveis explicativas podem ter natureza
discreta ou continua). A funcao de verossimilhanga a ser maximizada é

n

L(Bly. X) = [[x/ B (1 —x/B)' ¥,
i=1
Com essa finalidade, podemos considerar seu logaritmo,

n

1(Bly, X) =Y [yilog(x] B) + (1 — ) log(1 — x/ B)],

i=1
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Tabela C.7.1: Dados de um estudo odontolégico

Dist Dist Desloc Dist Dist Desloc Dist Dist Desloc
aberta fechada  disco aberta fechada  disco aberta fechada disco
2.2 14 0 0.9 0.8 0 1.0 0.6 0
2.4 1.2 0 1.1 0.9 0 1.6 1.3 0
2.6 2.0 0 1.4 1.1 0 4.3 2.3 1
3.5 1.8 1 1.6 0.8 0 2.1 1.0 0
1.3 1.0 0 2.1 1.3 0 1.6 0.9 0
2.8 1.1 1 1.8 0.9 0 2.3 1.2 0
1.5 1.2 0 2.4 0.9 0 24 1.3 0
2.6 1.1 0 2.0 2.3 0 2.0 1.1 0
1.2 0.6 0 2.0 2.3 0 1.8 1.2 0
1.7 1.5 0 2.4 2.9 0 14 1.9 0
1.3 1.2 0 2.7 2.4 1 1.5 1.3 0
1.2 1.0 0 1.9 2.7 1 2.2 1.2 0
4.0 2.5 1 2.4 1.3 1 1.6 2.0 0
1.2 1.0 0 2.1 0.8 1 1.5 1.1 0
3.1 1.7 1 0.8 1.3 0 1.2 0.7 0
2.6 0.6 1 0.8 2.0 1 1.5 0.8 0
1.8 0.8 0 0.5 0.6 0 1.8 1.1 0
1.2 1.0 0 1.5 0.7 0 2.3 1.6 1
1.9 1.0 0 2.9 1.6 1 1.2 0.4 0
1.2 0.9 0 1.4 1.2 0 1.0 1.1 0
1.7 0.9 1 3.2 0.5 1 2.9 2.4 1
1.2 0.8 0 1.2 1.2 0 2.5 3.3 1
3.9 3.2 1 2.1 1.6 1 1.4 1.1 0
1.7 1.1 0 1.4 1.5 1 1.5 1.3 0
1.4 1.0 0 1.5 1.4 0 0.8 2.0 0
1.6 1.3 0 1.6 1.5 0 2.0 2.1 0
1.3 0.5 0 4.9 1.2 1 3.1 2.2 1
1.7 0.7 0 1.1 1.1 0 3.1 2.1 1
2.6 1.8 1 2.0 1.3 1 1.7 1.2 0
1.5 1.5 0 1.5 2.2 0 1.6 0.5 0
1.8 1.4 0 1.7 1.0 0 1.4 1.1 0
1.2 0.9 0 1.9 1.4 0 1.6 1.0 0
1.9 1.0 0 2.5 3.1 1 2.3 1.6 1
2.3 1.0 0 1.4 1.5 0 2.2 1.8 1

1.6 1.0 0 2.5 1.8 1

Dist aberta: distancia capsula-condilo com boca aberta (mm)
Dist fechada: distancia cédpsula-condilo com boca fechada (mm)
Desloc disco: deslocamento do disco da articulagao temporomandibular (1=sim, 0=n&o)
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cujas primeira e segunda derivadas sao, respectivamente,

e
(’3|y’ Z TB 1fX€B)

0 _ - (\/E_ X:B)Z _—
opT P X) = HB) = =) g g

As equagodes de estimacao correspondentes sao

' -
E:Tﬁ e

e o estimador de méxima verossimilhanga de 3 pode ser obtido por meio do algoritmo
de Newton-Raphson, ou seja, iterando

pY ="V —m(E)uEY) 1=12,... (C.7.2)

até que H,B(l) — ,B(Z_I)H <ecome >0e B9 éum valor inicial, arbitrario. O valor

B obtido na convergéncia é o estimador de maxima verossimilhanca de 3.

O problema com o modelo ¢ que ele nao garante que as estimativas X;FB
das probabilidades 6; fiquem restritas ao intervalo (0,1). Uma maneira de evitar esse
problema é apelar para um modelo nao linear do tipo 6; = 0(x;;8) = F~1(x] 3)
em que F' é uma funcao distribuicao, ¢.e., com imagem no intervalo desejado. Em
particular, a funcao distribuicao logistica,

F(z)=[1+4+exp(—z)] ™, € R
¢ uma candidata com excelentes propriedades. Nesse contexto, o modelo conhecido

como regressao logistica ¢

. exp(x]B)

ou, equivalentemente,
log[0(x; B)]/[1 — 0(xi; B)] = x/ B. (C.7.4)

Os termos log[f/(1 — 6)] sao conhecidos como logitos (logits).

Para efeito de interpretacao, consideremos o seguinte modelo de regressao logistica
com apenas uma variavel explicativa,

loglt(z; v, B)]/[1 — 6(x; , B)] = o + B

Singer & Nobre & Rocha - maio/2018



C. APENDICE C 93

Entao, a = log[0(0; o, B)]/[1 — 0(0; e, B)] e exp(a) pode ser interpretado como a
chance (odds) de resposta Y =1 versus Y = 0 para unidades amostrais com valor
da varidvel explicativa x = 0. Por outro lado, 8 = log[0(z + 1;, 5)]/[1 — O(x +
1;a, B)] —logld(x; o, B)]/[1 — O(x; o, B)] e entd@o exp(/3) pode ser interpretado como a
razao de chances (odds ratio) correspondente a unidades amostrais com valor da
variavel explicativa x + 1 relativamente a unidades amostrais com valor da variavel
explicativa x.

A funcao de verossimilhanca correspondente é

T ewB) 1" ! o
L(Bly, X H{Hexp 5)1 [Hexp(X?ﬁ)]

=1

e seu logaritmo ¢
n

1(Bly,X) =Y _lyx{ B —log(1 +x/ 8)],
i=1
com primeira e segunda derivadas dadas, respectivamente, por

5581y %) = U(B) = >l - PO o Sy, — 0 B

i=1 L+ exp(x/ ) i=1
(§
02 B R exp(x; B) T
Wl(ﬂb’ax) =H(B) = Z [+ exp(x AP %

= - Ze xi; 8 Xzaﬁ)]XiXiT'

O estimador de maxima verossimilhanca de 3 é a solucao ,3 das equagoes de veros-
similhanca

U =X"ly-0(8) =0 (C.7.5)
em que 8(8) = [0(x1;0),...,0(x,;8)]". Observando que H(3) = —XTWI[0(8)]X

em que

WI[O(8)] = diag{f(x1; B)[1 — 0(x1; B)], ..., 0(x,; B)[1 — 0(xx; B)]},

pode-se demonstrar que

VB~ ) = N,{0.[1(8)] '}
com I(8) = —E[H(B)] = [B,GﬁT (Bly, X)] = X"W(6)X denotando a matriz de

informacao de Fisher. Em termos préaticos, isto significa que para n suficientemente
grande

B~ N{B, (X WO(B)X)'}.
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Em notacao matricial, as equacoes de estimacao, obtidas por meio de uma apro-
ximagao de Taylor de primeira ordem de (C.7.5)), podem ser escritas como

B~ B {XTWO(8)X}UB(B)]

sugerindo o seguinte algoritmo de Newton-Raphson, que neste caso coincide com o
algoritmo “Scoring”/ de Fisher,

B =g _ (XTWI[e(B'"X}XTW[O(B )y — 0B8], 1=1,2,...

Fazendo z = X8V +{W[9(B8"V)]} ! [y—0(8""Y)], 0 algoritmo pode ser escrito
como

BY = {(XTWO(B X} ' XTW([O(B )z, [ =1,2,....

Em cada passo, esse algoritmo tem uma estrutura equivalente a solucao de minimos
quadrados ponderados com pesos explicitados em W[O(B(l_l))] e pseudo-varidveis
z, ambos recalculados em cada iteragao. Por isso é conhecido como algoritmo de
minimos quadrados iterativamente ponderados (iteratively reweighted least
squares). Mais detalhes podem ser obtidos em Sen et al. (2009), lembrando que o
modelo de regressao logistica ¢ um caso particular dos chamados modelos lineares
generalizados.

Uma das caracteristicas do modelo de regressao logistica ¢ que ele permite a
estimacao das probabilidades de sucesso 6;, bastando para isto, substituir 8 por 3

em (C.7.3), ou seja
. T3
5= o B) (C.7.6)
1+ exp(x; 3)

A distribuicao aproximada de @ pode ser obtido por meio do Método Delta (ver
Apéndice B). Para isto, notemos que

0, el B+ ep(x )]~ fexple B
9" i) 1+ oxp(x] B !
exp(x; B)

T Mrepx B 0(x;; B)[1 — 0(xi; B)]x:.

Entao, utilizando (B.2.2), obtemos

V(0;) = {0(xi; B)[L — 0(x;; B)]}*x, V(B)x;
= {0(xs; B)[1 — 0(x:: B)]}x] (X W[0(8)]X)"x;.

Consequentemente, a matriz de covariancias de 6 pode ser escrita compactamente
como

V(6) = W[O(8)X(X WI[B(8)]X) ' X WI[0(8)] (C.7.7)
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e pelo Método Delta, obtemos,
6~ N,{6,V(6)},

em que v(@) ¢ dada por ((C.7.7). Para efeito de aphca(;oes uma estimativa de

pode ser obtida por meio da substituicao de 3 por ,3 Para detalhes, o leitor
podera consultar Hosmer & Lemeshow (2000) entre outros.

Com intuito didatico, voltemos aos dados da Tabela e consideremos um
modelo logistico para a chance de deslocamento do disco, tendo apenas a distancia
aberta como variavel explicativa. Nesse contexto, o modelo ((C.7.4) corresponde a

log[0(zi; o, B)]/[1 — O(xs; 0, B)] = v + ;8 (C.7.8)

i =1,...,104 em que (z;;a, B) representa a probabilidade de deslocamento do
disco quando o valor da distancia aberta é x;, o denota o logaritmo da chance de
deslocamento do disco quando a distancia aberta tem valor z; = 0 e [ é interpretado
como a variacao no logaritmo da chance de deslocamento do disco por unidade de
variacao da distancia aberta. Consequentemente, a razao de chances do desloca-
mento do disco correspondente a uma diferenca de d unidades da distancia aberta
serd exp(d x ). Como nao temos dados correspondentes a distancias abertas me-
nores que 0.50, convém substituir os valores x; por valores “centrados”, ou seja por

*

x; = x; — xp. Uma possivel escolha para xy é o minimo de z;, que é 0.50. Essa
transformacao na variavel explicativa altera somente a interpretacao do parametro o
que passa a ser o logaritmo o logaritmo da chance de deslocamento do disco quando

a distancia aberta tem valor x; = 0.50.

Estimativas (com erros padrdes entre parénteses) dos parémetros desse mo-
delo ajustado por méxima verossimilhanga aos dados da Tabela [C.7.1} sao, a =
—5.86 (1.10) e B = 3.16 (0.66) e entao, segundo o modelo, uma estimativa da
chance de deslocamento do disco para articulagoes com distancia aberta x = 0.50
(que corresponde a distancia aberta transformada z* = 0.00) é exp(—5.86) = 0.003;
uma estiva da para a razao entre a chance de deslocamento do disco para articulacoes
com distancia aberta x4+ 1 e um intervalo de confianga (95%) para essa chance pode
ser obtido exponenciando os limites (LI e LS) do intervalo para o parametro «,
nomeadamente

LI = exp[d — 1.9GEP(Q)] = exp(—5.16 — 1.96 x 1.10) = 0.000
LS = exp[a + 1.96EP(Q)] = exp(—5.16 + 1.96 x 1.10) = 0.024.

Os limites de um intervalo de confianca para a razao de chances correspondentes
a um variacao de uma unidade no valor da distancia aberta podem ser obtidos de
maneira similar e sao 6.55 e 85.56.
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Com base em ((C.7.6) podemos estimar a probabilidade de sucesso (deslocamento
do disco, no exemplo sob investigagao); por exemplo, para uma articulagao cuja
distancia aberta seja 2.10 (correspondente a distancia aberta transformada igual a
1.60), a estimativa dessa probabilidade é

0 = exp(—5.86 + 3.16 x 1.60)/[1 + exp(—5.86 + 3.16 x 1.60)] = 0.31.

Lembrando que o objetivo do estudo é substituir o processo de identificacao de deslo-
camento do disco realizado via ressonancia magnética por aquele baseado na medida
da distancia aberta por meio de ultrassonografia, podemos estimar as probabilidades
de sucesso para todas as articulagoes e identificar um ponto de corte d; segundo
o qual, distancias abertas com valores acima dele sugerem decidirmos pelo deslo-
camento do disco e distancias abertas com valores abaixo dele sugerem a decisao
oposta. Obviamente, nao esperamos que todas as decisoes tomadas dessa forma
sejam corretas e consequentemente, a escolha do ponto de corte deve ser feita com
o objetivo de minimizar os erros (decidir pelo deslocamento quando ele nao existe
ou vice versa). Nesse contexto, um contraste entre as decisdes tomadas com base
em um determinado ponto de corte dy e o padrao aureo definido pela ressonancia
magnética para todas as 104 articulagoes pode ser resumido por meio da Tabela
em que as frequéncias da diagonal principal correspondem a decisoes corretas
e aquelas da diagonal secundéria as decises erradas. O quociente ny1/(n1; + n9y) é

Tabela C.7.2: Frequéncia de decisoes para um ponto de corte d

Deslocamento real do disco

sim nao
Decisao baseada na sim n11 12
distancia aberta dy nao o1 99

conhecido como sensibilidade do processo de decisao e é uma estimativa da proba-
bilidade de decisoes corretas quando o disco estd realmente deslocado. O quociente
nga/(n12 + ngz) é é conhecido como especificidade do processo de decisao e é uma
estimativa da probabilidade de decisoes corretas quando o disco esta realmente nao
estd deslocado. A situacao ideal é aquela em que tanto a sensibilidade quanto a
especificidade do processo de decisdao sao iguais a 100%. O problema a resolver é
determinar o ponto de corte d,,.,; que gere o melhor equilibrio entre sensibilidade e
especificidade. Com essa finalidade, podemos construir tabelas com o mesmo for-
mato da Tabela para diferentes pontos de corte e um grafico cartesiano entre
a sensibilidade e especificidade obtida de cada uma delas. Esse gréafico, conhecido

como curva ROC (do termo inglés Receiver Operating Characteristic) gerado para
os dados da Tabela estd apresentado na Figura [C.7.1]
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Figura C.7.1: Curva ROC para os dados da Tabela baseada no modelo (C.7.8

com distancia aberta como varidvel explicativa
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O ponto de corte 6timo é aquele mais préximo do vértice superior esquerdo
(em que tanto a sensibilidade quanto a especificidade seriam iguais a 100%. Para
o exemplo, esse ponto estd salientado na Figura e corresponde a distancia
aberta com valor d,,., = 2.05(= 1.55 4+ 0.50). A sensibilidade e a especificidade
associadas a decisao baseada nesse ponto de corte, sido, respectivamente, 83% e
84% e as frequéncias de decisdes corretas estdo indicadas na Tabela [C.7.3] Com

Tabela C.7.3: Frequéncia de decisoes para um ponto de corte para distancia aberta
Aoz = 2.05

Deslocamento real do disco

sim nao
Decisao baseada na sim 24 12
distancia aberta d,,q, = 2.05 nao 5 63

esse procedimento de decisdo a porcentagem de acertos (acuracia) ¢ 84% [= (24 +
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63)/104]. A porcentagem de falsos positivos é 17% [= 5/(5+29)] e a porcentagem
de falsos negativos é 16% [= 12/(12 + 63)].

Uma andlise similar, baseada na distancia fechada (transformada por meio da
subtrac@o de deu valor minimo (0,4) gera a curva ROC apresentada na Figura m
e frequéncias de decisoes apresentada na Tabela [C.7.4]

Figura C.7.2: Curva ROC para os dados da Tabela baseada no modelo (C.7.8]

com distancia fechada como variavel explicativa

(@)
O —
—
o _|
(e 0]
X . i
s o | 1.2 (88.0%, 69.0%)
T ©
(8]
k=)
3 o _
n <
C
(o]
0p}
o _|
(Q\]
(@) —

I I I
100 50 0

Especificidade (%)

Tabela C.7.4: Frequéncia de decisoes para um ponto de corte para distancia fechada
Aoz = 17 60

Deslocamento real do disco

sim nao
Decisao baseada na sim 20 9
distancia fechada d,,,, = 1.60 nao 9 66

A acuracia associada a processo de decisao baseado apenas na distancia fechada,
83% [= (20 + 66)/104] é praticamente igual aquela obtida com base apenas na
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distancia aberta; no entanto aquele processo apresenta um melhor equilibrio entre
sensibilidade e especificidade (83% e 84%, respectivamente, versus 88% e 69%).

Se quisermos avaliar o processo de decisao com base nas observacoes das distancias
aberta e fechada simultaneamente, podemos considerar o modelo

log[0(ws; v, B,7)]/[1 = O(ws5 0, B,7)] = o+ 2,8 + wiy (C.7.9)

1=1,...,104 em que w; corresponde a distancia fechada observada na i-ésima ar-
ticulagao. Neste caso, v corresponde a razao entre a chance de deslocamento do
disco para articulagoes com distancia fechada w + 1 e a chance de deslocamento do
disco para articulagoes com distancia fechada w para aquelas com mesmo valor da
distancia aberta; uma interpretacao similar vale para o parametro 5. Estimativas
dos parametros (com erros padroes entre parénteses) do modelo obtidas apds
a transformagao das varidveis explicativas segundo o mesmo figurino adotado nas
andlises univariadas sdo @ = —6.38 (1.19), § = 2.83 (0.67) e ¥ = 0.98 (0.54). A esti-
mativa do parametro v é apenas marginalmente significativa, ou seja a inclusao da
variavel explicativa distancia fechada nao acrescenta muito poder de discriminacao
além daquele correspondente a distancia aberta. Uma das razoes para isso é que as
duas varidveis sao correlacionadas (com coeficiente de correlagao de Pearson igual a
0.46. A determinacao de pontos de corte para modelos com duas ou mais variaveis
explicativas é bem mais complexa do que no caso univariado e nao serda abordada
neste texto. Para efeito de comparacao com as analises anteriores, as frequéncias
de decisoes obtidas com os pontos de corte utilizados naquelas estao dispostas na
Tabela , e correspondem a uma sensibilidade de 62%, especificidade de 97% e
acuracia de 88%.

Tabela C.7.5: Frequéncia de decisoes correspondentes a pontos de corte d,,., = 2.05
para distancia aberta e d,,., = 1.60 para distancia fechada

Deslocamento real do disco

sim nao
Decisao baseada em sim 18 2
ambas as distancias nao 11 73
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C.8 Exemplos

Exemplo C.8.1: Os dados representados na Tabela e disponiveis em
www.ime.usp.br/~jmsinger/Dados/Singer&Nobre&Rocha2018exempc81.xls

sao provenientes de um estudo conduzido na Faculdade de Odontologia da Uni-
versidade de Sao Paulo com o objetivo de avaliar o efeito do nivel de umidade na
resisténcia de uniao (medida por meio de um indice) de trés adesivos dentarios.
Cada um de trés conjuntos de trinta molares extraidos foi tratado com um dos trés
adesivos (A, B ou C), com 5 dentes submetidos a cada nivel de umidade (0.00, 1.50,
2.50, 3.50, 4.00 e 4.50). Depois de um certo tempo, a resisténcia de uniao foi ava-
liada em cada um dos 90 dentes. Detalhes podem ser obtidos em Reis, Loguercio,
Azevedo, Carvalho, Singer & Grande (2003). Médias e desvios padroes correspon-
dentes aos indices de resisténcia de uniao estao dispostos na Tabela e graficos

de dispersao correspondentes estao apresentados na Figura |C.8.1]

Figura C.8.1: Graficos de dispersao para os dados da Tabela
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Ambos sugerem um erro de observacao ou transcrigao para os dados associados
as observacoes dos dentes submetidos ao adesivo B com nivel de umidade 4.50. Esses
valores serao eliminados na anélise subsequente. O gréafico de dispersao sugere um
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Tabela C.8.1: Indice de resisténcia de adesivos dentarios

adesivo umid indice adesivo umid indice adesivo umid indice
A 0.0 24.74 B 0.0 15.00 C 0.0 28.27
A 0.0 27.66 B 0.0 20.02 C 0.0 19.06
A 0.0 26.00 B 0.0 19.27 C 0.0 26.02
A 0.0 2547 B 0.0 18.49 C 0.0 25.10
A 0.0 26.82 B 0.0 17.58 C 0.0 21.77
A 1.5  45.66 B 1.5  25.88 C 1.5  24.45
A 1.5 51.02 B 1.5 36.55 C 1.5  34.29
A 1.5  32.57 B 1.5  38.42 C 1.5 2521
A 1.5 41.38 B 1.5  37.57 C 1.5  26.74
A 1.5  43.43 B 1.5 27.60 C 1.5 27.97
A 2.5 32091 B 2.5  31.05 C 2.5  24.75
A 2.5 35.10 B 2.5  35.05 C 2.5 2477
A 2.5  31.39 B 2.5  30.16 C 2.5 32.04
A 2.5 3233 B 2.5 3341 C 2.5  25.28
A 2.5 31.45 B 2.5 31.51 C 2.5 23.28
A 3.5  19.69 B 3.5  45.28 C 3.5 18.36
A 3.5  21.17 B 3.5  38.86 C 3.5  23.26
A 3.5  19.64 B 3.0 40.54 C 3.5 2231
A 3.5  21.30 B 3.5  42.86 C 3.5  20.65
A 3.5 17.34 B 3.5 33.16 C 3.5  21.21
A 4.0 21.08 B 4.0 24.29 C 4.0 11.39
A 4.0 2277 B 4.0 41.19 C 4.0  10.68
A 4.0 19.79 B 4.0 29.37 C 4.0 17.04
A 4.0 2226 B 4.0 31.07 C 40 11.49
A 4.0 20.65 B 4.0 31.05 C 40 11.99
A 4.5 6.85 B 4.5 4.00 C 4.5 8.99
A 4.5 8.77 B 4.5 4.00 C 4.5 10.71
A 4.5  16.66 B 4.5 4.00 C 4.5 10.18
A 45 10.33 B 4.5 4.00 C 45 14.32
A 45 10.37 B 4.5 4.00 C 4.5 7.70
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Tabela C.8.2: Médias (desvios padroes) do indice de resisténcia de unido

Umidade
Adesivo 0.00 1.50 2.50 3.50 4.00 4.50
A 26.1 (1.1) 42.8 (6.8) 32.6 (1.5) 19.8 (1.6) 21.3 (1.2) 10.6 (3.7)
B 18.1 (1.9) 33.2(6.0) 32.2(2.0) 40.1 (4.6) 31.4 (6.1) 4.0 (0.0)
C 24.0 (3.6) 27.7(3.9) 26.0 (3.4) 21.2(1.9) 12.5(2.6) 10.4 (2.5)

efeito quadratico dos niveis de umidade. Uma analise inicial que incorpora essa
sugestao pode ser concretizada por meio do ajuste do seguinte modelo quadratico

Yijie = i + By +virg + eqji, (C.8.1)

i=1,...,3,7=1,...,5, k=1,...,6 em que y;;;, representa o indice de resisténcia
para o j-ésimo dente submetido ao i-ésimo tratamento (i = 1 correspondendo ao
adesivo A, i = 2, ao adesivo B e i = 3, ao adesivo C) sob o k-ésimo nivel de
umidade, xj (lembrando que para o adesivo B, k = 1,...,5 dada a eliminacao dos
valores correspondentes ao nivel de umidade 4.50). Supomos que e;; ~ N(0,0?)
sao erros aleatérios independentes.

Os resultados do ajuste desse modelo aos dados estao dispostos na Tabela|C.8.3]
O desvio padrao residual é S = 4.55 e o coeficiente de determinacao ajustado,

Tabela C.8.3: Estimativas (erros padroes) dos coeficientes do modelo (C.8.1]) aos
dados da Tabela

Coeficiente
Adesivo linear angular quadratico
A 27.94 (1.97) 11.35 (1.96) -3.43 (0.42)
B 1818 (2.00) 12.25 (2.27) -2.09 (0.54)
C  2398(1.97) 5.71(1.96) -1.99 (0.42)

sz = 0.972. O excelente ajuste obtido sob essa 6tica é confirmado por intermédio
do gréfico de residuos padronizados e do correspondente histograma, apresentados
na Figura[C.8.2] A sugestao de uma leve assimetria nao deve ser importante no que
tange a estimacao dos parametros.
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Figura C.8.2: Grafico de residuos padronizados e o correspondente histograma refe-

rentes ao ajuste do modelo (C.8.1)
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Figura C.8.3: Grafico com curvas ajustadas pelo modelo ((C.8.1])
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Na Figura apresentamos as curvas ajustadas para os trés adesivos.

A comparagao entre as curvas que representam o efeito da umidade no indice de
resisténcia correspondentes aos trés adesivos pode ser realizada por meio de testes de
hipoteses sobre seus parametros. A hipdtese de que as trés curvas sao coincidentes
pode ser expressa na forma H : C3 = 0 com

O OO O = =
OO =~k OO
—_0 O O O
O OO OO
O OO = OO
O = OO OO
OO O O = O
|
OO = O OO
_ o O O oo

e B = (a1, B1,71, 2, B2, 72, 3, B3,7v3)T. O resultado do teste, baseado numa es-
tatistica F' com 6 graus de liberdade no numerador e 76 graus de liberdade no
denominador mostra forte evidéncia de diferenga entre as curvas (p < 0.001). Com-
paragoes multiplas podem ser concretizadas de forma semelhante. Por exemplo, para
comparar as curvas associadas aos adesivos A e B, basta testar a hipotese utilizando
apenas a primeira, terceira e quinta linhas da matriz C. Nesse caso, a estatistica F
tem 3 graus de liberdade no numerador. Todas as comparagoes entre as curvas duas
a duas sugerem diferengas altamente significativas (p < 0.001).

Os niveis 6timos de umidade (correspondentes ao maximo indice de resisténcia
de uniao) sao dados por g(B;,7:) = —5i/(27i), i = 1,...,3 e suas estimativas obtidas
por meio dos valores apresentados na Tabela [C.8.3] Estimativas de suas variancias
podem ser obtidas via Método Delta, observando que

w — | 9908 ) (99(@'7%)]T _ {_i ﬁr
' B O 2y’ 277

de forma que V([g(5:,%)] = wi(8)TV;(8)u;(8) com V,(B) representando a subma-

triz (com dimensao 2x2) de V(3) correspondente aos parametros f3;, ;. Estimativas
dos pontos de resisténcia maxima e intervalos de confianga (aproximados) com coe-

ficientes de confianca de 95% estao dispostos na Tabela |C.8.4]
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Tabela C.8.4: Estimativas e intervalos de confianga (95%) para os pontos de re-
sisténcia maxima

Ponto de Limites do IC(95%)
Adesivo maximo inferior  superior

A 1.65 1.44 1.86
B 2.93 1.26 4.60
C 1.44 0.52 2.35

C.9 Exercicios

C.9.1. Seja xy,...,x, uma amostra aleatéria de uma variavel X cuja distribuicao
¢ Normal.

a) Mostre que a média e a variancia amostrais sao independentes.
b) Enuncie um resultado semelhante no contexto de regressao linear simples.

¢) Qual a utilidade desse resultado?

2
P

C.9.2. Mostre que se y ~ N,(u, V) entdo (y — p) ' Vi{y —p) ~ x

C.9.3. Considere um vetor aleatério (X,Y) com distribuigdo normal bivariada.
Mostre que a esperanga condicional de Y dado X = z é da forma E(Y|X = z) =
a + Pz explicitando os parametros « e § em termos dos parametros da distribuicao
normal bivariada adotada.

C.9.4. Obtenha os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do mo-
delo de regressao

_..B
Yi = X; €4,
1 =1,...,n em que os e; representam erros aleatorios independentes log-normais

com média exp(c?/2) e variancia exp(c?)[exp(c?) — 1].

i) Obtenha a distribuigao do estimador de 5 e construa um intervalo de confianca.

ii) Obtenha um intervalo de confian¢a aproximado para o valor esperado de y
dado zg.

Sugestao: linearize o modelo e lembre-se que se log X ~ N(u,0?) entao X tem
distribuigao log-normal com média exp(u+ c?/2) e variancia [exp(c?) — 1] exp(2u +
o?).
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C.9.5. Suponha que as variaveis z; e y; estejam relacionadas de acordo com o modelo
de regressao linear simples
Yi :a‘{'ﬁl'i‘l’ei,

1=1,...,n em que os e; representam erros aleatérios independentes de média zero
e variancia 2. Mostre que o estimador

em que @ e [ denotam os estimadores de minimos quadrados de « e 3, respectiva-
mente, é ndo enviesado para a variancia o?.

C.9.6. Expresse o modelo de regressao linear simples y; = a+ fx; +¢;, i =1,...,n
em que os e; representam erros aleatorios 1ndependentes de média zero e variancia
o2 na forma y = X8 + e e calcule 8 e V(8) = (X'X) 1o

C.9.7. Para avaliar a associacao entre a pressao arterial sistolica e idade, colheram-
se os dados dispostos na Tabela [C.1.1] Utilize esses dados para avaliar se essa
associacao pode ser representada por um modelo de regressao linear simples. Com
essa finalidade,

a) Especifique o modelo, interpretando os parametros;

b) Construa um diagrama de dispersao (rotulando os eixos convenientemente);
c¢) Estime os parametros e os correspondentes erros padroes;

d) Construa intervalos de confianca (com coeficiente de confianca de 95%) para

0s parametros;

e) Obtenha o valor-p correspondente ao teste da hipdtese de que o coeficiente
angular é nulo.

C.9.8. Considere os modelos
yi=a+pPr,+e e y=Pr;+e

1=1,...,n em que os e; representam erros aleatérios independentes de média zero
e variancia o?. Para ambos os modelos, expresse o coeficiente de determinacio R?
em termos de x; e y; e discuta a diferenca entre eles.

C.9.9. Para investigar a associagao entre tipo de escola (particular ou publica), cur-
sada por calouros de uma universidade e a média no curso de Célculo I, obtiveram-se
os seguintes dados:
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Escola Média no curso de Célculo 1
Particular 86 86 7.8 65 7.2 66 56 55 8.2
Publica 58 76 80 6.2 76 6.5 56 57 58

Seja y; a nota obtida pelo i-ésimo aluno, z; = 1 se o aluno cursou escola particular
e r; = —1 se o aluno cursou escola publica, i« = 1,...,18. Considere o modelo
yi = a+pPx;+e;, i=1,..., 18 em que os ¢; sao erros aleatérios nao correlacionados
com E(e;) =0 e Var(e;) = o>

i) Interprete os parametros a e [3.

ii) Estime a e 8 pelo método de minimos quadrados. Obtenha também uma
estimativa de o2,

iii) Construa intervalos de confianga para « e f.

iv) Com base nas estimativas obtidas no item ii), construa intervalos de con-
fianca para os valores esperados das notas dos alunos das escolas particulares
e publicas.

v) Ainda utilizando o modelo proposto, especifique e teste a hipdtese de que
ambos os valores esperados sao iguais.

vi) Repita os itens i)-v) definindo z; = 1 se o aluno cursou escola particular e
x; = 0 se o aluno cursou escola publica, i =1,...,18.

C.9.10. Num estudo realizado na Faculdade de Medicina da Universidade de Sao
Paulo foram colhidos dados de 16 pacientes submetidos a transplante intervivos
e em cada um deles obtiveram-se medidas tanto do peso (g) real do lobo direito
do figado quanto de seu volume (cm?) previsto pré operatoriamente por métodos
ultrassonograficos. O objetivo é estimar o peso real por meio do volume previsto.
Os dados estao dispostos na tabela abaixo.

i) Proponha um modelo de regressao linear simples para analisar os dados e
interprete seus parametros.

ii) Construa um gréafico de dispersao apropriado.
iii) Ajuste o modelo e construa intervalos de confianga para seus parametros.

iv) Avalie o ajuste do modelo por meio de medidas descritivas, de testes de
hipdteses convenientes e de uma analise de residuos.

v) Construa uma tabela com intervalos de confianga para o peso esperado do
lobo direito do figado correspondentes a volumes (estimados ultrassonografi-
camente) de 600, 700, 800, 900 e 1000 cm?.

vi) Repita os itens anteriores considerando um modelo linear simples sem inter-
cepto.
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Volume USG  Peso real Volume USG  Peso real

(cm?) (9) (em?) (9)
656 630 737 705
692 745 921 955
288 690 923 990
799 890 945 725
766 825 816 840
800 960 o84 640
693 835 642 740
602 570 970 945

C.9.11. Os dados abaixo sao provenientes de uma pesquisa cujo objetivo é propor
um modelo para a relagao entre a area construida de um determinado tipo de imoével
e 0 seu preco.

Imével  Area (m?) Preco (R$)

1 128 10 000
2 125 9 000
3 200 17 000
4 4.000 200 000
5 258 25 000
6 360 40 000
7 896 70 000
8 400 25 000
9 352 35 000
10 250 27 000
11 135 11 000
12 6.492 120 000
13 1.040 35 000
14 3.000 300 000

i) Construa um grafico de dispersao apropriado para o problema.

ii) Ajuste um modelo de regressao linear simples e avalie a qualidade do ajuste
(obtenha estimativas dos parametros e de seus erros padroes, calcule o coe-
ficiente de determinacao e construa gréaficos de residuos e um grafico do tipo

QQ).
iii) Ajuste o modelo linearizavel
y=pa’e
em que y representa o preco e x representa a area e avalie a qualidade do

ajuste comparativamente ao modelo linear ajustado no item ii); construa um
grafico de dispersao com os dados transformados.
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iv) Utilizando o modelo com o melhor ajuste, construa intervalos de confianga
com coeficiente de confianga (aproximado) de 95% para os pregos esperados
de iméveis com 200m?2, 500m? e 1000m2.

C.9.12. O arquivo Bosco (1998), disponivel na forma de uma planilha Excel no sitio
www.ime.usp.br~jmsinger contém dados provenientes de um estudo observacional
baseado numa amostra de 66 pacientes matriculadas na Clinica Ginecoldgica do
Departamento de Obstetricia e Ginecologia do Hospital das Clinicas da Faculdade de
Medicina da Universidade de Sao Paulo e no Setor de Mamas do Centro de Referéncia
da Saide da Mulher e de Nutrigao, Alimentacao e Desenvolvimento Infantil entre
novembro de 1995 e outubro de 1997. Um dos objetivos é estudar a relacao entre o
tamanho clinico de tumores de mama e seu tamanho obtido ultrassonograficamente.
O tamanho clinico do tumor ¢ definido como a média dos valores encontrados nas
colunas N e O da planilha mencionada; as trés medidas ultrassonograficas (altura,
comprimento e largura) estao disponiveis nas colunas U, V e W.

i) Construa graficos de dispersao apropriados para o problema.

ii) Ajuste um modelo de regressao linear multipla tendo como varidvel resposta
o tamanho clinico do tumor e como variaveis explicativas as trés medidas
ultrassonograficas.

iii) Avalie a qualidade do ajuste por meio do coeficiente de determinagao, testes
de hipédteses convenientes, graficos de residuos e um grafico do tipo QQ.

iv) Com base nas conclusoes obtidas dos itens acima, verifique se é possivel reduzir
o modelo (eliminando uma ou duas varidveis explicativas).

v) Repita a anélise utilizando a raiz ciibica do volume ultrassonografico do tumor,
definido como

Volume = %(altum X comprimento X largura)

como Unica variavel explicativa.

vi) Compare o modelo que vocé julgou mais adequado por meio da andlise reali-
zada nos itens i)-iv) com aquele obtido no item v).

C.9.13. Os dados abaixo sao provenientes de um estudo cujo objetivo era avaliar
a eficacia de um tipo de escova de dentes na remocgao de placa bacteriana. Para
isso foram observados indices de placa bacteriana (maiores valores do indice corres-
pondendo a maiores quantidades de placa) antes (X) e apds (Y') a escovagdo numa
amostra de 26 criancas.

a) Assuma que o par (X,Y) segue uma distribui¢ao normal bivariada. Proponha
um modelo que permita a comparacao das médias de X e Y, expresse-o em
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d)

o)
)

notacao matricial e interprete todos os seus parametros. Teste a hipdtese de
que as médias de X e Y sao iguais e construa um intervalo de confianca para
a sua diferenca. Indique precisamente como devem ser realizados os calculos.

Construa um grafico de dispersao tendo o indice de placa bacteriana pré-
escovagao (X)) no eixo das abscissas e o indice de placa bacteriana pds-escovacao
(Y') no eixo das ordenadas.

Proponha um modelo de regressao para explicar a variacao do indice pds-
escovacao como funcao do indice pré-escovacao, levando em conta o fato de que
indices pré-escovagao nulos implicam indices pés-escovagao nulos (em média).
Explicite as suposicoes e interprete os parametros.

Ajuste o modelo proposto e apresente os resultados de forma nao técnica.
Utilize técnicas de diagnéstico para avaliar o ajuste do modelo.

Qual dos modelos vocé usaria para analisar os dados? Por que?

Indice de placa bacteriana
pré-escovacao pOs-escovacao pré-escovacao pds-escovacao

2.18 0.43 1.40 0.24
2.05 0.08 0.90 0.15
1.05 0.18 0.58 0.10
1.95 0.78 2.50 0.33
0.28 0.03 2.25 0.33
2.63 0.23 1.53 0.53
1.50 0.20 1.43 0.43
0.45 0.00 3.48 0.65
0.70 0.05 1.80 0.20
1.30 0.30 1.50 0.25
1.25 0.33 2.55 0.15
0.18 0.00 1.30 0.05
3.30 0.90 2.65 0.25

C.9.14. Considere o modelo y; = a+ fBx; +¢€;, 1 =1,...,20 em que ¢; = pe;_1 + u;
com u; ~ N(0,1) e assuma que « =2, § =0.5,¢9 =3 e p=0.9.

Utilizando um gerador de niimeros aleatérios obtenha 20 valores de u; e cons-
trua os valores correspondentes de e;, ¢ = 1,...,20.

Construa um grafico de e; em funcao de .

Obtenha os valores de y; para z; =4, ¢ =1,...,20 e construa o grafico de
dispersao correspondente incluindo nele a reta E(y;|x;) = a + fx;.

Obtenha os estimadores de minimos quadrados de v e § a partir dos dados
gerados no item c¢) e inclua a reta estimada no grafico do item c).
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e) Calcule a estatistica de Durbin-Watson e discuta os resultados, interpretando
o efeito da autocorrelacao dos erros.

f) Repita os itens c) - €) com p=0.5e p=0.1
g) Compare os resultados obtidos com os diferentes valores de p e comente as
diferencas encontradas.

C.9.15. Os dados do arquivo intitulado Singer&Andrade (1997), disponiveis na
forma de uma planilha Excel no sitio www.ime.usp.br/~jmsinger sdo provenientes de
um estudo cujo objetivo era avaliar a eficacia de dois tipo de escova de dentes (Hugger
e Convencional) na remocao de placa bacteriana. Para isso foram observados indices
de placa bacteriana (maiores valores do indice correspondendo a maiores quantidades
de placa) antes (X) e ap6s (V') a escovagao com cada tipo de escova numa amostra
de ny = 14 criangas do género feminino (F) e ny = 12 do género masculino (M).

a) Construa um grafico de dispersao para cada tipo de escova, tendo o indice de
placa bacteriana pré-escovacao (X) no eixo das abscissas e o indice de placa
bacteriana pés-escovacao (YY) no eixo das ordenadas. Use simbolos diferentes
para identificar criangas de cada género.

b) Utilize métodos de regressao linear simples para ajustar modelos do tipo

_ Yi
Y;'j = BiXijz €ij,

1=1,2, 3 =1,...,n; para cada tipo de escova separadamente, indicando as
suposicoes adotadas.

c) Teste a hipétese de que 713 = 5 e no caso de nao rejei¢do, reajuste o modelo
com yp = Y2 = 7.

d) No modelo reduzido, teste a hipdtese de que v = 1 e em caso de nao rejeigao,
ajuste um novo modelo reduzido que incorpore esse resultado.

e) No terceiro modelo reduzido, teste a hipétese de que f; = 52 = f e, se for o
caso, ajuste um novo modelo que incorpore o resultado.

f) Avalie a qualidade do ajuste do tltimo modelo ajustado por intermédio de
técnicas de diagnoéstico.

g) Compare os resultados das andlises dos dados das duas escovas.

h) Escreva sua conclusdo, interpretando as hipéteses testadas e construindo um
tabela com valores esperados para os indices de placa pds-escovacao com dife-
rentes niveis de indices de placa pré-escovagao.

C.9.16. Considere o modelo
Yij = o+ Bry; + a; + ey,

t=1,...,n,7 =1,...,m em que y;;, o, B e x;; tétm as interpretacoes usuais e as
varidveis aleatérias a; ~ N(0,02), e;; ~ N(0,0?) sdo independentes.
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i) Mostre que Var(y;;) = 02+02, Cov(yij, Yiyr) = ag,j # 5" e que Cov(yij, yirjr) =
0,047

ii) Escreva o modelo descrito acima na forma matricial, especificando a matriz de
covariancias do vetor de erros, i.e., do vetor cujos componentes sao a; + €5,
1=1,...,n,5=1,...,m.

iii) Assuma que tanto 02 quanto o2 sdo conhecidas e obtenha os estimadores

de minimos quadrados generalizados e maxima verossimilhanca dos demais
parametros do modelo e suas respectivas distribuicoes.

C.9.17. A Tabela contém dados de capacidade instalada (ton), poténcia ins-
talada (1000 kW) e drea construida (100 m?) de 10 empresas de uma certa industria.
Com o objetivo de estimar a capacidade instalada (Y') a partir das informagoes sobre
poténcia instalada (X;) e drea construida (Xs),

i) Construa gréficos de dispersao apropriados.
ii) Especifique um modelo de regressao linear e interprete seus parametros.

iii) Obtenha estimativas dos parametros e de seus erros padroes e calcule o coefi-
ciente de determinagao multiplo.

~—

iv) Avalie o ajuste do modelo por meio de graficos de residuos e graficos QQ.
v) Avalie a perda de precisao dos estimadores decorrente do uso de cada uma das
variaveis explicativas em modelos de regressao linear simples construidos com

o mesmo proposito do modelo descrito no item ii).

vi) Com base no modelo mais adequado dentre aqueles que vocé analisou, construa
uma tabela com intervalos de confianga (coeficiente de confianca = 95%) para
as capacidades de producao esperadas de empresas com todas as combinagoes
de poténcias instaladas de 1.0, 2.5 ¢ 5.0 (x 1000 kW) e areas construidas 8.0,
10.0 e 12.0 (x 100 m?).

C.9.18. Os dados do arquivo intitulado Braga (1998), disponivel na forma de uma
planilha Excel no sitio www.ime.usp.br/~jmsinger sdo oriundos de um estudo reali-
zado na Faculdade de Medicina da Universidade de Sao Paulo para avaliar pacientes
com insuficiéncia cardiaca. Foram estudados 87 pacientes com algum nivel de in-
suficiéncia cardiaca, além de 40 pacientes controle (coluna K). Para cada paciente
foram registradas algumas caracteristicas fisicas (altura, peso, superficie corporal,
idade, sexo). Eles foram submetidos a um teste de esforgo cardiopulmonar em ciclo-
ergometro em que foram medidos a frequéncia cardiaca, o consumo de oxigénio, o
equivalente ventilatério de oxigénio, o equivalente ventilatério de didéxido de carbono,
o pulso de oxigénio e a pressao parcial de diéxido de carbono ao final da expiragao,
em trés momentos diferentes: no limiar anaerébio, no ponto de compensagao respi-
ratéria e no pico do exercicio.
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Ajuste um modelo linear que permita comparar a relagdo entre o consumo de
oxigénio no limiar anaerébio do exercicio (coluna X) e a carga na esteira ergométrica
(coluna U) para pacientes com diferentes niveis de insuficiéncia cardiaca (medida
segundo a classificagdo NYHA - coluna K). Com essa finalidade, vocé deve:

a) Construir graficos de dispersao convenientes.

o

o

Estimar os parametros do modelo e apresentar os respectivos erros padroes.

[oN

)
) Interpretar os diferentes parametros do modelo.
)
)

Avaliar a qualidade de ajuste do modelo por meio de graficos de residuos e
graficos QQ.

e) Identificar possiveis valores discrepantes (outliers) e reajustar o modelo sem
esses pontos.

f) Comparar os ajustes dos modelos obtidos com e sem os outliers.

g) Definir e testar hipiteses adequadas para avaliar se a relacao entre consumo

de oxigénio no limiar anaerdobio do exercicio e carga na esteira ergométrica
depende da classificacao NYHA.

h) Reajustar o modelo com base nas conclusoes do item (g) e avaliar o seu ajuste.

i) Apresentar conclusoes que evitem jargao técnico.

C.9.19. As tabelas abaixo foram obtidas da andlise de um conjunto de dados.

Coefficients Estimate Std. Error t value  Pr(> |¢])
(Intercept)  4.1003 2.8355 1.446 0.1862
w -0.8334 0.2640 -3.157 0.0135 *
X 2.5496 0.3151 8.093  4.02e-05 ***

Residual standard error: 2.153 on 8 degrees of freedom Multiple R-Squared: 0.905,
Adjusted R-squared: 0.8813 F-statistic: 38.11 on 2 and 8 DF, p-value: 8.141e-05

(Intercept) W b'e
(Intercept) 1.46702786 -0.08622291 -0.11625387
w -0.08622291  0.03978328 -0.01996904
X -0.11625387 -0.01996904  0.03142415

a) Quantas variaveis explicativas e quantas observagoes (n) foram utilizadas na
analise?

b) Especifique o modelo adotado.

¢) Ha alguma evidéncia de que o modelo se ajusta bem aos dados? Justifique.
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d) Fixe um valor (entre 1 e 10) para cada varidvel explicativa e construa um in-
tervalo de confianca com coeficiente de confianca de 95% para o valor esperado
da resposta correspondente aos valores fixados para as variaveis explicativas.

C.9.20. Para estudar a associagao entre género (1=Masc, 0=Fem) e idade (anos) e a
preferéncia (1=sim, 0=nao) pelo refrigerante Kcola, o seguinte modelo de regressao
logistica foi ajustado aos dados de 50 criancas escolhidas ao acaso:

log{M} = a+ fz; + y(w;, — 5),

- Wi(xi,wz‘)

em que z; (w;) representa o género (idade) da i-ésima crianga e m;(z;, w;) a pro-
babilidade de uma crianca do género z; e idade w; preferir Kcola. As seguintes
estimativas para os parametros foram obtidas:

Parametro Estimativa FErro-padrao Valor p

o 0.69 0.12 < 0.01
Io4 0.33 0.10 < 0.01
¥ -0.03 0.005 < 0.01

a) Interprete os parametros do modelo por intermédio de chances e razoes de
chances.

b) Com as informagoes acima, estime a razao de chances de preferéncia por Kcola
correspondente a comparacao de criancas do mesmo género com 10 e 15 anos.

c¢) Construa intervalos de confianga (com coeficiente de confianga aproximado de
95%) para exp(f) e exp(y) e traduza o resultado em linguagem nao técnica.

d) Estime a probabilidade de meninos com 15 anos preferirem Kcola.

C.9.21. No arquivo Singer&lkeda (1996) disponivel em www.ime.usp.br/~jmsinger
vocé encontra dados provenientes de um estudo cuja finalidade ¢é identificar fatores
de risco para a doenga aterosclerética coronariana (definida como obstrugao de mais
de 50% de pelo menos uma corondria).

a) Utilize modelos de regressao logistica para verificar se a presenga de angina
estavel (ANGEST), antecedentes hereditéarios (AH), infarto do miocardio prévio
(IMP), nivel de triglicérides para pacientes sem medicamento (TRIGS), nivel
de colesterol para pacientes sem medicamento (COLS), idade (IDADE1) e sexo
(SEXO) podem ser consideradas como fatores de risco para a doenga ateros-
clerética coronariana (LO3). Considere somente os participantes com dados
completos para as variaveis indicadas.
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b) Com base no modelo selecionado, construa uma tabela com limites inferio-
res e superiores de intervalos de confianga (com coeficiente de confianca de
95%) para razbes de chances definidas a partir de um conjunto de valores
pré-especificados das variaveis explicativas.

C.9.22. Para avaliar a relagdo entre o tempo de uso (X) e o nimero de defeitos
(Y) de um determinado componente eletronico, obteve-se uma amostra de n itens
desse tipo e em cada um observaram-se as duas variaveis. O estatistico encarregado
da andlise concluiu que o nuimero de defeitos segue uma distribuicao de Poisson,
i.e., que P(Y = y) = exp(—p)u¥/y!, y = 0,1,... e propés um modelo linear sem
intercepto para a relacao entre o nimero esperado de defeitos e o tempo de uso, i.e.,
p=px.

a) Obtenha o estimador de méxima verossimilhanca do parametro do modelo.
b) Mostre que esse estimador é nao enviesado.

¢) Obtenha a variancia desse estimador.

d) Construa um intervalo de confian¢a com coeficiente de confianga aproximado

de 95% para o valor esperado do nimero de defeitos de componentes com
tempo de uso igual a xg.

C.9.23. Os dados abaixo correspondem ao faturamento de empresas similares de
um mesmo setor industrial nos tltimos 15 meses.

meés jan fev mar abr mai jun jul ago set out mnov dez jan fev mar

vendas 10 16 18 20 18 22 36 34 33 37 40 64 57 6.0 6.8

Utilize técnicas de andlise de regressao para quantificar o crescimento do fatura-
mento de empresas desse setor ao longo do periodo observado. Com essa finalidade:

a) Proponha um modelo adequado, interpretando todos os parametros e especi-
ficando as suposigoes.

b) Estime os parametros do modelo e apresente os resultados numa linguagem
nao técnica.

c¢) Utilize técnicas de diagndstico para avaliar o ajuste do modelo.

C.9.24. Obtenha os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do
modelo de regressao

Yi = Pai + e,

;= 1,...,n em que os e; representam erros aleatérios independentes normais com
média zero e variancia o2
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i)
if)

Obtenha a distribuigao do estimador de /3 e construa um intervalo de confianca.

Repita o item i) com a suposigao adicional de que Var(e;) = 2?02

C.9.25. Utilizando a notagao usual, considere o modelo linear

a
b
c

)
)
)
d)

L 10 E(yn)
L 10 (5 _ E(y12)
101 al E(y1)
1 01 2 E(y2)

Expresse os parametros do modelo em termos dos valores esperados E(y;;).
Repita o procedimento do item anterior sob as restricoes a; = 0 e ay +ap = 0.
Repita o procedimento agora sob a reparametrizacao 51 = pu+aj e Sy = p+as.

Repita o procedimento agora sob a reparametrizacao 5, = p e fo = pu + ay.

Interprete os parametros em cada caso.

C.9.26. A tabela abaixo contém dados obtidos de diferentes institutos de pesquisa
coletados entre fevereiro de 2008 e marco de 2010 e correspondem as porcentagens
de eleitores favoraveis a cada um dos dois principais candidatos a presidéncia do
Brasil.

a)

f)

Construa um diagrama de dispersao apropriado, evidenciando os pontos cor-
respondentes a cada um dos candidatos.

Especifique um modelo polinomial de segundo grau, homocedastico, que re-
presente a variacao da preferéncia eleitoral de cada candidato ao longo do
tempo.

Ajuste o modelo especificado no item anterior.

Avalie o ajuste do modelo e verifique, por meio de testes de hipdteses adequa-
das, se ele pode ser simplificado; em caso afirmativo, ajuste o modelo mais
simples.

Com base no modelo escolhido, estime a porcentagem esperada de eleitores
favoraveis a cada um dos candidatos em 3 de outubro de 2010 e construa um
intervalo de confianca para a diferenca entre essas porcentagens esperadas.

Faca uma critica da analise e indique o que poderia ser feito para melhora-la
(mesmo nao que nao saiba implementar suas sugestoes).

Porcentagem de eleitores favoraveis
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Fonte Data Dilma Serra Fonte Data Dilma Serra
sensus 16/02/2008 4.5  38.2 sensus 13/08/2009 19 39.5
dataf  27/03/2008 3 38 ibope  04/09/2009 14 34

sensus 25/04/2008 6.2 364 sensus 14/09/2009 21.7  31.8
sensus 19/09/2008 8.4 38.1 ibope  20/11,/2009 17 38

dataf 28/11/2008 8 41 vox  30/11/2009 17 39
sensus  30/11/2008 10.4  46.5 vox  07/12/2009 18 39
ibope 12/12/2008 ) 42 dataf  14/12/2009 23 37
sensus  14/12/2008  13.3 42.8 vox  18/12/2009 27 34

dataf  30/01/2009 11 41 sensus 17/01/2010 27 33.2
sensus 19/03/2009 16.3  45.7 ibope 29/01/2010 25 36

dataf  27/03/2009 16 38 dataf  06/02/2010 28 32
sensus  28/05/2009  23.5  40.4 ibope 25/02/2010 30 35
ibobe 29/05/2009 18 38 dataf  27/03/2010 27 36
dataf  01/06/2009 17 36 vox  31/03/2010 31 34

C.9.27. Os dados da tabela abaixo foram obtidos de um estudo cujo objetivo era
avaliar a rela¢do entre a quantidade de um certo aditivo (X) e o tempo de vida (Y)
de um determinado alimento. Os valores substituidos por ? ficaram ilegiveis depois
que o responsavel pelo estudo derramou café sobre eles.

X (g/kg) 5 10 15 20 30
Y (dias) 32 ? 7 7 ¢

Um modelo de regressao linear simples (com a suposi¢ao de normalidade e inde-
pendéncia dos erros) foi ajustado aos dados gerando os seguintes resultados:

Tabela de ANOVA

Fonte de variagdo gl SQ QM F Valor p
Regressao 1 4230 42,30 156,53 0,001
Residuo 3 0,81 0,27

Total 4 43,11

Intervalos de confianga (95%)

Parametro  Limite inferior Limite superior

Intercepto -0,19 2,93
X 0,25 0,42
Residuos
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Observacao Residuos

1 0,14
2 0,55
3 0,66
4 0,23
5 0,01

oro1 [ 0892 —0.043
(X'X) _<—0.o43 0.003

a) Escreva o modelo na forma matricial e interprete seus parametros.

b) Construa um intervalo de confianca para o valor esperado do tempo de vida
do produto quando a quantidade de aditivo utilizada é de 25 g/kg.

c¢) Construa um intervalo de previsao para o valor do tempo de vida do produto
quando a quantidade de aditivo utilizada é de 25 g/kg.

d) Reconstrua a tabela dos dados, i.e., calcule os valores de Y substituidos por ?.

Observagao: O quantil de ordem 97, 5% da distribuicdo ¢ com 3 graus de liberdade
é 3.182.

C.9.28. Os dados abaixo sao provenientes de uma pesquisa cujo objetivo é avaliar
o efeito da dosagem de uma certa droga (X) na reducao de pressao arterial (Y) de
pacientes hipertensos.

Homens Mulheres
Redugao Reducao
Dose de pressao Dose de pressao
1 3 2 4
3 5 3 7
4 9 5 11
6 15 6 14
6 13

O pesquisador sugeriu o seguinte modelo para a andlise dos dados

Yij = a; + B(w; — T) + ey

i=1,2, j =1,...,n; em que os erros ¢;; seguem distribui¢oes N (0, c?) indepen-
dentes e ¥ denota a dose média empregada no estudo.
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a) Interprete os parametros do modelo.

b) Escreva o modelo na forma matricial.

C.9.29. Uma determinada empresa de transportes deseja saber se o nimero de
passageiros esta relacionado com o prego da gasolina. Com essa finalidade, adotaram
o modelo

y = Bo + Biry + Bowa + Bawize + €

em que y corresponde ao nimero médio de passageiros no meés, x; representa a
variacao no preco médio mensal da gasolina relativamente a média do ano anterior,
x9 é uma varidvel indicadora do tipo de percurso do 6nibus (0 = expresso e 1 =
usual) e e é um erro aleatério de média zero.

a) Interprete os parametros do modelo.

b) Que hipétese vocé testaria para avaliar se a relagdo entre o nimero médio
mensal de passageiros (y) e a variagdo no prego da gasolina (z1) é igual para
onibus com os dois tipos de percurso.

¢) Suponha que as estimativas de minimos quadrados dos parametros sejam [y =

500, 31 = 50, 32 =de 33 = —10. Esboce um gréfico que represente a relagao
entre y e x, para onibus com cada tipo de percurso.

C.9.30. Num estudo cujo objetivo era avaliar o efeito do sexo (X) e da idade (Y)
de individuos no envolvimento em acidentes automobilisticos foram coletadas in-
formagoes de sobre essas trés varidveis para uma amostra de clientes de uma empresa
de seguros.

a) Proponha um modelo de regressao logistica para representar a associagao entre
as trés variaveis e interprete os seus parametros.

b) Calcule a chance de um homem com 40 anos se envolver num acidente.
c¢) Por que valor fica multiplicada essa chance (de envolvimento em acidentes)
para uma mulher com 50 anos?

C.9.31. Uma fabrica de cadeiras dispoe dos seguintes dados sobre sua producao
mensal:

Numero de cadeiras produzidas | 105 130 141 159 160 172
Custos fixos e varidveis (R$) 1700 1850 1872 1922 1951 1970

a) Proponha um modelo de regressao linear simples para a relagao entre o custo
e o numero de cadeiras produzidas e interprete os parametros;

b) Utilize um intervalo de confianga com coeficiente de confianga de 95% para
estimar o custo esperado de producao para 200 cadeiras;
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¢) Admitindo que o prego de venda é de R$ 20.00 por unidade, qual a menor
quantidade de cadeiras que deve ser produzida para que o lucro seja positivo.

C.9.32. Considere o seguinte modelo de regressao

o Bo + Brri + e, v, <z, 1=1,...,7
vi Bo + Brzo + Bol(x; — x0) + €5, w3 > 20, i=75+1,...,n.

em que os termos y;, ;, €;, tém a interpretacao usual e xy é uma constante positiva.
Escreva o modelo com notagao matricial e interprete os parametros [y, 51, € Ps.

C.9.33. Numa pesquisa realizada na Faculdade de Medicina da Universidade de
Sao Paulo, foi observada uma amostra de 32 recém-nascidos pré-termo (RNPT),
vulgarmente chamados de prematuros. Em cada um deles foram medidos o diametro
da aorta (em mm) e a idade (em semanas) desde a concepc¢ao (instante em que
houve a fecundagao). O objetivo era verificar se 39 semanas apds a concepgao, o
diametro médio da aorta dos RNPT era equivalente ao diametro médio da aorta de
recém-nascidos a termo (RNT), vulgarmente conhecidos como normais. Para isso,
foi ajustado um modelo de regressao linear simples, cujos resultados estao indicados
abaixo.

Coeficiente Estimativa FErro padrao
Intercepto 8.42 0.20
Angular -0.12 0.02

o1 0.25 —0.0125
(X'X) —(—0.0125 0.0025

em que X denota a matriz com os valores das variaveis explicativas.

a) Obtenha uma estimativa da variancia dos erros (?).

b) Estime o valor esperado do diametro da aorta para 39 semanas pés-concepgao
e estime o seu erro padrao.

¢) Sabendo que o diametro médio (populacional) da aorta de RNT (39 semanas
apds a concepgao) é de 3.23 mm, responda a pergunta que originou o estudo,
justificando sua resposta.

d) Repita a andlise do item anterior no caso de o valor do diametro médio da
aorta de RNT (3.23 mm) ser proveniente de uma amostra de tamanho 30 e
que o erro padrao correspondente é de 0.50 mm.

Observacoes:

i) Utilize um nivel de significancia de 5% em todas as suas andlises.
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ii) Utilize uma aproximagao normal para as distribuigoes envolvidas nos métodos
inferenciais que voce utilizar.

iii) Indique claramente como os célculos foram realizados.

C.9.34. Os dados da tabela abaixo foram obtidos de empresas de duas industrias
(Alimentos e Produtos de Limpeza) com o objetivo de avaliar a relacao entre o valor
investido em propaganda (X) num certo trimestre e o aumento de faturamento no
trimestre subseqiiente (Y).

Valor investido Aumento de
Industria  em propaganda faturamento

Alimentos 5 20
Alimentos 7 25
Alimentos 9 28
Alimentos 10 27
Alimentos 8 26
Alimentos 6 22
Limpeza 4 16
Limpeza 11 19
Limpeza 7 17
Limpeza 9 16
Limpeza 6 15

a) Especifique um modelo em que a relagao entre X e Y é quadratica, com coefi-
cientes possivelmente diferentes para cada industria. Interprete os parametros
do modelo.

b) Escreva o modelo na forma matricial.

¢) Utilizando notacao matricial, especifique a hipdtese de que as curvas corres-
pondentes a relagao entre X e Y sao iguais para as duas industrias.

C.9.35. Com a finalidade de comparar homens (H) e mulheres (M) quanto a rela¢ao
entre o tempo gasto entre a chegada e a saida em um centro de compras, (X) e o
valor dispendido (Y), considerou-se o modelo:

Yij = b+ i +v(xi; — m0) + €5,

Z?:1 a; =0, i=1(M),2(H), j=1,...,n, em que as variaveis aleatérias e;; tém
distribuigoes N (0, 0?) independentes.

a) Descreva todos os simbolos utilizados, interpretando-os.

b) Especifique o modelo na forma matricial.
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¢) Utilizando notacao matricial, especifique a hipdtese de que a relagao entre Y

e X éigual para homens e mulheres.

d) Esboce um grifico que represente o modelo.

C.9.36. Num estudo cujo objetivo era avaliar a associacao entre atividade (técnica
ou administrativa), tempo de servi¢o (anos) e saldrio (R$ 1000.00) e a participagao
em um programa de demissao voluntéria (sim ou nao), foram coletadas informagoes
sobre essas quatro variaveis para uma amostra de empregados de uma grande em-

presa.

a) Proponha um modelo de regressao logistica para representar a associagao entre

as variaveis e interprete os seus parametros.

b) Com base no modelo proposto, obtenha uma expressao para célculo da chance
de um empregado do setor administrativo com 5 anos de servico e ganhando
um salario de R$ 3000.00 participar do programa de demissao voluntdria.

¢) Segundo o modelo proposto, por que valor fica multiplicada essa chance para
um funcionério da drea técnica com saldrio de R$ 2000.00 e de mesma idade?

C.9.37. A tabela abaixo contem dados de uma investigacao cujo objetivo era estudar
a relacao entre a duracao de diabete e a ocorréncia de retinoplastia (uma moléstia

dos olhos).

a) Considere um modelo linear para avaliar a intensidade dessa relagao e utilize
o método de minimos quadrados generalizados para ajusta-lo. Sugestao:
Considere o ponto médio de cada intervalo como valor da variavel explicativa
e use as frequéncias relativas observadas para estimacao das variancias.

b) Utilize 0 método de méxima verossimilhanca para ajustar um modelo linear e

um modelo logistico aos dados.

¢) Compare os resultados do ajuste do modelos lineares obtidos pelos dois métodos
por meio de uma tabela com as estimativas e erros padroes dos parametros.

Duracao da
Diabete (anos)
0-2
3-5
6-8
9-11
12-14
15 - 17
18 - 20
21-23

Retinoplastia

Sim  Nao
17 215
26 218
39 137
27 62
35 36
37 16
26 13
23 15
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C.9.38. Num estudo em que se desejava comparar um tipo de pneu experimental
(1t = 2) com um tipo de pneu convencional (i = 1) com relagdo ao desgaste Y
(profundidade do sulco em mm) em fungao da distancia percorrida X (em 1000
km), foram observados n; = 4 pneus convencionais e ny = 5 pneus convencionais.
Os dados estao dispostos abaixo.

Tipo de Distancia  Profundidade

pneu percorrida do sulco
Convencional 10 99
Convencional 20 95
Convencional 30 72
Convencional 40 56
Experimental 10 93
Experimental 20 86
Experimental 25 83
Experimental 30 77
Experimental 40 68

O estatistico responsavel pela andlise propos o seguinte modelo
Yij = B+ i + Bixij + €ij,

i=1,2,j=1,...,m; com aq =0 e ¢;; ~ N(0,0%), independentes.

a) Escreva o modelo na forma matricial e interprete seus parametros.

b) Represente o modelo graficamente indicando claramente o significado dos para-
metros.

¢) Expresse em termos matriciais, a hipétese de que os dois tipos de pneus tém
desgaste esperado equivalente. Especifique a distribuicao da estatistica que
voce utilizaria para testar essa hipotese.

C.9.39. Considere o modelo
Yi = ax; + €,

i=1,...,nem que ¢; ~ N(0,0?) sao variaveis aleatérias independentes.

a) Obtenha o estimador de méxima verossimilhanga de « e proponha um estima-

dor nao enviesado para o?.

b) Especifique a distribuicao do estimador de a.

¢) Especifique um intervalo de confianca para o parametro o com coeficiente de
confianga v, 0 < v < 1.
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Observagao: a funcao densidade da distribuicao N (u,o?) é
f(z) = (V2mo)~teap(=27" [(z — p) /o ]?).

C.9.40. Considere o modelo y = X3 + e em que y é um vetor de respostas com
dimensédo (ny +ny) x 1, e ~ N(0,0%L,, 1 ,,), B é um vetor de parametros,

|1, O
=% 0]

com I,, representando uma matriz identidade dimensao m, 1,, , um vetor de di-
mensao m com todos os elementos iguais a 1 e 0 um vetor com todos os elementos
iguais a zero.

a) Interprete os parametros do modelo.

b) Expresse o estimador de minimos quadrados dos elementos de B em termos
de somatdrios.

c) Expresse um estimador nio enviesado de 02 em termos de somatérios .

d) Dé um exemplo de situacao pratica em que esse modelo poderia ser aplicado.

C.9.41. As tabelas abaixo foram obtidas da andlise de um conjunto de dados.

Ajuste do Modelo
Coefficients Estimate Std. Error ¢ value Pr(> [t|)

(Intercept) 13.32 6.93 1.92 0.084
T 4.37 0.81 5.42 0.000
To -22.60 5.46 -4.14 0.002
T3 -7.36 5.46 -1.35 0.208

Multiple R-Squared: 81.02%, Adjusted R-squared: 75.06%

ANOVA
Source DF SS MS F p
Regression 3 2807.90 935.97 14.42 0.001
Error 10 649.09 64.91
Total 13 3456.99

a) Quantas variaveis explicativas e quantas observagoes (n) foram utilizadas na
analise?

b) Especifique o modelo adotado e interprete seus parametros.
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¢) Apresente uma estimativa para a variancia dos erros baseada num estimador
nao enviesado.

d) Indique como se calcula o coeficiente R? a partir das tabelas acima.

e) Especifique (em termos dos parametros do modelo) a hipdtese testada por
meio da estatistica F' da tabela de ANOVA e indique sua distribuicao.

f) Especifique (em termos dos parametros do modelo) as hipéteses testadas por
meio das estatisticas ¢ da tabela de ajuste do modelo e indique suas distri-
buicoes.

g) Esclareca as diferencas entre as hipdteses consideradas nos itens e) e f).

h) Com base nos resultados da andlise, proponha um modelo mais simples para
os dados, justificando sua resposta.

C.9.42. Reproduza todas as andlises do Exemplo C.8.1 com e sem os pontos associ-
ados ao adesivo B e nivel de umidade 4.50 adotando as parametrizacoes correspon-
dentes aos seguintes comandos da funcao lm() do pacote R:

a) Im(indice ~ adesivo + umidade + umidade2 + adesivo:umidade + adesivo:umidade2)

b) lm(indice ~ adesivo 4+ umidade + umidade2 + adesivo:umidade + adesivo:umidade2
_1)

com umidade2 = umidade?. Em cada caso,

i) especifique e interprete os parametros do modelo;
ii) mostre como vocé obteve os resultados apresentados no Exemplo C.8.1;

iii) avalie o impacto da eliminacao dos dados mencionados nas estimativas dos
parametros;

iv) compare os coeficientes de determinacao dos dois modelos e explique possiveis
diferencas.

C.9.43. Os dados disponiveis em
www.ime.usp.br/~jmsinger/Dados/Singer&Nobre&Rocha2018exercc943.xls

sao provenientes de um estudo conduzido no Instituto de Biociéncias da Universidade
de Sao Paulo com o objetivo de avaliar o efeito do niimero de malarias contraidas
durante a gestacao em algumas caracteristicas de recém nascidos. Avalie o efeito de
quantidade de maldrias (qntmal, coluna C), idade da mae [idade (anos), coluna EJ,
peso da mae na triagem [pesotriag (kg), coluna H], peso da mae no parto [pesoparto
(kg), coluna I]), altura da mae [altura (cm), coluna J| e idade gestacional [ig (sem),
coluna K| no peso do recém nascido [peso (g), coluna M] por meio de modelos de
regressao multipla. Com essa finalidade,
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a) construa graficos de dispersao e boxplots para descrever o comportamento da
variavel peso;

explicite a estratégia de analise empregada;

)

c¢) ajuste os modelos adotados para concretizar a estratégia adotada,;
) utilize técnicas de diagndstico para avaliar a qualidade dos ajustes;
)

apresente os resultados na forma de um relatério descrevendo cada passo da
analise e a sua conclusao, quantificando-a.

C.9.44. Considere o modelo
Yij :a+ﬁtj+ai+bitj+6ij, 1=1,...,n, jz 1,...,m;,

em que y;; ¢ a resposta da ¢-ésima unidade amostral no j-ésimo tempo, o e 8
sdo efeitos fixos, b; = (a;, b;) " sdo efeitos aleatérios independentes com distribuicao
N(0, G) e e;; sao erros aleatérios independentes com distribui¢ao N (0, 0?). Suponha
que b; e e;; sao independentes. Obtenha expressoes para a variancia de y;; e para a
covariancia entre y;; e y;;, j 7 | nos seguintes casos:

a) G = diag[o?, o}]

0'2 Oab
b) G_(% 72 )
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