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1. Introducgao

No estudo das fun¢oes Riemann integraveis (R]a, b])
surge o fato de que todas as funcgOes continuas
num intervalo fechado sao Riemann integraveis nesse
mesmo intervalo (Cla, b] C R]a,b]) e é claro que nem
todas as fungdes Riemann integréaveis sdo continuas.
No entanto a relagdo entre integrabilidade e con-
tinuidade é mais sutil. O critério de Lebesgue para
a existéncia da integral de Riemann afirma que uma
funcgao limitada é Riemann integravel se, e somente
se, o conjunto dos pontos de descontinuidade do seu
dominio tem medida zero. Seguimos a argumentagao
proposta por [2] para mostrar que é possivel refinar a
hipétese do critério: basta que o conjunto dos pon-
tos de um tipo especifico de descontinuidade (que
chamaremos no texto de descontinuidade essencial
de primeira ordem) tenha medida zero para que a
correspondente fun¢do limitada seja Riemann inte-
gravel.

Os conceitos topoldgicos basicos estarao definidos
na secgao 2, com esses conceitos provaremos algumas
propriedades sobre Conjuntos de Medida Zero, na
secdo 3. Comecaremos entdo um estudo mais apro-
fundado sobre Descontinuidades na secao 4, sendo
capazes de identificar o conjunto dos pontos de des-
continuidade essencial de primeira ordem. Dessa
forma, provaremos na secao 5 um refinamento do
critério de Lebesgue. No texto utilizaremos o fato
de que todo intervalo fechado & um conjunto fechado,
sem enunciar explicitamente essa passagem.

2. Pre-Liminares

Assumiremos que os conjuntos R, N, Q estdo cons-
truidos como em [3]. Todas as provas que ndo sdo
dadas (nesse caso utilizaremos o rodapé) podem ser
encontradas em [4]. Introduziremos a notagado que
iremos utilizar pelo resto do artigo e apds damos
algumas definicoes.

2.1 Notacao

Optamos por manter a notagdo padrao quando ela
existe, vamos mostrar aqui algumas excegoes:

e RT ira denotar o conjunto dos reais estritamente
positivos.

e Um intervalo serd representado por I. Seu
diametro, por D(I).

e O conjunto de todas as parti¢oes do intervalo
fechado [a, b] sera representado por Pla, b].

e A soma superior (respectivamente: soma in-
ferior) de uma funcdo f com respeito a uma
particao P de seu dominio serd denotada por

S(P, f) (respectivamente: I(P, f)).

2.2 Definigoes

Algumas defini¢oes que serao utilizadas ao longo do
texto:

e Um conjunto FE sera dito enumerdvel se existir
uma bijecao entre E e N.

e Um conjunto A C R sera aberto se Vo € A, Je €
R tal que [z —€,2 4+ €] C A (todo ponto de A é
um ponto interior).

e Um conjunto A C R serd fechado se seu com-
plementar em R (i.e. R\ A) for aberto.

e Uma funcdo, f : I — R serd continua em xy € 1
se Ve € RT, 36 € RY tal que (Jz — x| < 6 =

[f(x) = f(x0)| <€)

e Uma funcio limitada f I - R (I ne
cessariamente é um intervalo fechado) sera
Riemann Integrivel se Ye € RT, IP ¢
Pla,b] tal que S(P, f) —I(P, f) <e.

Teorema 1. Se A e B contidos em R sao abertos,
entdo a sua unido (AU B) também o é.

Demonstra¢do. Basta notar que, z € AU B implica
que x € A ou z € B. Sem perda de generalidade,
vamos considerar x € A. Assim, Je € R, [z — ¢, +
e CA=[r—cx+e¢ C AUB. Assim AUB ¢
aberto. O

Corolario 1. Se A e B contidos em R sdo fechados,
entdo a sua intersec¢do (AN B) também o é.


mailto:jgomes@ime.usp.br
mailto:jrenan@gmail.com
mailto:cardona@ime.usp.br

Demonstragao. R\ (ANB) = (R\ A)U(R\ B), pelas
leis de De Morgan. Assim, pelo teorema anterior,
R\(ANB) é aberto (porque é a unido de dois abertos)
e, por definicdo, A N B é fechado. O

Teorema 2. Para todo A C R é equivalente:

1. A € fechado e limitado.

2. Toda cobertura de A por intervalos abertos ad-
mite uma subcobertura finita.

Preferimos omitir a demonstracao desse teorema
para nao recorrer ao conceito de compacidade (ou
de pontos de acumulagao). Uma demonstragdo pode
ser encontrada em [1].

3. Conjuntos de medida zero

Dizemos que um subconjunto Z de R tem medida
zero (ou medida de Lebesgue zero) se, Ve € R existe
uma seqiiéncia {I,,} de intervalos abertos tais que:

e ZCU,In
o > DI, <e

Teorema 3. Todo conjunto unitdrio tem medida
zero.

Demonstragio. Se F' = {xo}, entdo Ve € RT F C
lro — §, w0 + §[ e é claro que podemos formar uma
seqiiéncia de intervalos cuja soma de seus didmetros
seja menor que e. O

Teorema 4. Se Z tem medida zero e Y C Z, entio
Y também tem medida zero.

Demonstragao. Dado €, seja {I,} a seqiiéncia de in-
tervalos que satisfazem os dois critérios para Z. Logo,
YCcZ=Y clU,I, Eassim,Y tem medida
Z€ro. O

Teorema 5. A unido enumerdvel de conjuntos de
medida zero € um conjunto de medida zero.

Demonstragao. Se E = |J,, Z,, entao, dado € > 0,
para cada n podemos escolher para cada Z,, uma se-
qiiéncia ({I7})de intervalos de diametro menor que
5 e formar, a partir dessas seqiiéncias {I,} *.
Como Y D(I,) < X" 5 = ¢, entdo as duas
condigoes estao satisfeitas. O

Corolario 2. Todo conjunto enumerdvel tem me-
dida zero.

L Aqui estamos assumindo que N x N é enumerével.

Demonstragcdo. Se M ¢é enumeravel entao M =
U, {zn}. Mas, pelo teorema 3, cada {z,} tem me-
dida zero. Pelo teorema 5, M tem medida zero. [

Corolario 3. Se X C [a,b] é um conjunto fechado
e de medida zero, entdo Ve € RT, 3P € Pla,b] tal
que a soma do comprimento dos intervalos de P da
forma [zj,x;41] N X # & € menor que e.

Demonstracio. Dado € € RT, sejam {I,} os inter-
valos abertos que satisfazem as duas condigoes de
medida zero para X. Como X é limitado e fechado,
entdo existe uma subcobertura finita de {I,} que
ainda cobre X, e >." | D(I,,) < e. Podemos formar
as seqiiéncias {a;} e {a,,} de nameros reais tais que
I; = laj, anm) (0s extremos inferiores e superiores dos
intervalos) e entdo criar a seqiiéncia de pontos{ P, },
dispondo em ordem crescente {a;} e {an,}. Tome
P=U"{P,} U{a,b}. O conjunto P de fato é uma
parti¢do de [a,b] e, como Y ;" | D(P;) < Yi" | D(I;),
entao a soma dos comprimentos dos intervalos que
contém algum ponto de z é menor que €.

O

4. Descontinuidades

Nessa se¢ao iremos descrever vérios tipos de descon-
tinuidades possiveis para uma funcao. Como esse
conceito serd central, vamos explicitar a negagao
da definicdo de continuidade de uma funcao em um
ponto xg pertencente ao seu dominio:

f é descontinua em x( pertencente ao seu dominio
=
Je e RT,V6 €

RT, (3zg € Dom ( f) tal que |z — zo| < d e |f(x) — f(z0)] > ¢€)

4.1 Tipos de descontinuidades

No que se segue, vamos supor sempre que Ty per-
tence ao dominio da funcdo em questao.

Diremos que f tem uma descontinuidade re-
movivel” em x se

3 lim f(x)

r—Xo
mas

lim f(x) # f(zo) -

r—xo

2Chamamos de descontinuidade removivel porque, se al-
terarmos a definicao de f de forma que limg .z, f(z) = f(z0),
entao f seria continua em xq.



Diremos que f tem uma descontinuidade de salto em
T Se

lim f(z) # lim+ flz) .

Ty Ty
Diremos que f tem uma descontinuidade essencial
de primeira ordem em xq se
lim,, - f(xz)e lim, f(z) ndo existem.

Diremos que f tem uma descontinuidade essencial
de sequnda ordem em x( se

Ou lim,,_, - f(z) ou i, f(z) ndo existe.

Representaremos o conjunto das descontinuidades
removiveis, de salto, essenciais de primeira ordem e
essenciais de segunda ordem, de uma funcao f, res-
pectivamente por Ry, Sy, E1¢, E2y. Obtemos entdo
outra definicao para descontinuidade de uma funcao
em um ponto de seu dominio:

f é descontinua em x( pertencente ao seu dominio
=
X € RfUSfUElfUEQf .

Exemplos

e Se f:[-1,1] = R, f(z) = {Se“z(w), Sex#O}

0, sex=0

entao 0 € Ry.
e Se’f:R—R, z+ [z], entdo Z = Sy .
e Se f:[0,1] =R, f(z) = {(1] :x;% entdo

0,1 = By .

z, sex <0 ~

o Se f:[-1,1] = R, f(ac)—{glc7 o ¢ > (0 Cntao
OEEQf.

4.2 OQOutra caracterizagao da descon-
tinuidade

Estaremos interessados agora em encontrar outra
caracterizacao para a descontinuidade, que serd im-
portante para decidir se o conjunto de descon-
tinuidade de uma funcao é enumerével ou nao.

3[z] representa o menor inteiro mais préximo de x .

Oscilagao de uma fungao

A oscilagao de uma fungdo f em um subconjunto (I)
de seu dominio serd definida por

wi(I) = sup {[f(s) = f()], {s,t} C I} .

De forma anéloga, definiremos a oscilagao de f em
um ponto xg de seu dominio como:

w(zo) = inf{wy([xo — 6,20 + 0]),6 € RT} .

Teorema 6. Seja xo um ponto do dominio de f.
A funcao [ € continua em xy se, e somente se,
wr(xzo) =0.

Demonstragio. Se f é continua em xg, Ve € RT,
existe § € RT tal que, se {s,t} C [zg — &, 20 + 0],
entio |f(s) — f(x0)| < 5 € |(t) = f(xo)| < 5, mas
() = FO] = 1£(5) = fao) — (F1) = flao))] <
|f(s) = f(@o)| + | f(t) — f(zo)| = €. Entdo wy(zo) =
inf{e,e € R*} = wy(z0) =0

Suponha agora que wy(zp) = 0, mas entdo
inf{wf([sco — §,x0 + 5]),(5 € R+} = 0, isto é4,
Ve € RT,36 € RT tal que 0 < wy([xg—4, z0+4]) <€,
ou ainda: Ve € RT,35 € RT tal que {s,t} C
(w0 — 8,0 + 6] ento sup {|£(5) — [(t)|} = e, logo,
If(s)—f(t)] <e. ComoVéd € RT, zg € [x0—0,x0+0],
f é continua em xg. O

Teorema 7. Se a € R entdo, firada uma fungdo
f (com dominio D), o conjunto {x € D|ws(x) < a}
é aberto em R

Demonstragio. Fixado o« € RT, se p € {z €
D|wys(z) < a}, entdo, 36 € R tal que wy([p—0,p+
d]) < a. Sex € [p—0,p+4], entdo wys(z) < a. Como
x € arbitrario, [p — 6,p + 0] C {x € Djws(z) < a}.
Assim p é um ponto interior. Como p é arbitrario,
{z € Djws(x) < a} é aberto. O

Corolario 4. Seja f : [a,b] — R, fizado (o € RT)
entio S = {z € [a,bl|lwf(x) > a} € fechado e limi-
tado.

Demonstragio. Pelo teorema anterior, {z €
[a,b]|ws(xz) < a} é aberto em R, assim, seu com-
plementar em relacdo a R({z € Rlw¢(z) > a}) é
fechado, por definicdo. Entdo {z € [a,b]|lw;(z) >
a} = {z € Rlws(z) > a}Nia,b] é a intersecgdo
de dois conjuntos fechados e, pelo corolario 1, é
fechado. Como {z € D|ws(z) > a} C [a,b], entdo
{z € [a,b]|ws(z) > o} também é limitado. O

4Usamos aqui a definicio de infimo de um subconjunto
de R: b = infA se b é cota inferior de A e Ve € Rt,3a €
Atalqueb<a<b+e.



Teorema 8. Seja f : [a,b] — R. O conjunto S =
Ry U Sy U Esy é enumerdvel.

Demonstragdo. Seja Ay = {wg € FEaslexiste
lm,_ - f(z)} e Ay = {zo € Eyylexiste
lm,_ f(z)}. E claro que S = (R; US; U Aj) U
(Rf USyUA;). Denotaremos (Ry U Sy U Ay) por
S1 e (RyUSyUAy) por S;. Sabemos (pela carac-
terizagdo 4.1 da descontinuidade) que xg € S = f é
descontinua em xg.

Para cada n € N, consideremos o conjunto O,, =
{zo € Si|ws(zo) > L}. Como zq € Sy, pelo teorema
6, wy(zo) > 0 e assim, In € N|ws(z9) > L. Logo,
zo € Oy, para algum n, isto é, S1 C |J,, On. As-
sim, se cada O,, for enumeravel, S; também serd °.
Provaremos que cada O,, é enumeréavel.

Se o S On, entao existe
lim,_ — f(z). Fixadlo ¢ € R* 3§ ¢
R* tal que (x €]z — d,z0[= |f(z) — f(x0)| < €).
Mas, se x1 €]z d,xo[, entdo, Jdy €
Rttal que (|z — 1| < &2 = |f(z) — f(z1)] <
F@) — f@o)l + |f(@1) — f@o)l < ¢ (basta
tomar do tal que |zq — d2,21 + 02[Clzg — I, z0[).
Como € foi arbitrario, para Vz €Jzg — 6, 0],
f é continua em =z, logo = ¢ S;, ou ainda,
Vo € Op, 36 € RT tal que |zo — 6, 20[N0,, = 2.

Fixado n, tome zy € O,. Seja g,(xg) um
namero racional em |zg — §(zo), o[ (6(x0) para o
qual |xg — 0,29[NO,, = @). Defina F : O, — Q
por zg — gn(zo). Se {zo,yo} C Oy € xo # Yo, €n-
tdo (considerando xo < yo), |xo — d(x0), To[N]yo —
0(yo),yo|= @, caso contrario xg €|y — 6(yo), Yol,
o que é um absurdo. Assim ¢,(zo) # qn(yo) € F
é injetora. Restringindo o contradominio, criamos
F, : 0, — A(C Q) bijetora. Assim °, cada O,, é
enumeravel e S; é enumeravel.

Poderiamos fazer exatamente a mesma construgao
para S e chegarmos a conclusao de que Sy é enu-
meravel. Assim, S = S U Sy é enumeréavel.

O

5. Refinamento do critério de
Lebesgue para a
Riemann-Integrabilidade

Antes de apresentarmos um refinamento do critério
de Lebesgue, vamos apresentar o proprio critério:

5Novamente, esse fato equivale & enumerabilidade de N x N

6 Aqui usamos dois fatos: Q é enumeravel e todo subcon-
junto de um conjunto enumeravel é, no maximo, enumeravel.

5.1 Critério de Lebesgue

Teorema 9. Uma fun¢ao f limitada é Riemann in-
tegrdvel se, e somente se, o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f tem medida zero.

Demonstra¢do. Suponha que f: I — R é Riemann
integravel, entao:

Ve € RY, 3P € Pla,b] tal que S(P, f)—I(P,f) <e.

Se P ={x1,...,xm}, entdo

n n—1

D Fm)A()) = Y (fE)A@:) <e

i=1 i=1
(onde Az; = zi41 — x; e f(n;) = sup{f(z)|x € Ax;}
e f(&) = inf{f(z)|x € Ax;}). Ou ainda,

n

ST ) = F(&)Aw <e.

i=1
Mas, para cada i € {1,...,n}, se {s;,t;} C Auxy,
temos |f(s;) — f(t:)| < f(mi) — f(&). Logo

Y 1f(si) = ft)|Aw; <e.

i=1

Para cada n € N, seja S, = {2 € [a,b]] ws(z) >
%} Dado € € R™, vamos escolher ¢y = 5~ €, a partir
desse €g, extrair uma particao P de f tal que

{si,t;} C Az; para cada i < ”’Z |f(si)—f(t:)|Ax; < €.

i=1
Entao, z € S, = %
N tal que y; € Az; entao

< wyg(x). Se Ji €

1 n n ] )
- Z Ax; < wa(yi)Axi < €p, 0 que implica

=1 i=1

- €
i=1

Assim, para x € S,, que estao contidos em algum
Az;, podemos tomar {|x;, z;+1[} como uma seqiién-
cia de intervalos abertos que contém esses pontos e
cujo diametro é menor que 5. Se ndo existe 7 tal que
r € Az;, entdao z € P. Mas, desde que P é enu-
merével, P tem medida zero e podemos encontrar
uma seqiiéncia de intervalos abertos com didmetro
total menor que § que cobre P. Assim, S, tem me-
dida zero e, o conjunto dos pontos de descontinuida-
de de f tem medida zero (tal conjunto é J,, Sn, pelo

teorema 6).



Suponha agora que o conjunto dos pontos de des-
continuidade de f tenha medida zero. Fixe ¢; € RT,
entdo o conjunto S = {z € [a,b]|ws(x) > €} (onde
e = min{%, ﬁ}) esta contido no conjunto dos
pontos de descontinuidade de f, e, pelo teorema 4,
tem medida zero. Pelo corolario 4, S é fechado.
Sendo fechado e de medida zero, o corolério 3 garante
que existe uma particio de [a,b] cujos intervalos
que contém elementos de S sao arbitrariamente pe-
quenos.

Tomemos entdo uma particio P de [a,b] tal
que os intervalos que contém algum elemento de
S tem diametro menor que gy (onde |[|f]] =
max{sup{f(z),z € [a,b]}, —inf{f(x),x € [a,b]}}).

Logo

S(Pf) - I(P, f) =
S(Pl7f)7I(Pl7f)+S(P”af)7I(Pu7f) .

Onde P’ sdo os intervalos que ndo contém nenhum
ponto de S e P” os que contém. Entéo:

S(P" ) = I(P", f) = 3 (f(m) = F(&)A(w:)

i €
<D Aw) <e< D

i=1
Para os pontos de P':

n

S(C' f) = I(C', f) <> (f(mi) = (&) A=)

=1

<eZA(mi) <elb—a) < %1 .
i=1

Logo,
S(P>f)_I(P7f)<€1

e f é integravel em [a,b]. O

5.2 Refinamento do critério de

Lebesgue

Teorema 10. Uma fungao f definida em um inter-
valo fechado serd Riemann integrdvel se, e somente
se, Eyy tiver medida zero.

Demonstra¢ao. Devido ao critério de Lebesgue, f é
Riemann integréavel se, e somente se, o conjunto dos
pontos de descontinuidade de f tiver medida zero.
Porém, pelo teorema 8, sabemos que o conjunto 2;U
Jy U Eay tem medida zero. Assim, o conjunto dos
pontos de descontinuidade de f terd medida zero se,
e somente se, Iy, tiver medida zero. O
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