MAT3110 - Calculo Diferencial e Integral I

Lista 7 — 30,/05/2019

Parte 1 - Formula de Taylor

1. Determine o polinomio de Taylor de ordem 5, em torno de xg dado, nos seguintes

casos:

(a) f(x) =senx; x9=0

(b) f(z) =cosx; xp=0

(¢) flx)=lIlnz; x0=1

(d) f(z)=01Q4=x)% =x9=0, onde o # 0 é um nimero real dado.

2. Determine o poliomio de Taylor de ordem n para as funcoes de item 1.

(a) Determine o polinémio de Taylor de f(x) = e*, de ordem n, em torno de zy = 0

(b) Mostre que, para todo xz em |0, 1],
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(c) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 107°.

item Sejam n um natural impar e f(x) = senz. Mostre que, para todo x,

A =) < 2™
Ssenxr — | r — — —_— — ... — — R E——
3! (n+2)!

3. Avalie senl com erro, em médulo, inferior a 107°.

4. Mostre que, para todo z,
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(a) Use a férmula da progressao geométrica para mostrar que o polinémio de Taylor

de f em torno de zp = 0 de ordem 10 é P(x) =1 — 2? + 2* — 20 + 28 — 210

(b) Observando o polinémio do item (a), calcule f(™(0) para n =1,2...10.

Se p(z) é um polinémio de grau n mostre que

p(z) =p(c) +p'(c)(x —c)... +
onde ¢,z € R.

Mostre que o polinémio de Taylor da derivada f’ de uma funcaof é a derivada do

polinémio de Taylor de f.

Se P, . € o polinémio de Taylor de ordem n da fun¢ao f entao o polinoénio de Taylor
de ordem n + 1 de g(z) = [ f(t)dt é a integral [ P, .(t)dt.

Mostre que
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Se g(x) = f(z — ¢) e Py(x) é o polinémio de Taylor de f na origem entao P,(z — c)

¢é o polindémio de g com centro em c .

Utilize os exercicios 5 e 8 para encontrar o polinémio de Taylor de ordem 10 da funcao

arctan em torno do ponto ¢ = 0.

Determine o polinémio da func¢ao f(x) = In(1 4+ ) em torno do ponto ¢ = 0 usando
5e9.

Parte 2 - Equagoes Diferenciais

1.

Resolva as equacoes:

a)y =e*~% b) (senz)y’ + (cosx)y =1

c)y = a3 — 2y



2. Encontre as solugoes que verificam a condicao inicial dada:
a)y' =z/y; y(0)=1 b)y' =a(y+1); y(0)=-1

3. Determine as solugoes constantes da equacao

e faca um esboco das solugoes.

Parte 3 - Aplicagoes

1. A lei do resfriamento de Newton diz que a taxa de variacdo da temperatura em
relacdo ao tempo é proporcional a diferenga entre a temperatura do corpo e a do
meio ambiente. Se um corpo estd a temperatura de 120°C' e apds 40 minutos a sua
temperatura é de 60°C', estando o ambiente a 35°C', qual a temperatura do corpo
ap6s 100 minutos (a partir de 120°C)?

2. Considere um corpo de massa unitaria sujeito a agdo de uma mola com constante 5.

(a) Escreva a equacao diferencial do movimento e sua solugao geral.
(b) Determine a natureza do movimento.

(c) Ache a solucao particular que parte da posigdo de equilibrio com velocidade

inicial igual a 4. Esboce o gréfico da solucao.
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3. Suponha que uma sala contendo inicialmente 60m? de ar esteja inicialmente livre de
monédxido de carbono. Comeca-se a fumar cigarros e o ar expelido a uma taxa de
0,003m3/min contém 4% de monéxido de carbono. A mistura homogeneizada deixa

a sala na mesma taxa.

(a) Encontre a porcentagem em volume do mondxido de carbono em um instante

qualquer t.

(b) Uma exposi¢ao prolongada ao monéxido de carbono & uma porcentagem de
0,012 é prejudicial ao organismo humano. Depois de quanto tempo é atingida

esta concentracao na sala?

4. Um recipiente contém um volume V' (em litros) de uma solugao salina, sendo a massa
de sal dissolvida igual a mg quilogramas no instante inicial. Uma outra solucao de
concentragao k (em kg/l) penetra no recipiente a uma razao constante de r litros por
minuto. A solucdo se mantém perfeitamente misturada no recipiente, de onde sai a
razao de r litros por minuto. Seja x(t) a concentragdo da solu¢ao no recipiente no

instante t.

a) Determine a equagao diferencial que admite z(t) como solugao.
b) Resolva a equagdo obtida no item (a).

¢) Usando o item (b), determine em que condigdes x(t) é crescente e em que condigdes
x(t) é

decrescente. Interprete os resultados.

d) Calcule lim;_,o x(t). Interprete o resultado.



5. Num circuito RC, carrega-se o capacitor com uma carga de 2 coulombs. Qual a
corrente no circuito depois de ligada a chave, sabendo-se que R = 20 ohms e C' = 0, 05
farad?
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6. Um funil conico com um angulo de saida a = 90° estd com dgua a uma altura de 1m.
Sabendo-se que a saida possui uma secio de lem? e que no instante t = 0 a saida é

aberta determine o tempo gasto para escoar toda a agua.

7. A populagao de uma cidade é de 1.000.000 habitantes. Houve uma epidemia e 10%
da populacao contraiu o virus. Em 7 dias, esta porcentagem cresceu para 20%. O
virus se propaga por contato direto entre individuos saos e enfermos, sendo a taxa
de variacao na porcentagem de enfermos proporcional ao nimero de contatos e este,
proporcional ao produto das porcentagens de saos e enfermos. Supondo a populacao

fixada, pergunta-se: apds quanto tempo os enfermos serao 50% da populacao?

8. A velocidade de desintegracao de um material radioativo é proporcional a quantidade

de material em cada instante.

(a) Escreva a equacao diferencial que traduz a desintegragao.



(b) A meia-vida do uranio-235 é 713 milhoes de anos. O que significa isso?

(c) O uranio-235, ao se desintegrar, origina o chumbo-207. Uma certa amostra de
rocha contém 1g de uradnio-235 para cada 31g de chumbo-207. Supondo que

inicialmente a rocha fosse de uranio-235 apenas, qual a sua idade?

(d) Outra amostra contém 2g de uranio-235 para cada 28¢g de chumbo-207. Qual a

sua idade?



