Limites

J. A. Verderesi

Apresentamos a nogao de limite e suas propriedades bésicas e a partir desta definimos

funcéo continua e derivada de uma funcao, que sera o nosso principal objeto de estudo.

1 Limites

1.1 A ideia de limite

Sejam f : D — R uma funcdo, I um intervalo aberto e ¢ € I tais que I — {c} C D.
Diremos que [ é o limite de f(x) quando x tende a ¢ se para x préximo de ¢, f(z) estd

préximo de [.
Observacgao 1.1. Note que ¢ pode estar ou ndo no dominio de f.
Vejamos dois exemplos:

Exemplo 1.2. Tomemos f(z) = 2% e c = 1.

Sea:zl—i—lio, entdof(x):f(l—i—%) :1—1—%—1-#.

Sele—i—ﬁ, entdof(:n):f(l—i—lf(l)o) :1—{—%%—10%.

Em geral, se dermos um pequeno acréscimo & em c, entdo f(c+08) = 1+ 26 + 6% ou
seja, f(x) fica prozimo de 1. Observe que o quao préximo x estd de ¢ € diferente do qudo
prozimo f(x) estd de 1, mas a medida em que 6 vai diminuindo, a diferenca f(c+d) —1

também vai diminuindo.

Exemplo 1.3. Considere agora f(x) = :’jj:ll e c=1. Note que 1 nao estd no dominio de
1462 -1
f. Entao, f(1+9) = (—'—5) =240 e, para 6 pequeno, f(x) fica préximo de 2.

Formalmente a defini¢do de limite é a seguinte:



Definigao 1.4. Diremos que | é o limite de f(x) quando x tende a ¢ se para todo ¢ > 0
(por menor que seja), existe § > 0 tal que se 0 < |z — ¢| < 4, entao |f(z) — | < e. Neste
caso escrevemos

lim f(z) =1

Tr—cC
Equivalentemente se para todo € > 0 (por menor que seja), podemos encontrar § > 0

tal que se 0 < |h| < d, entdo |f(c+ h) —I| < e. Agora escrevemos
li h) =1
lim f(c+h)

1.2 Funcoes arbitariamente pequenas

Defini¢ao 1.5. Uma funcgdo p :J0,m[— R* onde m > 0 diz-se arbitariamente pequena
(FAP) se

e for crescente, isto €, se 1 < dy entdo p(d1) < p(d2) e
e para todo todo € > 0, a inequagdo p(x) < & tem pelo menos uma solugdo 6 €]0, m|.

Exemplos de tais fungoes sao:

L. p(z) =0,
2. p(z) = =,
3. p(x) = a2,

4. p(z) =V,

com z €]0, m[ sendo m > 0.

Se p :]0,m[— RT ¢ uma FAP e 0 < n < m entao podemos restringir a fungao p ao
intervalo |0, n| desta forma consideraremos também FAPs com dominios |0, m]. Se p e ¢ sao
FAPs com dominios |0, m1[ e ]0, ma[ respectivamente, podemos tomar m = min{mj, ma} e
considerar p e ¢ com dominio comum |0, m[. A seguir faremos isto sem mencgao explicita.

Notemos também que se p :]0, m[— R é uma FAP, entdo a funcao q :]—m, m[—{0} — R
dada por ¢(d8) = p(|d]) é simétrica em relagao ao “eixo y”.

O teorema seguinte permite uma definicao alternativa de limite de fungao, substituindo
0 € e 0 0 por uma FAP, o que dard um método eficaz para demonstrar e calcular o valor

do limite de uma funcao.



Teorema 1.6. Sejam f : D — R uma fun¢do, I um intervalo aberto e ¢ € I tais que
I —{c} € D. Entdio

lim f(z) =1 se, e somente se |f(c+ h) —1] < p(|h])

Tr—cC
para todo h tal que 0 < |h| <m e (c+ h) € D, onde p:]0,m[— R é uma FAP.

Demonstracao. Seja € > 0. Se |f(c+ h) — 1] < p(|h]), da definicio de FAP podemos
escolher § > 0 tal que p(d) < . Desta forma se 0 < |h| < J, entdo como p é crescente,
p(|h|) < p(d) e concluimos que |f(c+h) —1] < p(|h]) < p(d) < e. A reciproca é mais dificil,
pois precisamos construir uma FAP. Da definicdo de limite, para todo ¢ > 0 existe § > 0
tal que se 0 < |h| < §, entao |f(c+ h) — 1] < e. Assim se ¢ = 1 existe m > 0 tal que se
0 < |h] < m entao |f(c+ h) — 1| < 1. Vamos construir uma FAP p :]J0,m[— RT. Seja
61 = m. Escolhemos 3 < 3 tal que |f(c+h)—I| <  desde que 0 < |h| < §>. Indutivamente,
L se 0 < |h| < 6yp1. Desta

n+1
forma obtemos uma sequéncia (d,,) decrescente com lim,_,~ d, = 0 e tal que

escolhemos d,,11 < min{n%rl,én} tal que |f(c+ h) —1| <

1
O<\h|<5n—>]f(c+h)—l\<a

Definimos entao p :]0, m[— R colocando:

p(d) = se Opr1 <0<y

1
n
Claramente p é uma FAP e se 0 < |h| < m existe um natural n tal que 6,41 < |h| < .

Entao,
1
|[fle+h) =1 < =p(lh])
O

Observagao 1.7. Do Teorema 1.6 temos limg_,. f(z) = | <= |f(c+ h) — 1| < p(|h]).
Se g(h) = f(c+ h) — 1 entdo g € uma translagao de f e |g(0 + h) — 0] < p(|h]). Assim
lim,_,0 g(x) = 0.

1.3 A algebra das FAPs

Teorema 1.8. Sejam p :|0,m[— RT e ¢ :]0,m[— RY FAPs. Entdo:



(1) p+q ep-q sio FAPs;
(2) Se f:]0,m[— RT € uma fungio crescente e limitada, entdao f-p é uma FAP.

(3) Se f:]0,m[— RT € uma fungio crescente e 0 < f(x) < p(x) para 0 < x < m, entdo f
€ uma FAP.

Demonstragao. (1) Como p e g sao crescentes e positivas entao p+q e p- ¢ sao crescentes e
positivas. Por hipétese, dado € > 0 as inequagdes p(d) < 5 e ¢(d) < 5 tem respectivas
solugbes 91 e d3. Tomemos 0 = min{dy, d2}. Do fato que p e ¢ sdo crescentes, vem que
p(0) +q(0) < p(d1) +q(d2) < § + § = €. Para o produto basta escolhermos solugoes
das inequagoes p(d) < /e e q(d) < /=

(2) Sendo f e p crescentes e positivas entao f - p é crescente e positiva. Como f é limitada
seja k tal que 0 < f(z) < k. Se 6 é uma solucao de p(§) < ¢, entdo & é solucao
f(8)-p(d) <e.

(3) Deixamos a demonstracao a cargo do leitor. O
Teorema 1.9. (1) Se p:]0,m[—]0,n[ e q :]0,n[— R sdo FAPs, entio qop é uma FAP.
(2) Se p:]0,m[—]0,n[ é uma FAP inversivel, entdo p~' é uma FAP.

Demonstracao. (1) Sendo p e ¢ crescentes e positivas entdo g o p é crescente e positiva.
Dado € > 0, por hipdtese, existe d; tal que ¢(d1) < € e existe 0 tal que p(d) < ;. Como
q é crescente, q(p(d)) < q(61) < e.

(2) Como o dominio de p é positivo, a inversa de p é positiva e claramente crescente. Dado
e > 0 no intervalo |0, m[ entao p(e) estd no intervalo ]0,n[. Escolhemos ¢ tal que

0 < 0 < p(e). Desde que p~! é crescente temos p(d) < p~1(p(e)) = e. O

Exemplo 1.10. A unica fungao constante que € uma FAP € a func¢do nula.

Exemplo 1.11. p(z) = = para x > 0 é claramente uma FAP. Segue do Teorema 1.8

que p(x) = 27, p(a) = 3
1.8 seque que toda funcdo polinomial p(x) = ayx + asx® + ... + a,x™ com os coeficientes

e, indutivamente, p(x) = z™ sio FAPs. Também do Teorema

ai,as,...,a, todos positivos é uma FAP.

Exemplo 1.12. Como consequéncia do Teorema 1.9, p(x) = \/x, p(x) = J/z e, em geral,
p(z) = Yz com x >0 sio FAPs.



Exemplo 1.13. Se P(x) € um polinomio entio P(c+ h) = P(c) + Q(h) onde Q(h) € um
polinémio na variavel h sem termo constante. Designemos por |Q| o polinémio obtido de Q
colocando-se mddulo nos seus coeficientes. Entao |P(c+h)—P(c)| < |Q|(|h]). Do Ezemplo

1.11 conclui-se que lim,_,. P(x) = P(c).

Exemplo 1.14. Seja f: R — R definida por

f(:v):{l se x>0

-1 se <0

Mostremos que nao existe lim,_,o f(x). Supondo | o limite, temos I — p(|h|) < f(h) <
l+p(|h]). Assim para h > 0 temos 1—1 < p(h) e como p é uma FAP, 1—1 <0. Logol > 1.
Para h < 0 temos 1+ 1 < p(|h]) e teremos I +1 <0, ou seja l < —1, o que € impossivel.

Teorema 1.15. Se lim,_,. f(z) =11 e lim,_.g(x) =l entdo:
1o dimg e (f(2) +9(x)) =l + Iy
2. limge(f(2) - g(x)) =11 - ly;
3. lim,,.1/g(x) = 1/ls desde que lo # 0;
4. limg. f(x)/g(x) =11 /ls desde que ly # 0.

Demonstragao. Da hipétese e do Teorema 1.6 existem FAPs p :]0, m[— Rt e ¢ :]0,m] — R
tais que |f(c+ h) — 1] < p(|h]) e |g(c+ h) —l2| < q(|h|) entao:

L [f(e+h)+g(ct+h)—li—lo| = |f(c+h)—li+g(cth)—lo| < |f(cth)—li]+[g(cth)—lo| <
p(|h]) + q(|h]). Como p + ¢ é uma FAP, segue a tese.

2. |[f(c+h)-gle+h)=l1-lo] = |f(c+h)-gle+h)=l1-glc+h)+1-glc+h)+11- 1] =
|(f(c+h)=l)-g(cth)+li-(g(c+h)=l2)| < |(f(c+h) =) lg(c+h)[+]l]-[(g(ct+h)=12)]-
Da desigualdade |g(c+h)—l2| < q(|h]) < ¢(m) concluimos que |g(c+h)| < |l2|+q(m).
Substituindo obtemos |f(c+ h) - g(c+ h) — 11 - la] < (|l2| +q(m)) - p(|h|) + |l1] - g(|R]).

1 1 h)—1 1
3. ’ ——| = M Para limitarmos ————— podemos escolher m
glc+h) laf  |lof-[g(c+h) lg(c+ h)|

de forma que g(m) < |l2]/2. Assim, |g(c + h) — 2] < ¢(|h]) < g(m) < |l2]/2. De
onde concluimos que |l2| — [g(c+ h)| < |l2|/2 ou seja [g(c+ h)| > |l2]/2. Assim temos
L q|_lgleth) =l _ 2q(h)
lof - lg(e +R)| 13

glc+h) 2
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4. Consequéncia dos itens anteriores. O

Teorema 1.16. (Conservagao do sinal) Se lim,_,. f(z) =1 el > 0, entdo existe 6 > 0

tal que f(x) >0 para 0 < |z —c| < 4.

Demonstragdo. Do Teorema 1.6, I — p(|h|) < f(c+ h) <1+ p(|h|). Escolhemos ¢ > 0 tal
que p(d) < [/2. Assim para 0 < |h| < 6 temos [/2 =1 —1/2 <1 —p(|h]) < f(c+ h).
Portanto, para 0 < |z — ¢| < 0 tem-se que f(x) >1/2 > 0. O

Corolério 1.17. Se lim,. f(x) =1 el < 0, entao existe 6 > 0 tal que f(x) < 0 para
0<|z—c <9.

Corolario 1.18. Se f(z) > 0 para 0 < |z —¢| < § e limg_,. f(x) =1, entdo | > 0.

Teorema 1.19. (Unicidade do limite) Se lim,_,. f(x) = l1 e limy_. f(z) = lo entdo

i =1

Demonstragao. Por hipétese, |f(c + h) — 1| < pi(Jh]) e |f(c+ h) — la] < pa(]h|), onde
p1 e p2 sao FAPs. Tomando-se p = max{p1,p2}, da desigualdade triangular tem-se que
llo — 1] < |la = fle+ h)|+ |f(c+h) — 11| <2-p(|h]). Como p é arbitrariamente pequena,
lo =1. O

1.4 Exercicios

1. Se p é uma FAP e p(h) > [ para 0 < h < m, entao [ < 0.

2. Se p1 e py sao FAPs definidas num intervalo ]0,m|[, entdo p = max{pi,p2} e
g = min{py, p2} sao FAPs.

3. limy . f(z) =1lseesése |f(x) =1 <p(lxr—c|), onde p é uma FAP.
4. Se limg—. f(x) =, entdo f ¢é limitada num intervalo |¢ —m, c + m|.

5. Se limy . f(x) = 11, limg—. g(x) = lg e l; < Iy entao existe § > 0 tal que f(z) < g(z)
para 0 < |z — | < 4.

6. (Teorema do confronto) Sejam [ é um intervalo e f, g, h fungoes definidas em
I — {c} tais que f(z) < h(z) < g(x) para todo x € I — {c}. Se limg_,. f(z) =

lim, . g(z) =, entao lim,_,. h(x) = .



1.5 Funcoes continuas

Definicao 1.20. Uma funcdo f: D — R diz-se continua em c € D se

lim f(z) = f(c)

r—cC

Assim para que f seja continua em c¢ é necessario que o limite exista em ¢, ¢ pertenca
ao dominio de f e além disto o valor do limite seja exatamente f(c). Do teorema 1.14

segue imediatamente o seguinte:
Teorema 1.21. Se f e g sao continuas em ¢ € D entdo:
1. f+ g é continua em c.
2. f-g é continua em c.
3. 1/g é continua em c , desde que g(c) # 0.
4. f/g € continua em c , desde que g(c) # 0.

Exemplo 1.22. 1. A fungao f(z) = x € continua em todo nimero ¢ € R pois
limg_. f(z) = ¢ = f(c).

2. Seque do Teorema 1.21 que f(x) = 22, f(z) = 2° e, indutivamente, f(z) = 2™ sdo

funcdes continuas em todo seus dominios.

3. Segue também do Teorema 1.21 que toda funcdo polinomial p(z) = ag+ a1z + asx® +

...t a,x™ € continua em todo seus dominio.

~—

x
4. Mais geralmente se f(x) = pE onde p,q sao fung¢des polinomiais € uma funcdo
q(x
continua em ¢ desde que q(c) # 0.

1.6 Derivadas

Definigao 1.23. Sejam f : D — R uma funcgao, I um intervalo aberto e ¢ € I tais que

I C D. Diremos que [ € derivavel em ¢ quando existir o limite limx_mw. 0]
valor deste limite € chamado de derivada de f em c e designado por f'(c). Assim
f/(C) — lim f(.fli‘) — f(C)
T—cC Tr—cC



Outra notagao para a derivada bastante usada é %.

Uma maneira equivalente de definir derivada é a seguinte:

o — i Lt A0~ 1)

Axz—0 Ax

Quando a funcao f admite derivada em todo ¢ € D obtemos uma nova fungao
f:D—=R

chamada de funcao derivada de f ou simplismente de derivada de f.

A vantagem da segunda maneira de se definir derivada é que podemos calcular f'(z) !

F) -t T AT S @)

o Az—0 Az

Exemplo 1.24. Considere a funcdo f(x) = x?. Entdo

2 _ 2
f'(c) = lim T g
T—=Cc T —C
f(e) = 2
. O que € a mesma que f(x) = 2x.
Se utilizarmos a outra defini¢cao teremos
v+ Ax)? — 2P
T = A
. 2zAz + (Ax)?
(0
fz) = Al;go Az
f(@) =20

Teorema 1.25. (Continuidade da derivada)

Se uma funcdo f € derivdvel em c ela € continua em c.

Demonstragao. limy_.(f(z) — f(c)) = limg—c(z — C)Jw =0.f'(c) =0.
Disto segue que lim,_,. f(z) = f(c). Assim f é continua em c. O



Se f é derivavel em c considere a fungao

r(h) = flc+h) = (f(c) + f(c)h

h
. Segue imediatamente da defini¢do de derivada que limy,_,q r(h) = 0. Fazendo a mudanca

de vériavel h = x — ¢ entao

r(z —c) = f(z) = (f(c) + f(e)(x —c)

—c
onde lim,_;, M = 0. Assim a fungao y = f(z) fica aproximada pela fungao linear
—c
y = f(c)+ f'(¢)(x — ¢) no sentido que o "resto” r(x —¢) fica pequeno comparado com x — ¢

quando este torna-se pequeno.

Definicao 1.26. A reta cuja equagio € y = f(c) + f'(c)(x — ¢) chama-se Reta tangente
ao grdfico de f mo ponto (c, f(c)) . Note que esta reta passa pelo ponto (c, f(c)) e tem

coeficiente angular m = f'(c).
Apos estas consideracées com um pouco de trabalho podemos demonstrar o seguinte:

Teorema 1.27. (Aproximagao linear)

Uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma funcao f seja derivdvel em ¢ € que

exista um ndmero m tal que limp_,o TT =0 onde r(h) = f(c+h) — (f(c) + m.h. Se este

for o caso entio m = f'(c).

Teorema 1.28. (Regra de derivag¢ao)Sejam f,g fungoes derivdveis em c. Entao

f+9,.f—9,f9,f/g desde que g(c) # 0 sdo derivdveis em c e temos:
L (f+9)(c) = f'(e) + (o),
2. (f+9)(c) = f'(e) + 4'(c),
3. (f.9)'(c) = [(c)g(c) + f(e)g (),

7Y (o - G000 ~ £ ()
1 (1) 1o = O =D,




