MATO0336 - Geometria Diferencial 11

Lista 3 - 04/10/2016

1. Seja w uma 1-forma definida no aberto U C R".

(a) Se w é exata para todo 1-caminho ¢ : [a,b] — U fechado temos [ w = 0.

(b) Mostre a reciproca.

2. Considere a forma diferencial definida no aberto R3 — 0:

_ xzdx +ydy + 2dz
o (22 + 32 + 22)3/2

(a) Ser = (22 4 32 + 22)'/? escreva w em termos de dr e r.
(b
(c

(d) O campo de vetores E tal que w = wg é o campo elétrico de uma carga localizada

)
) Mostre que dw = 0.

) Determine uma primitiva de w.

)

na origem. Determine a fungdo potencial.

3. Seja w a 1-forma definida no aberto U = {(x,y, z) : 2% + y* # 0} dada por

21, —ydzx + xdy
w=—(—5 5
c ety

)

onde I, ¢ sao constantes.

(a) Mostre que w é fechada mas nao é exata.

(b) Seja B o campo de vetores tal que w = wp. Mostre que rot B = 0.

B é o campo magnético de um fio infinito colocado no eixo z por onde passa

uma corrente de intensidade I.



4. Seja ¢ um 2-caminho no R2. Deduza o teorema de Green

_ [9Q _oF
/&Pdw—l—Qdy—/c(ax ay)dav/\dy

aplicando o teorema de Gauss do divergente para uma conveniente forma sobre o

cilindro com base ¢ e altura 1.

5. Calcule

22 g2 22
\| =+ 5 +— dA
//S a4+b4+c4
2 2

y z
St =1

2
onde S é o elipsoide % +
a

6. Calcule

// 23dy A dz + y3dz A dx + 23de A dy
S
2

onde S é a esfera x2 + y? 4 22 = a?.

7. Seja ¢ um 3-caminho no R? |, D a imagem de c e n a 2-forma

n=xdy Ndz 4+ ydz Ndx + zdx A dy

Mostre que o volume de D é dado por

vol(D) = 1/3/ "

dc

como um caso particular conclua que

vol(B(r)) = 5 A(S*(r))

8. Seja f : R* — R diferenciavel e N(z) = z o campo normal a esfera S?. Se

(Vo f, N(z)) > 0 mostre que existe p no interior da esfera tal que V, f = 0.



9. Seja S uma superficie compacta orientada por uma 2-forma 7.

(a) Se w é uma 1-forma sobre S, mostre que existe um ponto p € S tal que dw, = 0.

(b) Conclua que 1 ndo é exata e portanto H2(S) # {0}.

10. Sejam M e M variedades diferencigveis conexas. Uma aplicacao p : M — M é dita

de recobrimento diferencidvel se

(i) é diferencidvel e

(ii) todo x € M admite uma vizinhanca aberta V tal que p~1(V) = | V;, onde os

V; sao abertos dois a dois disjuntos e p : V; — V é um difeomorfismo.

A vizinhanga V é chamada de vizinhanga distinguida e (M ,p) de recobrimento de
M.

11. (a) Mostre que a aplicacdo e : R — S' C R? dada por e(d) = ¢ = (cosf,sinf) é

uma aplicagao de recobrimento.

(b) Se ¢ : [a,b] — S* é suave por partes e 0y é tal que e(y) = c(a), mostre que
existe uma tnica fungao diferencidvel por partes 0 : [a,b] — R com as seguintes
propriedades:

i 9(&) = 90
ii. ¢(t) = (cosO(t),sinb(t))

12. Uma a¢do (ou operagao) de um grupo G sébre uma variedade M é uma aplicagao
p:Gx M — M tal que as aplicacoes iy : M — M definidas por p4(p) = p(g,p) sao

diferenciaveis e verificam as seguintes propriedades:

(a) g © pn = pgn
(b) pe = I (e identidade do grupo)
i. Mostre que pg-1 = u;l e portanto p, ¢ um difeomorfismo.

ii. Se G estd munido da topologia discreta entao p é continua.

A seguir vamos simplificar a notagao colocando g.p = (g, p) = pg(p)



13. Dizemos que G opera descontinuamente em M se todo ponto p de M admite uma

vizinhanga V tal que .V NV = () para todo g # e. Uma tal vizinhanca serd chamada

de Vizinhan¢a Fundamental.

(a)
(b)
()

Se Gp ={g:9-p=pé aisotropia em p, mostre que G, = {e}.
A aplicagao G :— G - p, g — g - p ¢ injetora.

Mostre que G é enumeravel. (Lembre que M tem base enumeravel)

Mostre que se G opera descontinuamente em M, entao w : M — M /G é uma aplicacao

de recobrimento.

(a)

Considere uma acao descontinua de G sobre M. Defina a relacao de equivaléncia:
p~ q<= existe g € G tal que g =g-p.

Seja [p] a classe de equivaléncia de p. Entao [p] = G - p é chamada de 6rbita
do ponto p. Designemos por M/G o espago quociente munido da topologia
quociente e por m: M — M /G a projegao.
i. Mostre que se V' é uma vizinhanca fundamental entao 7|y : V — [V] é um
homeomorfismo e 7~ 1([V]) = Ugec 9V-
ii. Sendo ® o atlas de M defina ® como a colegio das aplicacoes ¢ o (]y) !

onde ¢ € ® e Dom(p) = V ¢é uma vizinhanca fundamental. Mostre que ®
define um atlas sobre M/G.

Prove que M /G é orientavel se e s6 se M é orientavel as aplicagdes p, preservam
a orientagao de M.

O grupo Z opera no R? pela acio n - (z,y) = (x + n,y). Mostre que
R%/Z = S x R.

O grupo Z opera no R? pela acio n-(z,y) = (x+n, (—1")y). Mostre que R?/Z =
faixa de Moebius infinita.

O grupo Zs opera no R3 pela acdo 1-p = p, (—1)-p = —p. Note que a isotropia
na origem ¢é todo o grupo e portanto a agao nao é descontinua mas a restricao
da acdo a R? — {0} 0 é. Seja S C R? — {0} uma superficie simétrica em relacio
a origem, isto é invariante pela acao. Entao Zy opera descontinuamente em S e

podemos considerar a superficie S/Zy. Vejamos alguns casos:



14.

15.

i. Mostre que S?/Zy = P?(R).
ii. Se S = {(z,9,2): 2> +y?> =1, |z|] < 1} é o cilindro entdo S/Zs ¢ a faixa
de Moebius.
iii. Se S é o toro obtido girando a circunferéncia (x —2)?2 + 22 =1, y =0 em

torno do eixo z entao S/Zy é a garrafa de Klein.

Seja S™(r) a esfera de raio 7 no R"*1, N = (0,0,...,1) e S = (0,0,...,—1) o polo

norte e o polo sul respectivamente.

(a) Determine ¢, e s as projegoes estereogréficas a partir do polo norte e sul

respectivamente.

(b) Mostre que (ps)~top, : R* — {0} — R" — {0} é a inversdo na esfera S"~1(r).

Generalize para P™(R) a estrutura de variedade dada em coordenadas nao

homogeneas analogo ao P?(R).



