MATO0336 - Geometria Diferencial 11

Lista 2 — 22/08/2016

Seja X um campo de vetores no R". Defina a contracdo na direcio X
ix : EFR") —» EFL(R™)

por (ixw)(p) = ixpw(p)-

Se w=dz" ANdz2 A...Ndz'* e X =3 Xe; calcule ixw e mostre que:

(a) iXoiX =0
(b) ix (w1 Aws) =ix(w1) Aws + (—1)Fwi Aix(ws) onde w! € EF(R™)

Note que, em particular temos ix(fw) = i(sx)w = fixw, onde f € E°(R™)

Considere as formas diferenciais no R3

w1 = xdyANdz+ydz Adr + zdx A dy
wy = dz — xdy+ ydx
w3 = dxANdyANdz

e o campo de vetores X (z,y,2) = (z,y, z) = xe; + yes + zes.

Calcule dwy, dwo, ixws, ixws, w1 Awy wo A dwo.

of

oxt €

Seja X(p) = Y. a;(p)e; um campo de vetores no R™. Use a definigdo de rotacional

Use a definicao de gradiente (wys = df) para mostrar que Vf =3

(Mrotx = d(wx)) para deduzir uma férmula do rotacional nas coordenadas usuais.
Deduza a férmula do div(X) a partir da definicdo (A gy, (x) = d(nx))

O laplaciano de uma funcio f € E°(R") é definido por Af = div(Vf). Mostre que
0% f

Af = —=.

Mostre que:

(a) div(fX) = (Vf, X)+ fdiv(X)



(16)

(b) A(fg) =2(Vf,Vyg)+ fAg+gAf
(c) rot(fX)=VfAX+ frot(X)

Se F' é um campo que tem dire¢do constante, mostre que rot(F') é ortogonal a F'.

Seja S uma superficie fechada orientada pela normal exterior n que limita um sélido
Q. Se f,g sao fungoes diferencidveis definidas num aberto que contém €2, mostre que

valem as Identidades de Green:

(@) [fs 5o aa= [ff, o5 av

() [f5 752 dA= [[folfOg+ (V. Vg) dV

(©) JIs(F 52~ 930y an= [ffo(rog —grp) av

Mostre que o problema de Dirichlet Au = f em Q , u = g em 92 admite no maximo

uma solugao.

Mostre que duas solugoes para o problema de Neumann Au = f em Q , (Vu,n) =g

em 0f) diferem por uma constante.

Se X é um campo de vetores no R™ mostre que wx é fechada se e somente se a matriz

jacobiana J(X) de X é simétrica.

Se X é um campo de vetores no R™ mostre que nx é fechada se e somente se o traco

da matriz jacobiana J(X) de X ¢ nulo.

Seja T : R™ — R™ uma aplicacao linear tal que (T'(u),T(v)) = A({u,v) onde A > 0. Se

U é um subconjunto Jordan mensurdvel do R™ mostre que vol(T'(U)) = A"vol(U).

Seja w € EY(U) onde U € (R") é um aberto estrelado com repeito a origem. Dizemos

que w é homogénea de grau r (r natural) se para todo ¢t > 0 tem-se que wy, = t"w,

(a) Mostre que w, () = rw,.
(b) Use a primitiva do Lema de Poincaré para mostrar que se w ¢é fechada entao

f(z) = wy(x)/(r + 1) é uma primitiva de w.

Verifique se as formas abaixo sdo homogéneas e fechadas. Determine uma primitiva

caso exista.



(a) w; = yzdx + zxdy + xydz
_ yzdr + zxdy + vydz

Va2 +y? + 22

(17) Considere as formas

(b) w2

—ydx + zdy
w=———
7«0[

onde o € R e r = /22 + y2. Para quais a a forma w é homogenea e fechada.

(18) As coordenadas esféricas no espago sao dadas pela aplicagao c(r, 8, ¢) = (z,y, z) onde

x = rcosfsing
y = rsinfsing
z = Trcosgp

sendo r > 0,0 < p < 7,0 < 0 < 2.

(a) Sendo A = dx A dy A dz o elemento de volume do R? calcule c*A.
(b) Sendo V' (p) = p/r3 onde p = (z,y, z), mostre que a 2-forma 7y é fechada.

(c) Seja f(0,¢) = (x,y,z) definida no retangulo D =]0, 27[x]0, w[. Calcule [, f*nv
onde V(p) = p/r3

(d) Sendo N(p) = p/r calcule [[n f*nx

(19) Coordenadas cilindricas no R3 sdao dadas pela aplicacao c(r, 0, z) = (z,y, z) onde

x = rcosf
) sendor >0e0 <6 <27
y = rsinf

(a) Calcule dz,dy,dz em termos das coordenadas 7,0, z.

(b) Seja (e, eg,e,) a base dual de (dr,df,dz). Use o fato de que v = dz(v)e; +
dy(v)ea+dz(v)es e v = dr(v)e, +df(v)eg+ dz(v)e, para determinar as expressoes
de e,, eg, e, em termos de ey, es, 3.
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(d) Se v € R? entdo ||v||?> = dz?(v) + dy?(v) + dz*(v). Encontre a expressio de ||v||?

em termos de dr, df, dz.

(¢) Mostre que e, =

(e) Determine a expressio do elemento de volume A do R? em termos de dr, df, dz.



(f) A expressao em coordenadas cilindricas de uma fungao diferenciavel f : U — R
onde U C R3 é aberto é a fungdo foc. E usual escrever f(r,0,2) = (foc)(r,6,2).

A diferencial de f em coordenadas cilindricas é dada por

of . 0f . Of
df = 5 dr + 5 df + - d-

ou 8
df = 2 ap 4+ 9 g9 94,

Oe, Odey Oe,

Dé a expressao em coordenadas cilindricas de f e de sua diferencial nos seguintes

Casos:

Lo f(z,y,2) = Va2 +y* +2

i £ ) Ty + Yz + 2x

il. f(z,y,2) = —F——=—

Va? 4+ y?

(g) Encontre as expressoes do gradiente de f, do rotacional de f e do divergente de

f em coordenadas cilindricas.

(20) Seja X um campo de vetores no R3. Defina:

Ly : E¥(U) = EFU)
por
Lx =doix+ixod

Lx(w) é chamada a derivada de Lie de w na diregao X.

(a) Mostre que Ly od =doLx e Lyoix =ixoLx
(b) Mostre que Lx(w An) = Lx(w)An+wA Lx(n)
(c) Se w = fdx* Adz®2 A...dx"* e X = X'e; mostre que

k
Lx(w) = df(X)da™ Nda®™ A .. da' + £ da™ AL AdXS AL da
j=1

(21) Considere o campo identidade I(x) = x no R™.

(a) Mostre que L;(fdz' A ... Ada¥) = (df.(x) + kf(x))dzt A ... AdaF



(b) Se n = adz' Adx® A ... Adx* entdo

Li(w) =n < dfs(z) + kf(x) = a(z)
isto é L é bijetora se e s6 se a equagao a derivadas parciais df,(z) + kf(z) = a(zx)
tem solucao tUnica.

(c) Comecemos analisando o caso unidimensional (n = 1). Tomando k = 1, temos que
L;: EYR) — EY(R) e L;(f(z)dz) = (zf'(z) + f(x))dz. Mostre que a equacio
zf'(z) + f(x) = a(z) tem como soluc¢ao z f(z) = [ a(u)du. Faca a mudanca de
varidvel u = xt e deduza que f(x) = fol a(xt)dt.

(d) Consideremos agora o caso n-dimensional e k > 1. Na equagao dfy(z) + kf(x) =
a(x) substitua z por tz e multiplique por t*~1. Mostre que f(z) = fol th=La(tx)dt

¢ a unica solucao da equagao acima. Conclua que L; é um isomorfismo.

(e) Se K =ijoL;': EF(R") — EF1(R") mostre que d o K + K od = Id. Desta

forma, se w é fechada entao ela é exata. (Lema de Poincaré)

(22) Seja B; o niimero de faces i-dimensional do cubo I**1 e x (I¥+1) = Zfzo(—l)’ﬂi. Mostre

que x(I**t1) =2 se k é par e x(I**1) = 0 se k é impar.
(23) O Cone com centro O gerado por um k-caminho ¢ : I¥ — R™ é o (k+1)-caminho
Ic: "1 R
(Ze)(s,t) = sc(t)
onde s € I et € I*. Mostre que d(Ic) + I(dc) = c.

(24) (a) Dado um ponto x e um vetor v no R" considere o 1-caminho c(t) = = + tAz - v.

Determine o bordo de Iec.

(b) Seja n uma 2-forma fechada e w uma 1-forma tais que fa(lc) w = flcn para todo

1-caminho ¢ como no item anterior.Mostre que
1 1
/ (Wsz(T) — Wy(pqAzw) (T + Az - v))ds + / WrttAgw (A - v)dt =
0 0

1 1
/ (/ Ns(z4+-tAz-v) (33 +tAz - v, sAx - ’U)ds)dt
0 0



(c) Divida a expressao acima por Az e tome o limite com Az tendendo a 0 para

concluir que

1
wz(v) — dfy(v) = /0 Nz (2, tv)dt

onde f(x) = fol wsg(x)ds. Assim se definirmos w por

1
wx(v):/o Mo (z, tv)dt

obtemos a primitiva do lema de Poincaré.

—ydz + xdy
x? 4 92

c1(t) = (cost,sint), ca(t) = (acost,bsint). Utilize o teorema de Stokes no plano para

(25) Considere a 1-forma no R? dada por w = e os 1-caminhos

mostrar que f@ w = 27 e entao mostre que

/2” 1 o7
o aZcos?t+b2sin?t  ab

(26) Seja w = ydx + xdy + 2zdz. Encontre f tal que df = w e calcule [ w onde ¢ ¢é o
segmento indo do ponto p = (1,0,0) ao ponto ¢ = (a, b, c).



