MATO0336 - Geometria Diferencial 11

Lista 1 — 03/08/2016

(1) Mostre que as funcdes coordenadas (z*) relativas a uma base (e;) de um espaco vetorial

V de dimensao n formam uma base de V*.

(2) Se S é um subespago de dimensao n — 1 de um espago vetorial V' de dimensao n, entao

o seu anulador S° é um subespaco de V* de dimensdo 1.

(3) Seja V um espago vetorial de dimensdo finita munido de um produto interno ( , ).

Para cada a € V, defina a forma linear w, por w,(v) = (a,v). Mostre que a aplicagao

w: V. —= V*

a = Wy

é um isomorfismo.

(4) Seja V um espago vetorial de dimensao finita munido de um produto interno ( , ).

Mostre que:

(a) (wq,wp) = (a,b) define um produto interno em V*;

(b) se (e;) é uma base ortonormal de V, entdo sua base dual () é uma base

ortonormal de V*.

(5) Considere a funcéo polinomial ¢(X1, Xa,..., Xn) = [[;;(Xi — Xj).

Se 0 € S, defina o¢ por

(00) (X1, Xa,..., Xn) = [ [(Xo() — Xo()

e €, por ¢ = €,¢. Mostre que:

(a) €:S, = {1,—1} é um homomorfismo de grupos.

(b) A, ={0o €S, : € =1} é um subgrupo normal de S,.

(6) Seja ¢ : VF — R uma funcio k-linear. Mostre que:



(a) ¢ é alternada se, e s6 se,
O(V1, oo Uiy Vg, V) = — (V1 Uy, Vi, UE);
(b) ¢ é simétrica se, e s se,

(U1, Uiy ooy Uy e ) = QUL o Uy e Uy e, V).

(7) Sejam A a funcio determinante usual do R?, (2!, 22, 2%) a base dual da base canonica,

a=(1,1,1) eb=(1,-1,1).

(a) Escreva w(v) = A(a,b,v) na base (z!, 2%, 23).

(b) Escreva n(u,v) = A(a,u,v) na base (x! A 2% 22 A 23,23 A zl).

(c) Escreva A na base z! A 22 A 23,

(8) Sejam w,n, ¢ as formas no R? dadas por w = —bz! + ax?, n = ca' A3+ dx® A 2P e

o =a'+ 22+ 23 Calcule wAn, nAN, wA .
(9) Sejam w e n formas de graus pares. Mostre que w An =n A w.
(10) Se w é uma forma de grau impar entao w A w = 0.

(11) Seja T : R?* — R? dada por T(z!,22,23) = (y',94%4%) onde y' = 2! + 22 + 23,

y? = a2 + 23 e y? = 23,

(a) Se w =y + y? calcule T*w.
(b) Sen =y ' Ay? + 42 Ay + 42 Ayl caleule TH.
(c) Se A =y' Ay? Ay? calcule T*A.

(12) Seja T : R? — R? dada por T(z!,2?) = (y*, 4%, y3) onde y' = 2l + 22, 2 =22 — 2l e
y3 =22 + 22!,
(a) Se w = y' 4+ y? calcule T*w.
(b) Sen =y ' Ay? + 92 Ay + 42 Ayl calcule T*.
(c) Se A =y' Ay? Ay calcule T*A.



(13) Seja T : R — R? dada por T'(z) = (y',%%,¢%) onde y' = ax, y?> = bz e y> = cx.

(a) Se w = y' 4+ y? calcule T*w.
(b) Sen =y ' Ay? + 92 Ay + 92 Ayl caleule TH.
(c) Se A =y' Ay? Ay calcule T*A.

(14) Seja b € A*((R?)*). Mostre que existe uma aplicacdo linear T : R3 — R tal que

b(u,v) =T (uAv), onde u Av é o produto vetorial usual.

(15) Seja A uma fungao determinante sobre um espago vetorial V' de dimensao n (isto é,
0# A e AN"(V*)). Mostre que se W é um espago vetorial e ¢ : V" — W é n-linear

alternada, entao existe w € W tal que ¢(v1,...,v,) = A(vy, ..., vp)w.

(16) Seja A uma fungao determinante sobre um espago vetorial V' de dimensao n. Escolha
uma base (e;) de V tal que A(eq,...,e,) = 1. Mostre que existe uma unica fungao
determinante A* sobre V* tal que A*(z!,...,2") =1, onde (z%) é a base dual de (e;)

e que A* nao depende da escolha desta base.

17) Mostre que se w € AF(V*), entdo existe uma tnica @ : A*(V) — R linear tal que
( q ; q

w(vl,...,vn) =w(v1 A ... Avy). Mostre também que a aplicagao

ANV = ANV

w — w
é um isomorfismo.

(18) Se w € A¥(V*), defina a contracio de w na diregio a € V por
ig(w)(v1y. . vk—1) =w(a, vy, ..., V5_1).

(a) Mostre que iq : A¥(V*) = A" 1 (V*) 6 linear.
(b) Se (e;) ¢ uma base de V e (z) ¢ sua base dual, calcule i, (z A ... A z') para

I = (il,...,ik) S Cn,k-

(19) Dizemos que w € AF(V*) é decomponivel se existem w?,...,wF € V* tais que

w=w'A...AwF. Dizemos que w é indecomponivel se nao for decomponivel.



(a) Mostre que toda k-forma linear em R3 é decomponivel.

(b) Mostre que z* A 22 + 23 A 2% é uma 2-forma indecomponivel do R*.
(20) Seja A € A\"(V*) uma fungao determinante.
(a) Mostre que a aplicacio ¢ : V — A" ' (V*) definida por
Pa = p(a) = ia(A)

é um isomorfismo.

(b) Mostre que @q(v1, ... vp-1) = (=1)" " wa(v1 AL Avp_q).
(21) Mostre que toda (n — 1)-forma é decomponivel. (Utilize (20.a))
(22) Sejam al,a?,...,a" "t x € V*. Mostre que
za )A(z4a®)A. . A(z4a™h) = zAd®A. NG A Az AT AL aV TP A
(z+a")A(
+a' Aa* AL ANaMT!

(23) Utilize (22) para dar outra demonstragao de (21).

(24) Considere as coordenadas usuais (y°) do R™. Sejam w',...,w* € V*e T :V — RF
definida por T'(v) = (w'(v),...,wF(v)). Mostre que

WA A1, o) = (A AYE) (T (1), T (o).
(25) Seja T': V. — W linear. Fixe uma base (y’) de W*. Se T'(v) = Y. wi(v)f; onde f; é
dual de (37), mostre que T*(y* A... Ay™*) = Wt A... Aw,
(26) Sejam (e;) a base canonica do R* e (2?) sua base dual. Sejam também v; = (1,0,0,0),

vy = (1,1,0,0), v3 = (1,1,1,0) e vy = (1,1,1,1).

(a) Calcule A(vi,v2) e V(vy,v2,v3).
(b) Determine as coordenadas (a;j) de v A vg na base (e; A €j)i<;j.

(c) Verifique que A(vs,vy)? = ZK]- a?j = [|vg A vgl|?



(27) Considere no R? a funcio determinante usual A e, para cada a € R3, sejam w, € (R?)*

e a € N*(R3)* definidas nos exercicios (3) e (20), respectivamente. Mostre que:

(a) Wa N\ Wp = Panb-

(b) wa Ay = (a,b)A.

(28) Mostre que o quadrado da drea de um paralelogramo determinado por dois vetores no
R3 é igual & soma do quadrado das dreas dos paralelogramos projetados nos tres planos

coordenados.

(29) Seja T : R3 — R3 uma aplicacio linear anti-simétrica defina a 2-forma n(u,v) =
(T(u),v). Pelo exercicio 20 existe um vetor w € R? tal que ¢, = 1. Mostre que

T(v) =w Av. O vetor w é chamado de vetor de Darbouzx.



