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Introducao

Um campo de vetores no R3 é uma funcio diferencidvel e : R3 — R3. Sua diferencial em
p € R3 é uma aplicacdo linear dey : R3 — R3.
Se
e(p) = (a1(p), a2(p), as(p))
entao
dep, = (day)per + (dag)pea + (das)pes
onde (eq, e, e3) é a base canonica do R3.

Considere agora trés campos de vetores
e, :R35 R i=1,2,3

tais que, para cada ponto p, (e1(p),ea(p),e3(p)) seja uma base do R3. A terna (eq, e, e3) é
chamada um referencial movel no R3.
Seja (0;, 6’%, (92) a base dual, isto é

0 (c;(p)) = 5
Se v € R?, entéo
v = B3()er(p) + B2(0)eap) + B3(0)esp)
Assim, para cada p € R3, ((9;1)(2;),912)(1)),93(2;)) sao as coordenadas de v na base

(e1(p), e2(p), es(p))-
Diferenciando os campos e; : R> — R? temos

(dei)p = w} (p)e1(p) + wi (p)ea(p) + wi(p)es(p)

Desta forma, obtemos uma matriz de 1-formas (w;(p)) para cada p € R3. Estas sdo chamadas
de formas de conexdo relativas ao referencial (ey, ea,e3).
Suponhamos, agora, que para cada p, (ei(p),ea(p),es(p)) seja ortonormal (isto é, que

(ei(p),ej(p)) = 6ij). Entdo, para v € R3,

[]5 = 0, (0)* + 05 (v)* + 6, (v)?
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e o produto interno de u por v é dado por
(u,0)p = O, (u)8,(v) + 05 ()3 (v) + 0 (u) 6 (v)
ou abreviadamente
(o )p= (6,2 + (67)* + (6,)°
Diferenciando (e;(p), ej(p)) = d;; obtemos
(dei(p), j(p)) + (ei(p), de;(p)) = 0
Substituindo de;(p), obtemos
wj(p) +w(p) =0

t(p)) é anti-simétrica.

Assim, a matriz (wj
Se X : R?> - R? é um novo campo de vetores, podemos decompd-lo no referencial
(e1(p), e2(p), es(p)):
X(p) = X' (p)er(p) + X*(p)ea(p) + X (p)es(p)

Sua diferencial é dada por
dX, = (dX")pe1(p) + (dX?)pea(p) + (dX?)pes(p) + X} (der)p + X (dea)p + X7 (des),
Substituindo (de;),, obtemos

3

3
dX, => | (dX"), + ;w;i(mxg ei(p)
iz

i=1
Concluimos que para calcularmos dX,, basta conhecer as formas de conexao.
Nos cursos de célculo, utilizamos em geral os campos constantes

eilp) = e
ea(p) = e
e3(p) = e3
Para estes, as formas de conexao sao nulas (isto é, w = 0). Dizemos entao que o referencial é

paralelo.

Num referencial paralelo, a diferencial do campo X é a féormula familiar
dX, = (dX")per + (dX?)pea + (dX?)pes

Vejamos o que acontece quando trabalhamos com coordenadas cilindricas no R3. Para

cada ponto p, associamos os nimeros (7(p),#(p), z(p)) que se relacionam com as coordenadas
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cartesianas da seguinte maneira:
= rcosf

= rsinf
z = z

Os campos cilindricos sao

e1 = (cosf,sin,0)

e = (—sinf,cosh,0)
es = (0,0,1)
Temos que
de; = ((—sinb)db, (cosf)dh,0) = dhes
des = ((—cos0)dl,(—sinf)dl,0) = —dbe;
des = 0
Entao w?(p) = db, e wy = —d#,, as outras sendo nulas.

Considere agora uma superficie S C R? e um referencial ortonormal (ey, e, e3) tal que e (p)
e ez(p) sao tangentes a S no ponto p. Claramente, e3(p) é um vetor normal a S no ponto p.

Observe que se o referencial é paralelo, entdo a superficie S é um plano. Assim, para a
geometria, é necessario trabalhar com referenciais nao paralelos, ou seja, com campos e;(p) que
variam com p.

Se T,S é o plano tangente a S no ponto p, entao
3
veT,S & 0,(v) =0
A equagao geral do plano T),S ¢é «93 =0.
Como o referencial é ortonormal, se v € T},5, entao
[0]1? = 0,(v)? + 05 (v)°
Assim, para calcularmos comprimentos sobre S, basta conhecermos

(0p) + (63)?

Toda a geometria de S estd contida nas formas (6!,62) e nas formas (w?,w?,ws) obtidas
diferenciando o referencial “adaptado” a .S:

de; = wies+wies

des w%el + wg’eg

des = wiel +wies
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(Lembre-se de que (w;) é anti-simétrical)

0 wi wi
A 2 2 i J
W)= wi 0 ws w; = —w;
3 ,,3
wi wy 0

Seja X um campo de vetores tal que X (p) € T),S para todo p € S. Entao

X(p) = X (p)e1(p) + X*(p)ea(p)

Diferenciando, obtemos

dXp(v) = (dX1)p(v)er(p) + (dX2)p(v)ea(p) + X (p)(der)p(v) + X*(p)(de2)y(v)
Substituindo (de;),(v), obtemos:
dXp(v) = (dX1)p(v)er(p) + (dX2)p(v)e2(p) + (Wi)p(v) (X2 (p)er(p) + X' (p)e2(p)) +
+ (@})p(0) X (p) + (w3)p(v) X2 (p))es(p)

Em geral, vemos que dX,(v) nao é tangente a S no ponto p. A componente tangencial de
dX,(v) é chamada a derivada covariante de X em p e é denotada por V,X. Assim,

(VX)p(v) = (dX1)p(v)er(p) + (dX2)p(v)e2(p) + (wi)p(v) (X (p)er(p) + X (p)e2(p))

Portanto, (VX),(v) pode ser calculada a partir da forma w = w? = —wi, a qual é denominada

a forma de conexao de S.
E comum denotar a derivada covariante de X em p na diregao v por (V,X),. Assim,
(VX)p(v) = (Vo X)p
Isto é andlogo a
of
d ==
() = S (0)

(VX)p(v) tem duas componentes, a saber
T = (dX1)p(v)er(p) + (dX2)p(v)ex(p)

R = wy(v)(—=X*(p)e(p) + X" (p)e2(p))
A componente T' é obtida diferenciando o campo X(p) = X'(p)ei(p) + X2(p)e2(p) como se
e1(p) e ea(p) fossem constantes. Assim, 7' mede a taxa de variagdo “translacional” do campo
X na diregdo v a partir do ponto p. A componente R é obtida diferenciando X como se suas
componentes X! (p) e X2(p) fossem constantes. Observe que o vetor

X(p)t = -X%(p)er(p) + X (p)ea(p)
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¢é ortogonal ao vetor
X(p) = X (p)er(p) + X*(p)ea(p)

Assim, R = wy(v)X(p)* e, portanto, w é a velocidade de rotacio do referencial no ponto p

na direcao v. Em particular, se tomarmos X (p) = e;(p) ou X(p) = e2(p), obtemos

{ (Ver)p(v) = wp(v)ea(v)

(Vea)p(v) = —wp(v)ei(p)
Abreviadamente,
0 —w
V(ei,e2) = (eq,e2) < )
w 0
ou ainda

Ve = ew

w é a velocidade angular do referencial e = (e1, e3) sobre a superficie.
A partir da derivada covariante, definimos paralelismo e geodésicas:

e um campo X é paralelo se VX = 0;

e uma curva c: I — S é uma geodésica se V¢ = 0.

Vamos, a seguir, interpretar as formas wif’ e w%.

O campo eg é normal a S. Assim, a variacao deste campo diz como a superficie se curva. Se
es for constante, a superficie S é um plano. Portanto, (des),(v) deve, de alguma forma, medir

como S se curva na diregao v:

(des)p(v) = w(v)e1(p) + wi(v)ea(p)
Se designarmos por A,(v) = —(des),(v), entdao A, : T, — T,S é uma aplicac@o linear. Por
exemplo, se S é um plano, entdo e3(p) = n é constante. Logo, A,(v) = —(des),(v) = 0.

Se S é a esfera de raio R, entao

Ap(v) = ——
Como veremos, a aplicacao linear A, : T,,S — T,,S é simétrica, isto é,

(Ap(u), v) = (u, Ap(v))

A sequnda forma fundamental de S em p é definida por

bp(u, v) = (Ap(u),v) = (u, Ap(v))
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que é bilinear e simétrica. Lembrando que

u=0,(u)ei(p) + Qg(u)eg(p)

Ap(v) = wi(v)er(p) + wi(v)ea(p)
temos
b(u,v) = wi(u)d' (v) + w3 (u)6?(v)
A primeira forma fundamental é o produto interno

(u,v) = 0L (w)0' (v) + 62 (u)0*(v)

O teorema fundamental das superficies no R? diz que a primeira e a segunda formas
fundamentais determinam S a menos de uma isometria do R3.

A primeira forma fundamental permite calcular o comprimento de curvas sobre a superficie
S. Ja a segunda forma fundamental estabelece a forma da superficie dentro do R3.

Os aspectos geométricos que dependem apenas da primeira forma sdo denominados
intrinsecos. Aqueles que dependem também da segunda forma sdo chamados extrinsecos.

Por exemplo, o elemento de area

dA = 0' N 6

¢ intrinseco a superficie S.

Um outro exemplo é a forma de conexdo w. A forma w sé depende da primeira forma
fundamental.

A aplicagao linear A, : T,S — T,S é simétrica e, portanto, diagonalizdvel. Sejam A; e Ao

seus valores préprios. A curvatura gaussiana é definida por
Kp = detAp = )\1 . )\2

e a curvatura média é definida por
tr Ap _ AL+ Ag
2 2
O seguinte teorema relaciona a curvatura gaussiana e a forma de conexao. Ele diz que

H, =

dw = KdA

Como dw s6 depende da primeira forma fundamental, assim como dA, segue que K também sé
depende da primeira forma fundamental. Isto foi provado primeiramente por Gauss e deu origem
ao que hoje conhecemos como Geometria Diferencial.

Por outro lado, a curvatura média é um invariante extrinseco da superficie S. Por

exemplo, um pedaco de um plano e de um cilindro sao isométricos e, portanto, suas curvaturas
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gaussianas sao nulas, mas suas curvaturas médias sao diferentes. Para o plano, 4, = 0. Logo,
K, =det A, =0e H, = (tr A,)/2 = 0. Para o cilindo, A, tem valores préprios A\; =0 e Ay # 0.
Logo, Kp =X -X=0e Hp = ()\1 +)\2)/2 = )\2/2 7& 0.



CAPIiTULO 1

Formas diferenciais

O objetivo deste capitulo é definir formas diferenciais num espaco vetorial real de dimensao
finita.

1. Formas lineares

No que segue V' é um espaco vetorial real de dimensao finita n e (e1, ea,...,e,) uma base de
V. O espaco dual de V sera denotado por V*. Este é formado das fungoes lineares w : V — R
que serao chamadas de formas lineares sobre V ou simplesmente formas lineares. Se v € V seja

2'(v) a i-ésima coordenada de v na base (ey, ea,...,e,). Entdo
n
v = E x'(v)e;
i=1
(x!,22,...2") constitui uma base de V* chamada de base dual da base (eq, ea, ..., e,). Note

que se w € V* entao

A aplicacio ¢ : V — R" dada por p(v) = (2! (v),2%(v),...2"(v)) constitui um sistema de
coordenadas linear sobre V.

EXEMPLO 1.1. Sejam V = R3 e (2!, 22,23) a base de (R?)* dual da base canénica do R3. Se
w € V*, entao
_ 1 2 3
w=ar +br°+cx

onde a,b,c € R. Logo,
kerw = {v € R3: axl(v) + biUQ(U) + CCUS(U) = 0}.

Se w # 0, entao kerw € o plano normal ao vetor (a,b, c) que passa pela origem. Reciprocamente,
se S ¢ um subespaco de R® cuja dimensdio é 2, entdo existe w € (R®)* tal que kerw = S. O
conjunto

SO ={we (R®* : kerw D S}

8



2. PERMUTACOES
¢ um subespago de (R3)* de dimensdo 1, denominado o anulador de S.

EXEMPLO 1.2. Sejav € V. A funcao

wpy: VP = R

€ uma forma linear de V* e a aplica¢do

€ um isomorfismo entre V e (V*)*.

EXEMPLO 1.3. Sejaa € V. Se (, ) € um produto interno em V', a fun¢ao

we: V. — R
v o= ({a,v)

€ uma forma linear de V' e a aplicag¢do

V — Vv

a = Wwq

€ um tsomorfismo.

2. Permutacgoes

Denotaremos por S,, o grupo das permutagoes (isto é, bije¢oes) do conjunto I,, = {1, ...

Considere a funcao polinomial em n varidveis

d(x1,... ) = H (i — )

Para cada o € S,,, defina

(U¢)($1, A .CUn) = ¢($0(1), ERE xa(n))

Observe que
o) =€s

onde ¢, € {—1,1}. O ntmero ¢, é denominado o sinal da permutagao o.

Note que € : S, = {—1, 1} é um homomorfismo de grupos. O niicleo de € é denomindo grupo

alternado e é denotado por A,. Note que A, um subgrupo normal de 5,,.

EXEMPLO 1.4. Sen =2, entdo ¢(z1,2x2) = x1 —x2. O grupo Sy tem apenas dois elementos:

a identidade e a transposicao (1 2), as quais tém sinais 1 e -1 respectivamente.
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EXEMPLO 1.5. Se n =3, entdo ¢(x1,x2,x3) = (1 — x2)(z1 — x3)(x2 — x3). O grupo S3 tem
seis elementos: as transposicoes (1 2), (1 3),(2 3) com sinais —1 e, também, os 3-ciclos (1 2 3)

e (1 3 2) e aidentidade, estes com sinais 1.

3. Aplicagoes multilineares

Sejam Vi,..., Vi e W espagos vetoriais reais de dimensao finita e ¢ : V3 x ... x Vi = W.
Dizemos que ¢ é uma aplicagdo k-linear se, para cada i € {1,...,k}, as seguintes condigdes estao
satisfeitas

(V1 e oy AUy oo V) = Ap(v1y.. V4., UE)
(U1, + Uiy V) = QU1 Uy V) (U1, Uy, )
quaisquer que sejam v1 € Vi,..., vk, € Vi, u; € V; e A € R.
Se Vi =... =V, =V, dizemos que ¢ é uma aplicacdo k-linear de V- em W. Se, além disso,

W = R dizemos que @ é uma funcdo k-linear de V.

Seja ¢ : V¥ — W uma aplicacdo k-linear de V em W. Dizemos que ¢ é alternada
(respectivamente, simétrica) se para cada o € Sk, @(Vg1)s- - Vok) = €aP(V1,-.., k)
(respectivamente, ¢(vy(1);---,Vs(k)) = @(v1,...,v)). Como toda permutacdo ¢ um produto
de transposicoes, esta condicao é equivalente a

O(v1,. ., Uiy 0, V) = —@(V1, L, U, Uy, V)

(respectivamente (v, ..., v, ..., V5, ..., 0%) = @(V1,...,Vj,...,0i,...,Vk))

EXEMPLO 1.6. O produto vetorial no R3
R3xR? — R3
(Ul, Ug) — V1 A U3

¢ uma aplicacdo bilinear (isto é, 2-linear) alternada de R® em R3.

ExeEmMpPLO 1.7. Um produto interno em V

VxV — R
(v1,v2) = (v1,v2)

€ uma funcdo bilinear simétrica de V.

ExeEMPLO 1.8. A funcdo determinante no R™

det(vy,...,v,) = det(a:i(vj))
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onde (') € a base dual da base canonica do R" e

o)) ... 2l(vy)

€ uma funcao n-linear alternada.

ExXEMPLO 1.9. Uma estrutura complera em V € uma aplicagdo linear J : V. — V tal que
J? = —1I, onde I denota o operador identidade de V. Se (, ) é um produto interno em V e J é

uma isometria com respeito a este produto interno, entao

VxV - R
(u,0) = {u, J(v))

€ uma funcdo bilinear alternada de V.

Uma funcdo k-linear alternada de V é denominada uma k-forma linear de V ou,
simplesmente, uma k-forma de V. Denotaremos por /\k(V*) o espaco das k-formas de V. O
conjunto das k-formas de V', munido da soma e da multiplicacao por escalar usuais de fungoes, é
um espaco vetorial. O espaco das fungdes k-lineares simétricas de V serd designado por S*(V*).

PROPOSICAO 1.10. Se ¢ : VF = R é uma k-forma e vy, ..., v, € V linearmentes dependentes,
entao o(v,...,vx) = 0.

DEMONSTRAGAO. Um dos vetores é combinagao linear dos demais, por exemplo
Vp = 01U + ... + Ofp—1Vk—1.-

Como p(v1,v2,...,0k—1,01) = @(V1,V2,...,0k—1,V2) = ... = ©(v1,...,0k—1,Vk—1) = 0 entao
o(v1,...,v) =0. O

Observe que A'(V*) = V*. Da proposicio anterior vem que A¥(V*) = {0} se k > n.
EXEMPLO 1.11. Sejam V = R3 e a = (a1, az,a3) € R3. Se
1, v) = det(a, u,0)
onde
at xl(u) 2'(v)
det(a,u,v) =det | a® 2%(u) 22(v)
a® 23(u) 23(v)

entao n € /\Z(V*). Veremos adiante que estas esgotam todas as possibilidades de 2-formas
no R3.
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4. Produto exterior de 1-formas

1 k

Sejam w!,...,wkF € V*. O produto exterior de w',...,wk é a funcio w' A...AwWF: VF 5 R
dada por

(WA AW (1, o) = det(w(v;))

EXEMPLO 1.12. Sejam V =R3, k=2, w' = 2! e w? = 22. Se v1,v9 € R3, entdo

(z' A 2?)(v1,v2) = det ( v (vr) 2’ (v2) )

z?(v1)  2*(v2)

Geometricamente, (' A2?)(vi,v2) € a drea orientada da projecao do paralelogramo gerado pelos

vetores v1 e vy no plano x'x?.

PROPOSICAO 1.13.
(1) WA ... AWF € uma k-forma de V;
(2) WO A AR =, WAL AWE, qualquer que seja o € Sy;
(8) se {w',...,wF} € ld. entdow' A...ANwF=0;
(4) se {w', ... Wk} é Li. entdo w' A... AwF #0.

DEMONSTRAGAO. Os trés primeiros itens seguem do fato que as formas w; sao lineares e das

proriedades da fungao determinante.
k+1

s

Se {w!,...,wF} é1i. entdo existem wF! ... w" € V* tais que {w', ...,k OF T W) é

uma base de V*. Seja {v1,...,v,} a base de V da qual {w!,...,w"} é dual. Temos que
(W' A AR (g, o) = det(w(v)) = det I, = 1
onde Ij, denota a matriz identidade de dimensao k. Portanto w! A ... A w* # 0. ]

A seguir, vamos determinar uma base de /\k(V*) a partir de uma base de V. Comecemos

introduzindo algumas definigdes para facilitar a escrita. Dada uma sequéncia (i1, ..., i), onde
0 <i; < n abreviaremos colocando I = (i1, ...,i) e wl =W AL .. Aw'. Consideremos também
o conjunto Cy, ) das sequéncias tais que (0 < i3 < iy < ..., < i <n). O ndmero de elementos

de Cn,k é (2)
PROPOSIGAO 1.14. Se (x!,...,2") é uma base de V* entdo
{z"}rcc,, = {2 Aa® AT ieC
¢ uma base de N*(V*). Se w e N\*(V*) entdo

w= Z w(ep)a!

IeCy i
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DEMONSTRAGAO. Faremos a demonstracio para n = 3. Por hipétese, {z', 2% 23} é uma

base de V* = A\ (V*).
Mostremos que {z' A 22, 2! A 23, 22 A 23} é uma base de A*(V*). Se

algxl A+ a13x1 Az + a23x2 A3 =0

calculando em (eg, e3) concluimos que aj2 = 0. Da mesma forma, concluimos que ajz = ags = 0.

Seja w € A*(V*). Entéo

w(vy,v) = wler,ed)x! (v)z?(v2) + wlea, e1)r?(vy)at (v2)+
w(er, e3)zt(vy)x(ve) + wles, er)z3(vy) ! (ve)+
w(ea, e3)z?(v1)x3(v2) + w(es, e2)x3(v1)a? (v2)
Assim
wlv,ve) = wler,e) (@ (vy)a?(ve) — 2%(v1)zt (v2))+
wler,e3)(xt(v)z3(va) — 23 (vy) 2! (v2))+

pois w ¢é alternada. Logo,
w=w(er,ex)r Ax? 4 wler,ez)z! Az + w(ey, ez)a? A

De forma semelhante, mostramos que {z* A 22 A 2°} é uma base de \*(V*).

COROLARIO 1.15. Se k € {1,...,n}, entdo dim A\*(V*) = (D)-

5. Produto exterior

Sejam w € AF(V*) e npe A"(V*).
O produto exterior de w por 7 é a funcao w A7 : V™ — R dada por

1
(wAN)(v1,. . Vpgr) = Al Z €oW(Vo(1)s -+ » Vo(k) )N (Vo (k1) - -+ » Vor(ltr))

’ O'GS}C+T
OBSERVAGAO 1.16. Se Sy = {0 € Spyr:0(l) < ...<o(k) ec(k+1)<...<o(k+r)}

entao
(w A 77) (Ul? s 7vk+7') = Z Edw(vo(l)’ s ’Uo(k))n(vo(k-‘rl)’ s ’vo(k—‘r?"))
O’GS}C’T

PROPOSIGAO 1.17. Sejam w e N*(V*), ne N'(V*) e o € N*(V*).

(1) wAne NV,
(2) (wH+n)Ae=(WA@)+nAp);
(3) nAw=(=1)"wAn;
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(4) se w = WAL AW e = GFFLA LAWK onde W' € V* entdo w A =
WA AW A WRTL A A WR T (isto €, o produto exterior acima coincide com o

produto exterior de 1-formas anteriormente definido);
(5) WA Ap=wA(nAe).

DEMONSTRAGAO.

(1) Temos que (w A N)(Vr(1),- -+ Vr(rgr)) € igual a

1

m Z 6CT"')(’UT(U(I))v oo 7UT(O'(IC)))77(UT(O'(]€+1))7 cee 7UT(O'(I€+7‘)))'

UESk+T

Fazendo a mudanca ¢ = 700, obtemos 0 =7 ' op e e, = €p€r—1 = €,€7. Assim:

(WA (Or1ys -5 Vr(err) = B ooesp €0 (Up(1)s -+ s V(i) M (Vp(k1)s - - -5 Vp(legr))
= e (wAn)(v1,...,Vksr)

o que demonstra a primeira parte.
(2) A demonstragao é uma consequéncia da distributividade dos nimeros reais.

(3) Considere a permutagao

1 T r+1 ... r+k
T =
kE+1 ... k+r 1 k

Observe que e, = (—1)*". Logo,

(O.) A 7]) ('Ul, o ,’Uk+7«) = ﬁ desk+r EUW(UU(1)7 o 7va(k))n(va(k+l)7 o 7UJ(k+r))
= ﬁ 2065k+r EUU(UJ(kJ-{—l)? U] Ua(k+r))w(va(1)7 s ava(k))
= 71 LoeSer oM Ua(r(1))s - > Vo lr()) W (Vo(r(r1))s - - - Voo (r1))

Fazendo como anteriormente a mudanca ¢ = ¢ o 7 obtemos

(w A "7)(?117 R Uk+7“) = 67’(77 N w)(vh s 7vk+7”) = (—1)kr("7 N CU)(’Ul, s akarT)
(4) Para fixarmos as ideias, tomemos k = 1 e r = 2. Assim, w = w! e n = w? Aw>. Entdo
(w! A w? A w?)(v1,v2,v3) = det(w'(vj)). Desenvolvendo o determinante pela primeira

linha temos:

(wl AL A w3)(v1,vz,v3) _ wl(v1)(w2 A w3)(v2,1)3) _ wl(vg)(w2 A WS)(Ul, U3) + wl(v3)(w1 A w3)(1)2,v3)
= w' A (W2 Aw?) (v, ve,v3)

= (wAn)(vi,v2,v3)
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A demonstracdo no caso geral é uma consequéncia da férmula de Laplace para a
expansao do determinante.

(5) E uma consequéncia dos itens anteriores.

6. Imagem inversa de k-formas

Seja T': W — V uma aplicacao linear entre os espacos vetoriais W e V. Recordamos que a

transposta de T' é a aplicagao linear
. VY — W*
w = Trw
onde
(T"w)(w) = w(T'(w))
qualquer que seja w € W.

Se w é uma k-forma em V', definimos a imagem inversa de w por T como a funcao
T*w : Wk — R dada por

(T w) (w1, - .., wg) = w(T(wy),...,T(wg))
quaisquer que sejam wy, ..., w € W.

PROPOSIGAO 1.18. Seja T : W — V uma aplicagio linear. Sejam também w € NF(V*),
ne N (V*). Entdo:
(1) T* : N"(V*) = N"(W*) é uma aplicacao linear.
(2) T*(wAn) =T (w) NT* ().
DEMONSTRACAO. Exercicio. O

Na pratica, aplicar T™ significa fazer uma mudanca de varidveis numa k-forma. Mais

precisamente, fixemos uma base (e, ..., e,) de V e seja (z!,...,2") a base dual. Se

W= Z W(eiys- e )Tt AT A2
IECn,k
eT:W — V édada por T(w) =Y., T%(w)e; entdo T*(z') = T%. Assim temos:
T"(w) = >rec,, Wi, cei )T (z0) AT (x%2) ... A T*(2)
= Y.rec,, W€, cei )T ANT®2 . AT
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EXEMPLO 1.19. Sejam f : R? = R3 dada por

T(u,v) = (2u — v,u + v,u + 3v)

w::nl/\x2+x2Ax3+x3/\m1

onde (2%, 22, 23) denota a base de (R®)* dual da base candénica do R3.

= 2u—vw
= u—+v
z = u+3v

Temos que

T*(x* Az? + 22 A2 + 23 A al)
T*(xt A 2?) + T*(2? A 23) + T*(2® A 2t)
Tz NT*x? + T 22 AT 2% + T2 A Tzt

T*w

Se w = (wh,w?) € R?, entdo

T*zl(w) = 2Y(T(w)) = 2w!'—w?
T*2?(w) = 2*(T(w)) = w'+w?
T*23(w) (T(w)) = wh+ 3w?

Denotando por (z,y) a base de (R?)* dual da base canénica do R?, obtemos

T*z! = 22—y
T 22 = x4y
T*z3 = x+3y
Portanto
T"w = Rz—-y)AN(z+y)+@+y)A(x+3y)+(x+3y) A2z —y)

= —2zAy

7. O espago \*(V)
Sabemos que (V*)* identifica-se com V através da aplicagdo
Vo= (V)
Vo= Py
onde ¢,(w) = w(v), qualquer que seja w € V*. No que segue, passaremos a escrever v para

designar tanto um elemento de V' quanto o seu correspondente ¢, em (V*)*. Assim, a expressao

v(w) = pu(w) = w(v)
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onde w € V* passa a fazer sentido. Isto justifica denotar o espaco A*((V*)*) por A¥(V) e
escrever
(1 A Ao (WL WF) = det(vs (W) = det(w? (7).
8. Algebra exterior
Temos definido acima uma operacao nas formas lineares:
AV x NV = ATV
(w;n) = WA

esta induz na soma direta de espacos vetoriais

0 1 n
AV =ANVIDAVHID--- DAV
uma operacao também designada por A e onde convencionamos que /\O(V*) = R. Com estas

operagoes /\(V*) torna-se uma algebra associativa denominada dlgebra exterior sobre V.

9. Orientagao

Sejam (e1,e,...,en) e (f1, f2,..., fn) bases de V. Para cada i € {1,...,n},
n
fi=_ale
j=1
onde az-l, ...,a; € R. Escrevemos
(fi) ~ (e:)
se det(ag ) > 0. Observe que ~ é uma relacao de equivaléncia no conjunto das bases de V.
Uma orientagcdo em V é uma classe de equivaléncia de ~ e, portanto, orientar V significa
fixar uma base (e;) de V. As bases de V' que pertencem & mesma classe de equivaléncia de (e;)

sao denominadas positivas; uma base de V' que nao é positiva é denominada negativa.
Seja agora A € A\"(V*) com Aley,ea,...,e,) > 0. Como

A(f1, foy. ooy fn) = det(a{)A(el,eg, cy€n)

entao as bases positivas sdo aquelas em que a n-forma A é positiva. Assim, fixar uma orientacao

¢é equivalente a fixar uma n-forma nao nula em V.

10. Espacgos com produto interno
Considere em V um produto interno (, ) e além disto fixe uma orientacao em V.

PROPOSIGAO 1.20. Ewmiste uma tnica A € N"(V*) tal que Aley,...,en) = 1 qualquer que
seja (e1,...,en) base ortonormal positiva de V.
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DEMONSTRAGAO. Comecemos escolhendo uma n-forma w tal que w(ey,...,e,) = k > 0.
Tomemos entao A = %w de forma que A(ey,...,e,) = 1. Se (f1,..., fn) é outra base ortonormal

positiva entao det(a{) = 1. Portanto
A(f1, fo,- s fn) = det(ag)A(el,eQ, cooyen) =Aler, e, ..., e,) =1

A unicidade segue do fato que uma n-forma fica determinada por seu valor numa base de
V. -

A forma A estabelecida na proposicao acima é chamada de forma volume associada ao produto

interno ( , ). Dados os vetores vy, ve, ..., v, € V 0 volume do n-paralelepipedo determinado pelos
vetores v1,v9,...,V, € V é 0 numero
Vol(vy,v2,...,vn) = |A(v1,v2, ..., 0p)]
Fixada uma base ortonormal (ey,...,e,) e escrevendo v; = qugej entdo A(vi,va,...,U,) =
det[v/]. Como [v]]*[v]] = [(vs,v;)] deduzimos que
Vol(vy,vg,. .. ,vn)2 = det[(v;, vj)]

Isto motiva definir o volume de um k-paralelepipedo em V por
Vol(vy,vg, . .. ,Uk)2 = det[(vi, Uj>]

Recordemos que num espago com produto interno temos um isomorfismo natural entre V' e
V* que a cada a € V associa a 1-forma w, definida por w,(v) = (a,v).
Seja (ay,...,an—1) € V"1 Considere a forma linear w: V — R dada por
w(v) = Alal,...,an—1,v)
qualquer que seja v € V, onde A é dada pela Proposicao 1.20. Sabemos que existe um unico
vetor a € V' tal que w(v) = w, ou seja, tal que
Aai,y...,ap—1,v) = {(a,v)

qualquer que seja v € V. O vetor a é denominado o produto vetorial de ai,...,a,_1 € serd

denotado por a; A ... A ap_1. Assim temos
Alal,...,ap—1,v) = (a1 A ... Nap—1,v)

Observemos que estamos usando a notacao ai A ... A a,_1 com dois sentidos diferentes a
saber para designar o produto vetorial definido acima e também o produto exterior dos vetores
(a1,...,an_1) € V™1 Justificaremos isto mais adiante mostrando que o produto vetorial
permite identificar o espaco A" (V) com V.
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PROPOSIGAO 1.21. Suponha que V esteja orientado, ( , ) seja um produto interno em V e

que (e1, €2, ...,e,) seja uma base positiva. Valem:

(1) a aplicacio A : V"t =V dada por A(ai,...,an_1) = a1 A...Aap_1 € (n— 1)-linear
alternada;

(2) a1 A ...Nap—1 € ortogonal a a;, qualquer que seja i € {1,...,n—1};

(8) ax N ... Nap—1 = Z?z_ll(—l)"HAiei onde A® é o menor da matriz

1 1
al e anil
A= :
n n
aj ap—1

obtido mediante a omissio da i-ésima linha de A, onde a] denota a j-ésima coordenada
de a; na base ortonormal positiva (e;);

(4) a1 N ... Nan—1 =0 se, e somente se, (a;) € l.d.;

(5) Se (a;) € Li entao (ay,...,an—1,a1 A ... A ap—1) € uma base positiva de V.
(6) |lar A ... AN an—1|| = Vol(ai,...,an—1), onde Vol(ai,...,an—1) denota a volume do
paralelepipedo gerado pelos vetores a1, ...,an_1 de V.
DEMONSTRACAO.

(1) Segue do fato que A é alternada.
(2) <a1 N N ap-1, ai> = A(al, e Qg an,l,ai) = 0.
(3) Basta desenvolver o determinante abaixo pela tultima coluna:

1 1
al an_l U1

det A = : :
ay ap_1 Up

(4) Os vetores (a;) é 1.d. se e somente se todos os menores A’ sio nulos.
(5) Como

Aaty...,ap—1,a1 A ... N ap—1) = (a1 A ... A ap—1,a1 A ... A ap—1) > 0 entdo
(a1,...,ap-1,a1 A ... AN ap—1) é uma base positiva.
(6) Como acima temos que A(aq, ..., an_1,01A. . .Adn_1)* = (a1A.. . Aap_1,a1A. . . ANap_1)>.
Por outro lado temos A(ay,...,an_1,a1 A ... Aay_1)? é igual a
(al,a1> N <a1,an,1> 0
<a2,a1> <a2,a _1> 0
det ] ,n

0 0 (al/\.../\an_l,al/\.../\an_1>
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Assim, temos que
(a1 Ao ANap—1,a1 AL A an_1>2 = det[(a;,a;)[{a1 A ... ANap—1,a1 A ... Nap_1)

ou seja
(@1 N ..o Nap—1,a1 A ... Nap—1) = det[(a;, a;]

e, portanto,
llat A ... Aan—1|| = Vol(ay,...,an—1).

11. Algebra vetorial classica

20

Nesta se¢ao assumimos que V' é um espago vetorial real de dimensao 3 orientado e munido

de um produto interno ( , ).
O espaco dual V* identifica-se com V através do isomorfismo:

V — Vv

a — Wwg

onde w, é a forma linear

wa(v) = (a,v)
O espaco das 2-formas também identifica-se com V' através do isomorfismo:
Voo NV
a Na

onde 7, é a 2-forma linear

Na(v1,v2) = A(a, v1,v2)

Da definicao do produto vetorial temos

Na(v1,v2) = (a,v1 Avg)

Finalmente podemos identificar as 3-formas com os nimeros reais através da aplicacao:

R — AY(V¥)
a aA

Sejam uy,ug € V. Se wy(v) = (u1,v) e wa(v) = (ug,v), entdao (w1 A we)(vy,vs) coincide com

o determinante de Gramm:
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(w1 A ws)(v1,v2) = det ( (uy,v1)  (ui,v2) )

<U2,U1> <U27U2>

Fixados w1, us € V, obtemos a 2-forma

n(v1,v2) = det ( (ur,v1)  (u,v2) )

(ug,v1) (u2,v2)

Do isomorfismo acima existe um vetor a € V tal que

(a,v1 A va) = Ala, vy, vp) = det ( (u,v1)  (u1,v2) >

(ug,v1)  (u2,v2)

Assim para cada par wui,uz associamos um vetor a = ®(uy,uz). E facil constatar que ® é

uma aplicacao bilinear alternada:

VxV — Vv
(ul,uz) — @(ul,uQ)

PROPOSICAO 1.22. Se @ : V xV — V € uma aplicacdo bilinear alternada entao ewviste uma
aplicagao linear L : V — V tal que ®(u,v) = L(u A v).

DEMONSTRAGAO. Se (e1,e9,€3) é uma base ortonormal positiva de V' entao e; A ey = es,
ea Nes = ey, e3 Neg = eg. DBasta definir L(e;) = ®P(e2 A es), L(ea) = P(es A e1),
L(Cg) = <I>(61 AN 62). ]

Substituindo acima obtemos:

(L(u1 A ug),v1 Avg) = det ( (up,v1) (ui,ve) )
ug,v1) (u2,v2)

Calculando ®(e;, ej) = L(e; A ej) obtemos L = I.

Finalmente:

(ug A ug,v1 Avg) = det (

(Ul, Ul> (ul,w)
(ug,v1) (uz2,v2)

Seja (x!, 2%, 23) a base dual da base ortonormal (e1, ez, e3) entdo

(w1 Awa)(vr,v2) = Z (w1 A wo)(ep)x! (vy,v2)
1€Cs.

Lembrando que w;(ej) = (u;, ;) = 27 (u;)
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(w1 Awa)(v1,v2) = Z a2t (uy, uo)z! (v, vo)
IEC:;,Q

No nosso caso temos

(w1 Aw2)(v1,v2) = (2! Aa?)(ur,ue) (2! A x?)(vy,v2) +
(22 A 23) (ug, uo) (2 A 23) (v1,v2) +
(3 A 2 (ug, u2)(2® A z1)(v1, v2)

Disto obtemos a identidade de Binet-Cauchy:

(ug Aug,v1 Ava) = (' Ax?)(ur, ug) (2! A 22) (v, v2) +
(22 A 23) (ug, ug) (2? A 23)(v1,v2) +
(23 A 2b) (ug, ug) (@3 A 2b) (v1,v2)

Fazendo u; = v; temos a identidade de Lagrange:

log Aval|? = (2P A 2?)((v1,v2)% +
(22 A 2®)(v1,v2)% +
(3 A xt)(vy,v2)?
Esta diz que o quadrado da area do paralelogramo gerado pelos vetores vy e vg € igual a soma

dos quadrados das dreas das projegoes nos planos coordenados (Teorema de Pitagoras).

12. Formas diferenciais

Recordemos que se U C R™, f : U — R é uma funcao diferenciavel e p € U entao a diferencial
de f em p é dada por:

of

df,: R* = R
dfp(v) = ;) = limeso

f (p+t1;)—f (»)

ExeEmMpPLO 1.23. Se f:R™ — R € uma funcdo linear entdo

f(p+tv) — f(p)

d =1 =
fp(v) tg% ; f(v)
Assim df, = f ou seja df € constante.
EXEMPLO 1.24. Seja eq,...,e, uma base do R™. Se x',...,z" € a base dual entio cada

' : R" = R é uma funcgdo linear e portanto dx;7 = ' qualquer que seja p € R™.

Como consequéncia do exemplo anterior a diferencial de uma funcao tem a seguinte expressao:
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dfp(v) = dfp(Zi:l,...,nxi(v)ei) =

Zi:l,...,n %(p)xl(v) =

Ei:l,...,n gg{i (p)dx;(v)

dif = ) %d:ﬁ

i=1,....,n

Abreviadamente:

Mais geralmente se V, W sdo espacos vetoriais de dimensao finita, U C V abertoe F : U - W

diferenciavel, a diferencial de F' em p é dada por

F(p+tv) — F(p)

dFp(v) = lim t
Se (w1, ..., wp) é uma base de W entdo F(p) = >,y f7(p)w; e sua diferencial em p é

dada por dF(p) = Zj:l,---m df? (p)w;. Explicitamente temos:

dF,(v) = Y > g‘g’:(p)dﬂ:é(v) wj

j=1,..m \i=1,..,n

ou na forma abreviada:

dF = Z Z gﬁdazz w;

Jj=1,..,m \i=1,..n

1) = (50)

é chamada de matriz jacobiana de F' no ponto p. Um caso de particular importancia para nds é

A matriz

quando o espago vetorial W é o espago dual V* ou mais geralmente W = /\k(V*)

DEFINIGAO 1.25. Uma k-forma diferencial num aberto U € V' € uma aplicagdao diferencidvel

k
w:U—)/\(V*)

1

Fixada uma base z*,...,2" de V* lembrando que duvf7 =2’ e que (d.%'i)]ecn’k = (xl>jecn’k

constitui uma base de A"(V*) entéo
wp) = Y ar(p)dzy
IeCp i

onde cada ay : U — R é uma fungao diferenciavel.
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EXEMPLO 1.26. Para k =1 temos as 1-formas diferencidveis no R"

w:R" — (R")*
Wp = Z @ (p)da:;
i=1,...,n
Em particular se f : R™ — R entdo a diferencial de f € uma 1-forma df = Zi:Lm’n gg{l dz' onde

a;(p) = ggidwi.

ExeEMPLO 1.27. No R3 temos

1-formas: w = adzr + bdy + cdz
2-formas: mn = adx ANdy+ bdy N\ dz + cdz A\ dz
3-formas: A =adx NdyANdz

onde a,b,c sdo funcdes diferencidveis definidas no R>.

A partir de agora suporemos que todas as funcdes consideradas tenham pelo menos derivadas
sequnda continuas e a diferencial de f em p serd denotada por le> ao invés de df,. Em breve
ficara claro porque fizemos esta mudanga de notagao.

As operagoes de soma, produto por escalar e produto exterior das formas lineares induzem

as correspondentes operagoes nas formas diferenciais. Assim, por exemplo
(WAnN)p=wp Amp
DEFINIGAO 1.28. O conjunto das k-formas diferenciais sobre U serd designado por E*(U).

Note que E°(U) é o conjunto das funcoes diferencidveis definidas em U. Com as operacdes
usuais E*(U) é um espaco vetorial real. Além disto este espaco é um médulo sobre o anel EO(U)
das fungdes diferencidveis definidas em U. Observamos também que se f € E°(U) e w € E*(U)
entao f Aw = fw.

DEFINIGAO 1.29. Sejam V C R™ um conjunto aberto, w € E¥(V), U CR™ e f : U — R™
tal que f(U) C V. Definimos

f*(w)p(vlv <o ,’Uk) = Wr(p) (dfp(vl)a s 7dfp(vk:))
Da proposicao 1.18 segue facilmente o seguinte resultado:

PROPOSIGAO 1.30. Nas condigées acima temos:
(1) f*: E¥(V) — E*(U) € uma aplicagdo linear.
(2) Se g€ E°(V) entio f*(g9) =go f
(3) Sew € E¥(V)ne E"(V) entio f*(wAn) = f*(w) A f*(n)
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EXEMPLO 1.31. Se f: R™ — R™ ¢ uma aplica¢io dada por z* = fi(y',...,.y™) e
w= Z aidzvi
i=1,...,n
entao

W) = Y e, gidy’)
f'w) = ¥jagdy

Como consequéncia para calcularmos f*(w) basta substituirmos dz’ na expressio de w por
i _ of' 1.
df* = Zj:17,_.7m @dy .
A seguir vamos definir a operacao mais importante nas formas diferenciais, a diferencial
exterior. Comecemos com as 1-formas. Se f : R® — R ¢é diferenciavel entao a sua diferencial
f:R™ — (R™)* é uma 1-forma sobre o R" (lembre que mudamos a notagao!). A diferencial

desta fungao num ponto p € R” é a fungao linear
(/) : B = (R")"
chamada de diferencial sequnda de f mo ponto p e denotada abreviadamente por levl . Em

) .
=Y Ly

i=1,...n

coordenadas temos:

(Lembre que alaz:;7 = 2’ é uma funcdo constante igual a um vetor fixo z%).

Calculando a diferencial de f’ obtemos:

" 82f | 7.0
fp = Z ( Z 8xjaxi(p)d$%dxp)

i=1,...,n j=1,...n

A diferencial segunda de f define uma funcao bilinear h : R™ x R™ — R dada por:
h(u,v) = fy (u)(v)

Em coordenadas temos:

92 o
o= Y (Y S i)

i=1,....n j=1,...n

2 2
O teorema de Schvvaurz2 diz que esta forma bilinear é simétrica ou seja 83?1 gxz (p) = 83’ 8]; =(p).
A matriz H = (%(p)) é uma matriz simétrica chamada de matriz hessiana de f no ponto
p. Seja agora uma 1-forma

wp = Z ai(p)dx;

i=1,...,n
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Entao a diferencial de w em p é uma aplicacao linear
wZ') :R" — (R™)*
Esta também define uma aplicagao bilinear:

h(u,v) = wy,(u)(v)

Assim se existir uma funcdo f tal que w = df esta forma precisa ser simétrica:

DEFINIGAO 1.32. Se w € EY(U) definimos diferencial exterior de w por

dwp(u, v) = wy,(u,v) — w,(v,u)

Assim a diferencial exterior de w é a parte anti-simétrica da diferencial usual. Ela mede
o quanto uma forma diferencial afasta-se de ser uma diferencial exata, isto é ser a diferencial
de uma funcao. Analisemos a reciproca, isto é se dw = 0 quando existe f tal que f' = w?
Considere uma fungao f : R" — R e ¢(t) = f(tz). Entao ¢'(t) = fi,(z) = wi(z). Assim
f(z)— f(0)=g(1) —g(0) = fol wiz(x)dt. Desta forma se existir uma tal f ela serd dada por

f(x) = £(0) + /0 i ()t

LEMA 1.33. Sejam w uma 1-forma definida num aberto U C R™, f,g : W — U funcées
diferencidveis definidas em W C R™. Entdo a fun¢ao
O(r) = wy(y)(g())

€ diferencidvel e sua diferencial € dada por
D3, (v) = Wi,y (f'(0))(9(2)) + W) (' ()

DEMONSTRAGAO. Escrevemos a forma em coordenadas wp, =3, ai(p)dz},. Entao
)= > alf(x)g(x)
i=1,...,n

onde g’ sdo as coordenadas de g. Segue da regra da cadeia e do produto que:

o) = D (@) (f)g' (@) + Y ailf(2))(g") (v)
i=1,...,n i=1,...,n
ou seja

O, (v) = wy(a) (f'(0))(9(x)) + W) (g'(v))
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PROPOSIGAO 1.34. (Lema de Poincaré para 1-formas) Se w € E'Y(R") e dw = 0 entio a
funcgdo

1
f(a:)z/o Wiz (x)dt

¢ uma primitiva de w, isto € f' = w.

DEMONSTRACAO. Pelo lema anterior e pela regra de Leibniz a diferencial de f é dada por

Fi(0) = /0 (Wl (1) () + i (0)

1
Fi(0) = /0 (1} (0) () + wia (v))dt

Por hipétese dw = 0. Desta forma
dwiz (v, 1) = Wi, (v, 2) — Wi, (,v) =0

ou seja:
Wi (v, ) = Wiy (7, 0)

Substituindo na expressao acima teremos

1
Fi(0) = /0 (1} () (0) + wia (v))dt
1
fi(0) = /0 (teofy () + i) (0)dt

oy [
£i) = [ (Gt
Fo(0) = () W)l = ) ()

A seguir vamos estender a diferencial exterior para formas de grau maior que 1.

DEFINIGAO 1.35. Se w € E¥(U) definimos

dwy(v1, ... Vpr1) = Z egw;(vg(l))(va@,...,va(k+1))

UESlk
ou de forma equivalente

k+1

dwy(vi, ... V1) = Z(—l)iflw'x(vi)(vl, s Uy V(1))
i=1
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Em coordenadas teremos:

w= Z CL]de

Iecnk

Wo(v) = Y (dap)a(v)da,

IeCy

dwz(vl, ey Uk+1) = Z Z eg(da[)m(va(l))dwi(vg(g), e ,va(k+1))
1€Cy, 0ES

dws(v1,. . vpg1) = Y ((dar)e Adab)((v1,. .., vps1)
IeCy
ou seja

dw = Z ((dag) A dz!
Iecnk
EXEMPLO 1.36. Se w € R? € dada por w = Pdx + Qdy entdo dw = dP Adx +dQ Ady o que
implica
0Q 0P

dw = (% - a—y)daz/\dy

EXEMPLO 1.37. Se w € R3 ¢ dada por w = Pdx + Qdy + Rdz entio dw = dP A dx + dQ A
dy +dR N dz de onde tiramos
dw = (gf — E;];)dx/\dy—i-(?;—g)dy/\dz—i-(g — 8—];
PROPOSIGAO 1.38. O operador d tem as sequintes propriedades:
(1) d: E*¥(U) — EFY(U)
(2) d é R-linear
(3) df = f'
(4) Sew € E*¥(U) entdo d(w An) = dw An+ (=1)F(w A dn)
(5) d*w =0
(6) d(f*w) = f*(dw)

DEMONSTRAGAO. As propriedades 1,2,3 seguem diretamente das definigoes.

Se
w = Z arda’ e n = Z bydx’

I1€eCpi IeCyy

)dz A dx

entao
wAn= Z arbydxt A dz?!
1,JeC
dlwAn) = Z d(agby)dz’ A dz’
1,JeCp
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dwAn) = Y (dasbs + azdby)dz’ A da’
1,JeChpy

dwnn) = Y bydagde’ Ade? + " apdbyda’ A da?
1,JeCy 1,JeCy

dwan) = Y darda’ Nbyde’ + (=) D" arda’ Adby A da’

1,JeChy 1,JeCny
d(wAn) =dwAn+ (=1)F(w A dn)

provando o item 4.

w = aydx’
> ar

I1eCpy
dw = Z day N\ dax!

Iecnk

dw = Z( Z ZZédxi)/\dxl

I€C,y i=1,..n

2
d(dw) = Z( Z 8821 da? A dat) A da!
d%a

IeC,y ij=1,...n

d%ay .
d(dw) = (Z(axi &Ejd:cj " &Uz)dx Adz? Adzt =0

1eCyy i<j
Finalmente se g € E%(U) entao f*(g) =go f.
Assim teremos d(f*(g)) = d(go f) =dgodf = (f*(dg). Se

w= Z ajdxl

1€eCp

Zfaj f*(dzt)

1€C

= > d(f*(ar) A f*(dz’)

Iecnk

d(f*(w) = Y (f*(dar)) A f*(da")

I1eCph

entao

29
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PROPOSIGAO 1.39. (Lema de Poincaré)
Sew € /\k(V*) ¢ fechada, isto € dw = 0 entao a k — 1-forma definida por

1
nx(vl,...,vk_l):/ Wiz (T, tog, ... tog_q)dt
0

€ uma primitiva de w ou seja dn = w.

DEMONSTRACAO.
k

(o1, ve) = Y (=) (i) (V1 T o)
=1

1
n;(vi)(vl,...,@,...,vk):/ (Wi, (tvg) (T, tvr, . oty oo tog) + Wi (Vi to, .o o,
0

Substituindo teremos:

dnz(vl,...,vk):Z(—l)i_l/ (Wl () (2, 01, - o0 £08) + Ot (05, £01, -+ Er

i=1 0

Como w ¢ alternada temos:
wiz (i, tu, . .. ,t/v\i, cotug) = (fl)i_lwm(vl, tvg, ..., tv;, ... tug))

e como w é fechada entao
dwtx(a: tug, ..., tug) =0

(wiy (7)(tvy, ... tog) +Z Yol (tv;)(z, toy, . . . tog, ... o) =0

(wig () (tor, ... o) = Z )t ( tvi)(m,tvl,...,f@,...,tvk)
=1
Substituindo na expressao de dn

1
dng(v1,...,v5) = / (W () (tvr, . . tog) + kwie (v, tog, ... tog))dE
0
1
dng(vy,...,v5) = / (t*wl (@) (v1, ... o) + ktE Lo (v, va, ... vg))dt
0
1
dng(vi, ... v5) = / (Pl (z) + kt*ww) (v1, v, . . ., v )dt
0

1
d
dnx(vl,...,vk) :/ dt(t wtz( ))(vl,vg,...,vk)dt
0

30

,tog))dt

tug))dt
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13. Cohomologia de De Rhan

DEFINICAO 1.40. Diremos que uma k-forma w € fechada ou que é um cobordo se dw = 0 e

que ela € exata ou que é um cociclo se existe uma k — 1-forma n tal que dn = w.

Os operadores
d: EFYU) - EFU)
onde U C R™ é um aberto definem uma sequéncia
{0} = E°(U) -» EY(U) — ... E*¥"Y(U) — E*(U)... E"(U) — {0}
DEFINIGAO 1.41.
B¥(U) = Ker (d : E*(U) — EF(U))
ZHU) = Im (d: E¥"Y(U) —» E*¥(U))

Como d*> =dod =0 temos que
Z8U) c B¥(U)

O k-ésimo grupo de Cohomologia de De Rham do aberto U é por defini¢cdo o cociente:

HY(U) = BX(U)/Z*(U)
EXEMPLO 1.42. (cohomologia de R)
E°R) = {f:R = R: f ¢ diferenciavel}
FYR) = {adz : a ¢ diferenciavel}
Agora
BR)={f:R—>R:df =0}
BY(R) = EY(R) = {adz : a ¢ diferenciavel}
Z°(R) = {0}
Se w = adx entdo tomando-se f = [ adx temos que df = w de onde concluimos que
ZY(R) = EY(R)

Assim temos
H(R) = R
{ H'®) = {0}
ExXEMPLO 1.43. Seja U C R um conjunto aberto. Entdo U = UjeA I;, reunido disjunta de
intervalos I;. Entdao teremos:
HYU) = RA
{ HY(U) = {0}
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ExEMPLO 1.44. Seja U C R™ um conjunto aberto. Entao U = UjeA Cj, reuniao disjunta de

suas componentes conexas Cj. Entdo teremos:

HO(U)=RA

EXEMPLO 1.45. (cohomologia de R? — {0})

Considere as coodenadas polares no plano

r = rcosf

y = rsenf
Entdo temos que r = \/x% + y2. De onde concluimos que
xdx + ydy

dr =
Diferenciando temos que

dr = cosfdr —rsenfdf
dy = sen@dr + rcos6df

De onde concluimos que
_ —ydr +zdy

df =
T2 + 92

Note que apesar da fun¢do 0 ndo estar definida em todo R? — {0} as formas

xdx + ydy
w = —

Va? 4 y?

—ydx + xdy
wy = ———F
2 22 + 12

estao globalmente definidas.

Um cdlculo simples mostra que dwi = 0 e dws = 0. A forma wy € exata: dr = w1 mas a
forma wa ndo € exata pois se consideramos a curva fechada c(t) = (cost,sent) onde 0 <t < 27
entao a integral de linha € diferente de zero:

—ydx + xdy
a2 T
c TEFY

Se w = a(r,8)dr é uma forma fechada entdo dw = @de Adr = 0. Portanto da = 0. Assim

00

a fungio a sé depende de v, a = a(r). Se f(r) = [a(r)dr entio df = w ou seja w é exata. Se

w = b(r,0)dd é uma forma fechada entio dw = %dr A df = 0. Portanto % = 0. Assim a
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fungdo b so depende de 6, b =0b(0). Assim w = b(0)df. Seja

1 2

k b(0)do

Considere a nova forma

e seja

Entdo f(27) = f(0) = 0 e portanto é uma funcdo periédica definida no R —{0} e df = 6. Assim
n € ZYR? — {0}) e temos

w+ ZHR? - {0}) = (n + kdb) + Z'(R? — {0}) = kdf + Z'(R? — {0})

Consideremos o caso geral onde w = a(r,0)dr + b(r,8)df € uma forma fechada.

N Oa
En?ao temos e i 0.
Seja
1 27
k=— b(1,0)do
271' 0

0 r
f(r,0) —/ (b(1,6) — k)d9+/ a(r, 0)dr
0 1
Como acima verifica-se que f esta bem definida no R? — {0} e temos

of

ar = CL(T, 9)
of r Oa
20 = (b(0) — k) + [ aedr
Usando o fato que w € fechada vem
of » 0b
O~ (b(1.0) — K) + b(r.0) ~ b(1.0)
00
af
9 = b(r,0) — k
Disto podemos concluir que
w =df + kdf

w+ ZYHR? — {0}) = kdf + Z*(R? — {0})
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mostrando que

HY(R? - {0}) = R
Como R?—{0} € conexo temos que HO(R*?—{0}). Sen = a(r,0)drnd0 e f(r,0) = [a(r,0)dr
entdo a 1-forma w = f(r,0)d0 é uma primitiva de n ou seja dw =n. Em resumo a cohomologia
do R? — {0} ¢
HO®R2-{0}) = R
H'(R*-{0}) = R
H*(R*—{0}) = {0}
14. Analise vetorial classica
Recordemos que um campo de vetores num aberto U C R3 é uma aplicacio diferencidvel
X:U—-R?
Se (e1, e2,€3) ¢ uma base entao
X(p) = arer + azez + aze3
onde cada a; : U — R é uma fungao diferenciavel e
dX (p) = dai(p)e1 + daz(p)ez + das(p)es

Seja I'(U) o conjunto dos campos definidos em U. Com as operagoes habituais I'(U) torna-se
um espaco vetorial sobre R e um médulo sébre o anel E°(U) das funcdes diferencidveis definidas
em U. Considere a seguir as formas duais dz', do?, dz3. Uma 1-forma w € E'(U) decompde-se

w = ardz’ + asdz® + aszdx®
As 2-formas 1 € E?(U) decompde-se
n = bida® A da® + bodz® A dxt + bydat A da?
Finalmente as formas de grau tres sao dadas por
v = cdxt A da? A da?

As diferenciais exteriores, sendo f € E°(U), sdo dadas por

_Of 1 Of o, Of 3
df = 9l dx” + 92 dx” + 93 dx
dw = day A dz' + dag A da® + daz A da?
o 8&2 8@1 1 2 aag 8@1 1 3 aa/3 aaQ 2 3
dw = (8:(}1 a962)d:v Adz” + (8361 8m3)d$ Adz® + (8x2 8x3)dx A dx

dn = dby A daz? A dx® + dbo A da® A dat + dbs A dat A da?
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ob; Oba Obs

(et t o2 T 9a3
dy=0

dn = Ydat A dx? A da®

Assumamos a partir de agora que (eg, e, e3) é uma base ortonormal positiva de forma que o
elemento de volume do R? é dado por

A = da' Adx? A da?
Para cada X € I'(U) defina a 1-forma
(wx)p(v) = (X(p),)v
e a 2-forma

(nX)p(u’ U) = A(X(p), u, U)
Para cada f € E°(U) defina

Ar=fA
As aplicagoes
ru) — EYU)
X — wx
rU) — E*U)
X — nx
E°(U) — E3(U)
X — Af

sao isomorfismos de espagos vetoriais e de mdédulos.

DEFINIGAO 1.46. (Gradiente, Rotacional, Divergente)
O Gradiente de uma funcdo f € E°(U) € o campo Vf tal que

wyy = df
O Rotacional de um campo X € I'(U) € o campo rot(X) € T'(U) tal que
Nrot(X) = dwx
O Divergente de um campo X € T'(U) € a funcdo div(X) € E°(U) tal que
Agin(x) = dnx
O Laplaciano de uma funcao f € E°(U) € a fungcio Af € E°(U) dada por
Af =div(Vf)
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Mostramos na sec¢ao 11 a seguinte igualdade

wx AWy = Nxay

Considere a 3-forma
wx ANy

Como wx A A = 0 fazendo a contragdo na direcao Y temos:

iywx NA —wx NiyA =0

ou seja
wx Any = (X, Y)HA
Diferenciando

wyy = df
temos

dwyy =0
de onde concluimos que

rot(Vf) =0

De forma semelhante diferenciando

Agiv(rot(x)) = AMrot(x)

obtemos
div(rot(X) =0

36

Consideremos a seguir o elemento de drea A no plano R?. Para cada u € R? seja Ju o tinico

vetor tal que
(Ju,v) = A, )
PROPOSICAO 1.47. O operador linear J : R? — R? tem as sequintes propriedades:

(1) Julu

(2) (Ju, Jv) = (u,v)
(3) (Ju,v) = —(u, Jv)
(4) 2= -1

DEMONSTRAGAO. Como (Ju,u) = A(u,u) =0 vem que JuLlu. Agora,

(Ju, Ju)? = A(u, Ju)?

B (u, u) (u, Ju)
A(u, Ju)? = det ( Juw) (Ju, Ju) )
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como (Ju,u) = 0 temos que (Ju, Ju)? = (u,u){Ju, Ju). De onde concluimos que (Ju, Ju) =
(u,u). Da férmula de polarizagao temos que:
(Ju, Jv) = (u,v)
Também
(Ju,v) = A(u,v) = = A (v,u) = —(Jv,u)
Finalmente,
(JPu,v) = —(Ju, Jv) = —(u,v)
De onde concluimos que
J?=—1

(I

O operador J nada mais é que a estrutura complexa usual do plano. Em coordenadas

J(2,y) = —(y,©).
Como antes para cada X € I'(U) onde U é um aberto do plano seja

(wx)p(u) = (X (p),w)
(nx)p(u) = A(X(p), w)
PrOPOSIGAO 1.48. Se X,Y € I'(U) entdo:

(1) nx = wjx

(2) wx ANwy = (JX,Y) A

(8) wx Ay =(X,Y) A

(4) nx Ay =wx Awy = (JX,Y) A

DEMONSTRAGAO.
(1)
(mx)p(u) = A(X(p), u) = (JX(p), u) = (wix)p(u)
(2)

B (X,u) (X,v)
(wx A wy)(u,v) _det< (Y,u)y (Y,v)

) =AX,Y) A (u,0) = (JX,Y) A (u,v)

(3)
wx NNy =wx Nwjy = <JX,JY> A = <X,Y> AN
(4)
nx Ay =wyx Awgy = (JPX,JY) A= (JX,Y) A



CAPiTULO 2

Integral de formas diferenciais

Neste capitulo defiremos a integral de uma k-forma ao longo de um k-caminho no R" e
provaremos a versao do teorema de Stokes para cadeias.

1. Integral de formas sobre cadeias

Comecemos recordando a férmula de mudanca de varidveis para integrais multiplas.
Seja g : U — V um difeomorfismo entre os abertos U,V C R™, D C U um dominio compacto
Jordan mensuravel entao

fy)dy ... dy" /f z)|det ¢’ (z)|dzt ... da"

9(D)
Se a funcdo g é dada em coordenadas por y* = y*(x!,...,2™) entdo o determinante jacobiano
de g é dado por:

oW - y™) oy’
o(zl...am) det '(x) = det Oz

e a férmula de mudanca de varidveis escreve-se como

1 n 1 n __ 1 n n/..1 n
/g(D)f@,...,y )y ... dy —/wal(w,...,x IOORLIC >>\a(x1.__xn)

EXEMPLO 2.1. Considere uma aplicagdo afim do R™ g : R™ — R"™ dada por g(z) = T(x) + b
onde T € linear e b € R™. Entao det ¢'(x) = detT e temos:

/ f)dyt ... dy" = |detT|/ f(T(z) + b)dzt ... dz"
T(D)+b D
Yyt = Za ) + b
f(y)dy = |det(a] |/ atzd +0', .. a4+ 0Y)dat . da"
/T(D)—l—b Z ; ’

38

Em coordenadas
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Consideremos a seguir uma n-forma w = fdy' A ... A dy™ definida no aberto V C R".

/Dwszf(wdyl...dy"

Sendo g como acima temos que

DEFINIGAO 2.2.

g*w = (fog)detg (x)dz' A...Adz"

* ayz 1 n
gw_(fog)det<8xj)dm A...Ndx

Supondo que g preserva a orientacao, isto é det (%’;) > 0 a férmula de mudanca de variaveis

/ w:/ g'w
g(D) D

Em poucas palavras: a integral de n-formas é invariante por imagem inversa através de

adquire a expressao simplificada:

difeomorfismos que preservam a orientagao.

Sejam I = [0,1], I" o n-cubo unitario do R™ e V um espaco vetorial de dimensao finita.
Diremos que uma funcao f : I" — V é diferencidvel se ela for a restricio de uma funcao
diferencével definida num aberto U que contém I™. Convencionaremos que I° = {0}.

DEFINICAO 2.3. Um k-caminho no R™ € uma aplicacao diferencidvel
c: IF 5 R"

Assim um 0-caminho é um ponto ¢(0), um 1-caminho é uma curva ¢ : I — R", um 2-caminho

é uma superficie parametrizada com bordo ¢ : I2 — R™ etc.

DEFINIGAO 2.4. Sejam w € E¥(U) onde U C R™ € aberto e ¢ : I¥ — U um k-caminho. A

integral de w sobre ¢ é o numero
/w :/ cw
c Ik

DEFINIGAO 2.5. Uma k-cadeia no aberto U C R™ é uma soma formal
c=o1C] +aca + ...+ ameCm

onde cada ¢; : I¥ — R™ é um k-caminho e os o; sdo nimeros reais. A integral de w sobre ¢ € o

m
/wzg ai/w
€ i=1 i

A seguir queremos definir o que entendemos por bordo ou fronteira de uma cadeia.

numero

Comecaremos descrevendo as faces de um cubo.
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As faces do cubo I* C R* sao dadas por
F(];;)l = {(z},... 27 e, ... 2F) 2t € ]0,1]}
onde j=1,...,kee=0,1. Assim
pGF(’§;;<:>p€Ikexj(p):e
Observe que o vetor e; da base canonica é ortogonal a face F(];_E)l O vetor normal a face

F (];3 que aponta para fora do cubo I* é —e;. J& aquele que aponta para fora e normal a face

FE=l ¢ e.. Sendo N; ¢ 0 vetor normal a face FE 1 entao
(4:1) ~ I 7 (4:€)

Ngg = (~1)€e;
Orientamos as faces F (]3_6)1 escolhendo vetores tangentes (f1,..., fx—1) a face de maneira que
(N(je)s f1,- -+ fe—1) seja uma base positiva do R isto é

A(NGays frs- o fo—1) > 0
Notando que
AN 1, s it €ty er) = (D) VA er, et e ep)
ANgre1r--seinsegensrer) = (() D)0V )
A(N(j,e)v €1,---,€5-1,€54+1,- .. ,ek) = (fl)j—l-e

podemos escolher, por exemplo, os vetores

j?E

fi= (=1 ey, fior = €jo1, fir1 = €jits ooy frm1 = ek
Neste caso teremos
A(NGes [y frm1) =1
Cada face do cubo pode ser visto como um k — 1-caminho dado por
k 1
O'(jﬁ)(l‘ e, T
Agora
k k
da(j’e)(el) =€1... da(j&)(ej_l) = €j_1
k k
dof; o (€ej) = €j1...dof; o (ex—1) = ex
Segue que daé“j 0 leva a orientacdo canénica do R na orientagdo fixada da face se (—1)7+¢ =1 e
inverte caso contrario.
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DEFINIGAO 2.6. O Bordo do k-cubo é a (k — 1)-cadeia dada por

k

k _ i+e _k
or* =% | Y (1) o(;,
j=1 \e=0,1
EXEMPLO 2.7.
(1) OF* = 0?1y = 0y ) + 0y 0) = T
3 _ 3 3 3 3 3 3
(2) OI" = 0y 1y = 010y ¥ T(a0) = 921y T 9(51) ~ 9(5.0)

Se ¢: I* — U c R™ é um k-caminho em U entao ¢ o 0’6- o é um k — l-caminho em U.

DEFINIGAO 2.8. O Bordo de ¢ € a (k — 1)-cadeia dada por

k

pe=3 | X (reodt,,

j=1 \e=0,1
Se c=aic1 + aaca + ... + € uma k-cadeia entdo Bordo de ¢ é (k — 1)-cadeia

Oc = a10c¢1 + agdco + ... + a0y,

TEOREMA 2.9. Se ¢ € uma k-cadeia entao

d*c=0(0c) =0

DEMONSTRAGAO. Basta demonstrar o teorema para um k-caminho em U. Pela definigao,

k
Oc = Z: Z (-1)*co 0@75)

i=1 \6=0,1

Portanto,
k
0(0c) = | Y (~1)*0(coaf;4)

i=1 \6=0,1
Agora,

k-1

Ocoos) = > () (eoaf; ) 00 )

]:]_ 620,1

Assim
k k-1
9(de) = (~1)™ ) (=1Y*coafis 000,
i=1 \6=0,1 j=1 \e=0,1

Se i < j temos
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k—1 _

0875)(a(j’6)($1,...,xk %) —

ol (@t el k) = (@t et ead 2P =
= ke k-1 _

06+1»6)(331""xl LoLadab) = U@‘H,e)((f(i, )(961,...,9:’C %)

Assim para i < j temos

k k=1 _ _k E—1
93i,6) © P(j.e) = T(+1,e) © 9(i0)
Entao
E—1 A
d(0c) = Z (—1)iHitetoc, UZ 5) © 067_5

d(dc) = Z Z Z (—1)i+j+e+6c o 0875) o 0675 + (—1)i+j+6+5+1c o 0@4_175) ) UZ;§
1<i<j<k—1 \§=0,1€=0,1

Observe que o termo que corresponde a @ = k estd contemplado na segunda parte fazendo
j=1=k+ 1

i+7+e+0 k k—1 i+74+e+0+1 k k—1
0(dc)= ) DD (D) coal oo + ()T ool 5 000
1<i<j<k—1 \§=0,1¢=0,1

Desenvolvendo a soma:

> 5—01 Doeo1 (1) o U@H e) ° ‘7@75% + (=10 U@'Jrl 5) © Ué’j -
L. L k—1 iq k k—1

(=D ecoof g © "g,o) — (1) eoa g0 "g,O) +

(=1)Teoop,yyy00iyy = (1) Teoof,,yy00iy) B
i ko1 ik ki

(1) eoafy 7(0) +(=1)Teoaf g0 %) -
i k -1 i+ 7 k -1 _

(=1)eoa(y g 00y T (F1) T eoo( )00, =0

2. Teorema de Stokes

Comecemos lembrando o que é a diferencial de uma funcdo. Sejam f € E°(U), p € U e
v € R"™. Considere o 1-caminho ca,(t) = p+ tAzv 0 <t < 1. Entao dca, = ¢(1) — ¢(0).

A _
af, (v) — Alifﬁof(p+ zf;) f(p)
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f(e(1)) = f(e(0))

dfp(v) = Jim, Az
BT f(acAac)
dfyp(v) = Jim ===

Consideremos agora uma 1-forma w € E*(U) e um 2-caminho ¢ : I? — U dado por
cax(tist2) = p+ t1Az1v1 + t2Azov

onde p € U, v1,v2 € R" e Az = (Axy, Axog).
Mostraremos que a diferencial exterior de w em p é dada pela variacao da integral de linha
de w no bordo de ¢ com relagao a Axy - Axe. Mais precisamente,

PROPOSIGAO 2.10.

1
d = lim —————
Wp(vl) U2) A‘,IEIE(] ALEl . AI'Q /facAz “

DEMONSTRAGAO. O bordo de ¢ é dado por

2

pe=Y | S (et

j=1 \e=0,1

Para simplificar a notacao coloquemos

cp = co 0(2270)
co = co 0(2171)
c3 = co 0(22’1)
c4 = co 0(21’0)

de forma que

Oc=cy—c3+co—cy

onde
ci(tr) p +t1Azv;
ca(ta) = p+ Azxiv; + taAxavy
C3(t1) = p+ t1Ax1v1 + Axovy
C4(t2) = p+ tQA:UQUQ

Entao temos:

/w:/w—/w+/w—/w
6CA93 Bcl 863 BCQ 864

1 1
— / (chw — cfw) + / (chw — o)
0 0
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1
/ w = / (wp+t1AﬂC1v1 (Awlvl) — Wptt Azqvi+Azov2 (Axlvl))dtl
OCAz 0

1
+ / (Wpt Azy01 +toAzavs (AT2V2) — Wpity Azyvy (AT202))dto
0

1 , 1 1
| e = im s [ e wpran)e)dn
deas 0

lim ———
Az—0 Az - Axo Azz—0 Axo

1t
+ A}E11Hl>0 Al‘l/o (WptAziv; — wp)(v2)dts

de onde concluimos que

1 / /
i Ry 7 ) o) = i)

Em geral temos:

PROPOSIGAO 2.11. Sejam w € E¥(U), p,v; € R" e Az = (Awy, ..., ATpy).
Se cag 2 IFH1 5 R™ € 0 k + 1-caminho
k+1

caz(ti, .. tn) =D+ Z tiAx;v;
=1

entao

1
dwy(v1, ..., v )—hm /
p +1
’ ’ A.CUI,...,A.Z'],H_l dcag

TEOREMA 2.12. (Teorema de Stokes)
Seja w € E*(U) uma k-forma definida no aberto U do R™ e ¢ uma (k + 1)-cadeia em U.

FEntao
/ w = / dw
oc c

DEMONSTRAGAO. Se ¢ = ) a;¢; entdao de = Y a;0c¢; e

fue= S,
/dw—Za,/ dw

Portanto basta demonstrar o teorema para um (k + 1)-caminho ¢ : I¥¥! — R™. Pela definicio

lmzﬁﬂmmpﬂmww)

temos
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_ _1)i+e w = —1)Jte coofthy
fo = e[ S0 [ (eoatiD
= N (e W) = Rt [ (ew)
Jos /UEETJ)
Jopper (€'w)

Portanto basta demonstrar que se w € E*(I*+1) entdo

/ dw = / w
Ik+1 a[k+1

Para fixarmos as idéias suporemos k = 1. O caso geral é semelhante.

Da proposicao 2.10 temos que:

1
d = 1'
UJp(e:U 62) Am,IAIE—)O A.%'Ay /8R “

onde R é o retangulo orientado no sentido anti-horario determinado por p e pelos vetores
Azxer, Ayes. Assim dado € > 0 podemos encontrar § > 0 tal que se |Az| < 0 e |Ay| < &

entao

1
‘dwp(el,eg) T Al /aRw’ <€

dwp(e1, ea) Ax.Ay — / w
OR

Da continuidade uniforme podemos encontrar uma particdo P do retangulo I? tal que

< eAx.Ay

dwpij (e1,e2)Ax;.Ay; —/ w| < eAx; Ay

6Ri]~

desde que |[P| < dsendo P=P, x Py, P :0=20< ... <2, =1, Po:0=9y0< ... <Ym =1,
pij = (Ti—1,yj-1), Ax; = x; — x;-1,Ay; = y; — yj—1 e finalmente R;; é o retangulo orientado

determinado por p;; e pelos vetores Ax;er, Ay;es.Da desigualdade triangular obtemos:

Zdwpij(el,eg)Axi.ij — Z/ w| < Z
R, o

1,J

dwy,; (e1, e2)Az;. Ay; — / w

< eAx; Ay; =€
o, | S 2 eBviby;

1,J

Em virtude da orientacao as integrais de linha sébre os lados que sao comuns a dois retangulos

X 4

da particao cancelam-se e temos:
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Segue que

Zdwpij(eheQ)Axi-ij —/ w| <€

2
i ol

Do critério de integrabilidade temos:

/dw:/ dwp(el,eg)d:vdy:/ w
12 12 oI2
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CAPiTULO 3

Variedades
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