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Lista 6 - 22/11/2012

(1) Sejam S uma superficie orientada no R? e ¢ : I — S parametrizada pelo comprimento
de arco. O referencial de Darbouz associado a c é o referencial ao longo de ¢ constituido
dos vetores (f1, fa2, f3) onde f; = %, (f1, f2) é uma base positiva de S e f3 = f1 A fo.

(a) Mostre que % = 3" a! f; onde a = —a.
(b) Definindo a curvatura geodésica por kg = a?, a curvatura normal por k, = a e a

torgao geodésica por T, = a3 temos:

df

—_— = k ky,
Is gf2 +knf3
dfa

E = _kg 1+ 7—gf3
dfs3

ds = —kuf1 — Tgf2

Conclua que ‘;—‘;, = kgf2 = kgJ () e, portanto, ¢ é uma geodésica se e s6 se kg = 0.
(c) Fixe um referencial mével (e, e9,e3) onde e3 = f3 e seja ¢ a fungdo angular tal
que ¢ = fi = cos pe; + sin peg. Mostre que kg = ‘2—“;’ — w(c) onde w é a forma de

conexao associada ao referencial mével.

(d) Escolha ¢; uma curva integral de e; (isto é, tal que Cclf;' (s) = ei(e(s)) parai =1,2)

e seja kg a cuvatura geodésica de ¢;. Mostre que:

d
ky = d—f + cos gok; + sin gokg (formula de Liouville)

(2) Sejam S uma superficie riemanniana orientada e ® o seu atlas. Seja ®“ o sub-atlas

formado das cartas ¢(p) = (z(p), y(p)) tais que a métrica exprime-se na forma

g = N (dz? + dy*) (coordenadas conformes)

Mostre que as mudancas de coordenadas sdo holomorfas, isto é verificam as equagoes

de Cauchy-Riemann.



3)

(4)

()

Determine a caracteristica de Euler-Poincaré da superficie
S={peR’:2*(p) +y'(p) +:°(n) = 1}

Seja S uma superficie riemanniana compacta, conexa e orientavel. Mostre que:

(a) se K =0, entdo S é homeomorfa ao toro T?;

(b) se K > 0, entdo S é homeomorfa & esfera S2.

Seja S uma superficie riemanniana orientada com curvatura K < 0. Mostre que duas
geodésicas ¢1 e co que partem de um ponto p € S nao podem se encontrar num outro

ponto g de S de forma que elas limitem uma regiao cujo bordo é constituido por elas.

Uma regidgo poligonal de uma superficie S é um subconjunto P C S homeomorfo a
uma regiao poligonal do plano cujo bordo 9P é uma curva suave por partes. Diremos
que P é um poligono geodésico se seu bordo é constituido por segmentos de geodésicas.

Mostre que se a1, ao, ..., q, sdo os angulos internos do poligono, entao

Zai:(n—2)7r+/ KdA
P

Seja S uma superficie orientada, conexa e compacta. Se existe sobre S um campo de

vetores que nunca se anula, entao x(S) = 0.

Mostre que as geodésicas do disco de Poincaré (veja lista anterior) sao dadas pelos

arcos das circunferéncias ortogonais ao bordo, os quais estao no interior do disco.

Se T' é um triangulo geodésico no disco de Poincaré, entao A(T) = m — Xy onde A(T)

é a area e «; sao os angulos internos do triangulo.



