MATO0336 - Geometria Diferencial 11

Lista 3- 02/10/2012

(1) Seja 3; o ntimero de faces i-dimensional do cubo I*+1 e x(I*¥+1) = Zfzo(—l)%’i. Mostre

que x(I*t1) =2 se k é par e x(I**1) = 0 se k é impar.
(2) Considere no R? a folha do hiperboloide H = {(z,vy,2) | 22 + y? — 22 = =1,z > 0}.

(a) Dado um ponto p = (x,y, 2) € H, seja (u,v,0) o ponto onde a reta que passa por
p e pelo ponto (0,0,—1) encontra o plano xy. Verifique que o dominio de ¢ ¢é o

disco unitario aberto e determine em coordenadas a funcao ¢(u,v) = (x,y, 2).

(b) Considere o espaco R? munido da métrica de Lorentz g(u,u) = dx(u)? 4 dy(u)? —
dz(u)?. Calcule h = ¢*g.

(c) A inversao no circulo de centro O e raio R é a transformagao o que a cada ponto P
do plano diferente de O associa o ponto () na semireta O? tal que OP-0Q = R>.
Determine a expressao de o num sistema de coordenadas com origem no ponto

0.

(d) Sejam C o circulo 22 +y? < 4 e o a inversdo neste circulo. Mostre que a imagem

do circulo 22 + (y — 1)2 < 1 é o semiplano y > 1 e calcule o*h.

(e) Mostre que a equagao de uma circunférencia ou de uma reta em coordenadas
complexa é azZ + bz + bz + ¢ = 0 onde a,c € R e a inversdo ¢ na circunférencia
unitaria é dada por o(z) = % Utilize isto para mostrar que a imagem de uma

circunférencia ou uma reta por o é uma circunférencia ou uma reta.

(3) O Cone com centro O gerado por um k-caminho ¢ : I¥ — R" é o (k+1)-caminho
Ic: IFF! s R™

(Ic)(s,t) = sc(t)

onde s € I et € I*. Mostre que d(Ic) + I(dc) = c.

—ydx + xdy

5 5 €08 1-caminhos
e +y

(4) Considere a 1-forma no R? dada por w =



c1(t) = (cost,sint), ca(t) = (acost,bsint). Utilize o teorema de Stokes no plano para

mostrar que ch w = 27 e entao mostre que

/27r 1 o7
o a?cos?t+ b2sin’t ab

(5) Seja w = ydx + xdy + 2zdz. Encontre f tal que df = w e calcule [ w onde ¢ é o
segmento indo do ponto p = (1,0,0) ao ponto ¢ = (a, b, ¢).

(6) (a) Dado um ponto z e um vetor v no R" considere o 1-caminho ¢(t) = x + tAz - v.

Determine o bordo de Ie.

(b) Seja n uma 2-forma fechada e w uma 1-forma tais que fa(lc) w = [;,n para todo

1-caminho ¢ como no item anterior.Mostre que
1 1
/ (Wsz(T) — Wy(pgAzw) (T + Az - v))ds + / WettAzw(Ax - v)dt =
0 0

1,1
/ (/ Ns(z+tAzv) (T + AT - v, sAx - v)ds)dt
0 0

(c) Divida a expressao acima por Az e tome o limite com Az tendendo a 0 para

concluir que

1
we (v) — dfe(v) = /0 e (2, tv)di

onde f(x) = fol wsg(x)ds. Assim se definirmos w por

1
wx(v):/o Mo (2, tv)dt

obtemos a primitiva do lema de Poincaré.

(7) Seja S™(r) a esfera de raio r no R"*1, N = (0,0,...,1) e S = (0,0,...,—1) o polo

norte e o polo sul respectivamente.

(a) Determine ¢, e ¢s as projecoes estereograficas a partir do polo norte e sul

respectivamente.

(b) Mostre que (¢5) 7' o, : R* — {0} — R™ — {0} ¢ a inversdo na esfera S"~1(r).



(8) Generalize para P"(R) a estrutura de variedade dada em coordenadas nao homogeneas

analogo ao P?(R).

(9) Pense P?(R) como o quociente da esfera S?(R) pela aplicacdo antipoda. Mostre que
a curva em P2?(R) obtida projetando os paralelos da esfera z = 1/2 e z = —1/2 é

difeomorfa a St.



