MATO0121 - Calculo Diferencial e Integral II

Lista 2 — 18/09/2023

Parte 1 - Curvas

1. Parametrize as curvas pelo comprimento de arco:

(a) c(t) = (3cost,4cost,5sent)
(b) ¢(t) = (cost,In(cost),sent)

2. Determine a curvatura das seguintes curvas:

3. Uma curva c : I — R? tem curvatura nula se e somente se a curva é uma reta.

4. Determine as curvas planas que tem curvatura constante.

5. Determine o comprimento de arco das seguintes curvas dadas em coordenadas polares:
(a) (Cardioide) r =a(l —cosf) onde 0<0 <27

(b) (Expiral de Arquimedes) r =afl onde 0 <6 <27
(¢) (Expiral de Logaritmica) r =e™ onde 0<46

6. Represente graficamente as curvas dadas em coordenadas polares e calcule a édrea

limitada por elas:

(a) (Cardidide) r =a(l —cosf) onde 0<6 <27
(b) (Rosa de quatro folhas) r =sen20 onde 0 <6 <27

(c¢) (Limagon ou Caracol) r =a(2+cosf#) onde 0<6 <27



Parte 2 - Fungoes de varias variaveis

1. Encontre o dominio das seguintes fungoes e represente-os graficamente:

(a) f(z,y) = V]| =yl
() flz,y) = Va2 —4+ /4 — 2

© s = (555

(132 +y2
(d) flz,y,2) = Va2 +y2+22 -1
(e) arctan <H>

1+ x2y?

(f) f(z,y,z) = arcsenx + arcsen y + arcsen z

2. Esboce o grafico e desenhe as curvas de nivel das fungoes:

(a) flz,y) =4 -2 +y°

(b) f(z,y) = ye®

(c) flz,y)=1 —2|$! — |yl

@ fn) = 5

(e) fz,y) =y/z?

(f) flz,y) = V(e +1)2+ 92+ /(z —1)2 + 42

3. Calcule os seguintes limites caso existam ou mostre que nao existe:

. 1
(a) lim(g ) (0,0) (2% +y?) Sen(;y)
r+y

(b) lim ;) (0,0) \/ﬁ

(c) limg ) (0,0) — -
2+ y2

ry(r —y)
xt + y4
xy
y — 3
2

. Ty
(£) lim ) 00) 53

(d) limg ) (0,0)

(e) lim(g ) (0,0)



2
. y° + 2z
(2) lim( ) -(0,0)

y? — 2w
. 22— 2
() lim(z 4)-(0,0) 22+ o2

4. Determine o conjunto dos pontos onde as seguintes fungoes sao continuas:

(a) F(e,y) = /6207 3
(b) flay) =1n( z=y )

22 + y2
Tz —3
() f(z,y) = Tﬂyz (z,y) # (0,0)
0 (l’,y) = (0,0)
x>
@ flay) = 2 @700

0 (z,9)=1(0,0)
sen(z? + y?)
(e) flz,y) = z? +y°

5. Determine a para que a funcao f seja continua:

.%'2 —i—y2
fla,y) =8 Va?+i2+1-1 (z,y) # (0,0)
a (z,y) = (0,0)

6. Seja f : R"™ — R diz -se Homogénea de grau m se f(tx) = t" f(x) para todo

t > 0. Verifique se as seguintes func¢oes sao homogéneas determinando o grau de

homogeneidade:
23 + 22y
(@) flz,y)= B
() f(e.v) = 5o
T,y)= .’E2 4 yg

(©) flz,y) = Va? +y?



7.

8.

10.

11.

12.

13.

Determine os pontos de maximo e de minimo, caso existam, das seguintes fungoes no

dominio D indicado:

(a) f(x,y) =22 +y+3 onde D={(z,y) ER*:2>0,y>0, z+y<2}

(b) f(z,y) = xz—y+4 onde D = {(z,y) € R? : 20—y+4 >0, 3z+y+1>0, x < 1}
(c) f(m,y)=x+y onde D={(z,y) €R?:a?+y* <4}

(d) f(z,y) =2y onde D = R?

Seja f : R?2 — R uma funcdo homogénea de grau 2 e suponha que f(cosf,sen@) =
sen 26 para todo 6 € R. Calcule

(a) f(4V3,4)
(b) f(0,3)
(c) f(z,y)

Se f : R?> — R é uma funcdo homogénea que se anula na circunferéncia de raio 1

entao f é identicamente nula no plano exceto eventualmente na origem.

Um ponto descreve uma curva sobre a superficie z = xy de modo que sua projecao
no plano xy descreve a curva = 5 —t, y = t> + 3. Determine a maxima e a minima

altura atingida pelo ponto quando ¢ percorre o intervalo [0, 4].

Seja f : R? — R uma funcéo homogénea de grau n. Considere o plano m determinado
pelo eixo z e pela reta x = at,y = bt,z = 0.Descreva a curva obtida pela interseccao

do plano com o grafico de f. Utilize isto para esbocar o gréafico da funcdo homogénea

f(z,y) =2y
Uma fungao do tipo f(z,y) = g(z) + h(y) é chamada de superficie de translagao.

(a) Justifique o nome determinando as secgoes do grafico de f com os planos

y = constante (ou x = constante).

(b) Se g ou h é nula o grafico de f é chamado de superficie cilindrica. Justifique

este nome.

Seja f : R™ — R uma funcao continua. Verifique se sdo verdadeiras ou falsas seguintes

sentencas:



(a) A={x: f(z) > 0} é aberto.
(b) {z: f(x) =0} é fechado.

(©) 94 = {z: f(z) =0}

(d) 0A C {zx: f(x) =0}

(e) ExtA={x: f(x) <0}

(f) ExtAD {z: f(x) <0}

C

)
)
)
)
)
)

14. (Conservagao do sinal) Seja A C R™ um conjunto aberto e f : A — R uma fungao
continua. Se p € A e f(p) > 0 mostre que existe r > 0 tal que para todo ¢ € A com
llg — p|| < r tem-se que f(q) > 0.

15. Seja D € R?2 ¢ f : D — R uma funcdo continua. Se para todos p,q € D existe
uma curva continua ¢ : [0, 1] — D tal que ¢(0) = p e ¢(1) = ¢ mostre que para todo
numero k tal que f(p) < k < f(q) existe um ponto ¢ € D tal que f(c) = k. Conclua

disto que a imagem da funcao f é um intervalo.

Parte 2 - Formula de Taylor

1. Determine o polinémio de Taylor de ordem 5 em torno de xzy dado nos seguintes

casos:
a) f(z) = senx; x

b) f(z) = cosz; x9=0

¢) f(z) =lnz; z9=1

d) f(z) = Vr; wo=1

e) flz) =14 2x)% x9=0, onde @ # 0 é um nimero real dado.

2. a) Determine o polinémio de Taylor de f(z) = e”, de ordem n, em torno de xy = 0;

b) Mostre que, para todo = em [0, 1],

1 1 1 3
e —(1+z+=2?4+=2+... +—z" || < s
2 3! n! !

¢) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 107>,



. Sejam n um natural impar e f(x) = senz. Mostre que, para todo x,

I et 27 [+
sent — |2 — 4+ ——...+(-1) 2 — || <
! (n+2)!

. Avalie senl com erro, em médulo, inferior a 1075. (Sugestao o Exercicio 3)

. Mostre que, para todo z,

o O p2ntl
senz = lm x—g—i-a— + (— 2n+ 1)
ou
_ R 1
senx—x—g—l—a W+
Seja f(2) =
. Se T)=——.
y 1+ z?

a) Utilize a férmula da progressdo geométrica para mostrar que P(z) = 1 — 22+ zt —

2% + 28 — 219 ¢é o polinomio de Taylor, de ordem 10, de f em torno de xy = 0.

" 1"

(0), f(0), etc.

b) Observando o polinomio do item (a), calcule f 0), f

. Se P(z) é o polinémio de Taylor de ordem n de f em ¢ mostre que:

(a) O polinémio de Taylor de ordem n — 1 de f" em ¢ é P'(z).

(b) O polinémio de Taylor de ordem n + 1 de F(z) = [7 f(t)dt em ¢ ¢ Q(z) =
[ P(t)dt .

. Determine o polinéomio de Taylor de ordem 2 nos pontos indicados :

(a) f(xvy) = 1+i'+y bo = (070)

(b) f(x,y) =" po = (0,0)

(¢) f(z,y) =zsiny po = (0,0)



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(d) f(z,y) ="+ poy=(0,0)
(e) f(z,y) =xzIny po = (1,1)

Seja f(x,y) = 22 + 4y? — 2z — 16y + 1.

(a) Determine os pontos criticos de f.

(b) Determine o polinémio de Taylor de ordem 2 nos pontos encontrados no item

(a) e o respectivo resto de ordem 2.

(¢) O que vocé conclui dos resultados encontrados?

Seja f(z,y) = 2% + 4y® + 23 + zy? — y*.

Use a férmula de Taylor de ordem 2 para mostrar que a origem é um ponto de minimo
local de f.

Se f(z,y) = g(x) + h(y) onde g, h sao diferencidveis com derivadas segunda ordem
continuas relacione os pontos criticos de g, h com os pontos criticos de f e classifique-

0OS.

Mostre que o polinémio de Taylor da derivada f’ é a derivada do polinémio de Taylor
de f.

Se P, . é o polinomio de Taylor de ordem n de f entao o polinénio de Taylor de
ordem n+1 de g(z) = [T f(t)dt ¢ a integral [ P, c(t)dt.

Mostre que

n+1 $n+1

1
— =1- 2 (D" + (-1
T+ + (=1)"z" + (-1) T2

1+«

e use este resultado para determinar o polinomio de Taylor de ordem n de In(1 + x).

Se g(x) = f(z — ¢) e Py(x) é o polinémio de Taylor de f na origem entao P,(z — c)

¢é o polindémio de g com centro em c .



Parte 3 - Diferenciabilidade

1. Calcule a diferencial e os gradientes das seguintes fungoes f : R” — R:

(a) f(z) = (a,z)
(b) g(z) = (z,z)

(c) r(z) = [l«|

<

2. Seja f : R®™ — R uma fungao diferencidvel com a propriedade f(tx) = tf(z) para
todo t > 0. Mostre que f ¢ linear.

3. Seja f : R? — R dada por:

3
fay) =4 Zrgg By 700

0 (z,y) = (0,0)

Mostre que f tem todas derivadas direcionais na origem mas nao é diferenciavel.

. 0
4. E possivel 8—f(0) > ( para todo vetor v # 0 ?
v

5. Calcule as derivadas parciais das fungoes:

(a) flz,y) = Va2 —4+ /4 —y?
22 2
(b) fa,y) = In (y>

z? + y?

(€) fla,y,2) = a2 +y2+ 22— 1
2

@) f@9)= 57

(e) f(x,y) = arctan <1i_;21;2>

6. Mostre que a fungao f(x,y) = /22 + y? néo é diferencidvel na origem.

7. Utilize a diferencial para calcular um valor aproximado de 1/(2,8)2 + 2(2,1)3.

8. Determine a equagao do plano tangente ao grafico da f(x,y) = ze® T2 no ponto
(1,1,1).



9. O altura de uma montanha é dada por h(z,y) = 2500 — 322 — 4y em metros.

(a
(b
(c

(d) Qual é a inclinagdo da montanha no ponto (20, 10,900) que faz com o horizonte
— —
na direcio @ = v/2/21i +/2/25 ?

Qual o formato da base?
Qual a altura da montanha?

Em que pontos do chao a altura é 900 metros?

)
)
)
)

(e) Encontre o vetor tangente & curva de nivel Cypp no ponto (20,10). Qual a
inclinagao nesta direcao?
(f) Determine Vf no ponto (20,10). Qual o valor da derivada direcional nesta

direcao?

10. Encontre a equacdo da reta normal ao grafico de z = 5 + 22 + y? no ponto (1,1, 7).

11. As curvas de nivel de uma funcio f sdo elipses 2 + 2y?> = a?. Sabendo-se que

|V f| = e +2°) determine Vf.

12. A equacdo de uma montanha e dada por z = 1800 — 3z — 2y? onde a distancia é
medida em metros e o eixo x aponta no sentido leste. Um alpinista encontra-se no

ponto com coordenadas (—10, 10, 1300).

a) Qual é a direcao a partir do alpinista que tem maior inclinagao?

(a)

(b) Se o alpinista andar na diregdo leste estara descendo ou subindo?

(c) Se o alpinista andar na diregao sudoeste estard descendo ou subindo?
)

(d) Em que direc@o o alpinista estard percorrendo um caminho plano?

13. Mostre que z = z¢(y/x) + 1 (y/x), onde ¢, 1) sdo fungdes de uma variavel derivéveis
até segunda ordem, satisfaz a equacao diferencial:
5, 0%z 0%z 9 &

g5 19 -
¥ a2 + xy@x@y +y Oy 0

14. Sejam S7, .52 as superficies dadas respectivamente pelas equacoes
1

Siiz=——F——
1:2 1422 +92

Sy :a?+y?/Aa+22/9=1



15.

16.

17.

18.

19.

(a) Determine a equagao do plano tangente a S; no ponto (1,1,1/3).

(b) Determine os pontos de S tais que os planos tangentes nestes pontos sejam

paralelos ao plano determinado na parte a.

Mostre que as superficies

S1={(z,y,2): 2% = da(y + a)}

Sy ={(x,y,2) : a— 4b(y + b)}

onde a > 0 e b < 0 cortam-se ortogonalmente.

0
Seja f(z1,...,2n) = V2] + ...+ 22. Calcule 8f e interprete geometricamente.
€T

Seja z = f(z,y) onde  =rcosf e y = rsenf.

(a) Mostre que

0z Of f

i &Bcos@—l—aysenﬁ
0z  Of af
50 raxsenﬁ—i-rayCOSQ

(b) Se g(r,0) = f(rcosf,rsenf) mostre que

999, 1 099 gz ﬁ2
(5 + 725y = (5" +(5,)

Seja f : R™ — R tal que Vf(x) = g(x)z. Prove que f é constante em qualquer esfera

de raio r centrada na origem.

Uma funcdo f : R” — R diz -se Homogénea de grau m se f(tx) = t™ f(x) para todo

t > 0. Sendo f diferenciavel prove a relagao de FEuler

S il (@) = mf(2)
i=1 !

ou seja (x, Vf(x)) = mf(x).

10



20.

21.

22.

23.

Determine a equacao do plano tangente e da reta normal das seguintes superficies no

ponto especificado:

(a) 22 +9y>+22=49 em p=(6,2,3)
®) 2?2+ 22 +yP+2+1=0 em p=(2,-3,4)
(c) senzy +senyz+senzr =1 em p=(1,7/2,0)

Sejam f(z,y,z) =z —e%seny e p= (In3,37/2,—3).Determine:

(a) Vf(p)-
(b) A reta normal em p a superficie de nivel que passa por p.

(¢) O plano tangente em p a superficie do item b.

Dada uma curva c(t) € R? definida num intervalo aberto dé a férmula da distancia
de P a c(t). Suponha que esta distancia assume um minimo em ty. Mostre que a

reta que liga P a c(tp) é perpendicular a curva no ponto c(tp).

Seja S C R3 uma superficie definida implicitamente por f(x) = 0 e P um ponto fora
de S. Seja d(x) a distancia do ponto P a um ponto z da superficie S. Se Xy é um
ponto de minimo de d(z) mostre que a reta PX é perpendicular a superficie S.Para
isto considere as curvas da superficie que passam por X e do exercicio anterior

conclua que PXy é um multiplo do gradiente da fungao f.

11



24. As curvas de nivel de uma fungao z = f(z,y) sdo: Para a < 0 a curva de nivel Cea é
a reta vertical z = a, A curva de nivel 0 é o ponto (0,0), Para a > 0 a curva de nivel

C,2 é o semi-circulo 22 + y? = a? onde = > 0.
a Yy

(a) A partir de um ponto p = (x,y) com = > 0 qual a dire¢ao de maior crescimento
da fungao? E a partir de um ponto ¢ = (z,y) com = < 07

(b) A fungao é continua na origem?

(c) Voceé consegue descrever analiticamente a fungao?

25. Mostre que a area de uma esfera de raio r é igual a area de um cilindro circunscrito

a esta esfera.

dA

26. Determine as fungdes positivas y = f(z) definida num intervalo [a, b] tais que T é
x

constante onde A(x) é a drea da superficie de revolucao obtida girando em torno do

eixo x o grafico da funcdo y = f(x) no intervalo [a, z].

27. Determine uma funcao positiva y = f(z) definida num intervalo [a, b] tal que o volume
do sdlido de revolucao obtido girando-se o grafico de f em torno do eixo x seja igual

a area de seu bordo.

Parte 4 - Maximos e Minimos
1. Se f:R™ — R é diferenciavel e (V. f,z) > 0 para x # 0 entdao 0 é um minimo de f.

2. Se f: R® — R é diferencidvel e (V,f,x) > 0 para todo z tal que ||z| = 1 entdo
existe um ponto p tal que V,f = 0.

. 0
3. E possivel 8f(0) > (0 para todo vetor v # 0 ?
v

4. Classifique os pontos criticos das seguintes fungoes:

12



(f) f(l’ayaz)=$2+y2+z2+xy—x—2z

5. Uma montanha tem a forma do grafico da fungao

h(z,y) = 800y (2 — 3?) — 30022

(a) Determine o formato da base da montanha.

(b) Mostre que ela tem dois picos e uma depressao entre eles e determine suas

alturas.

6. Determine os pontos e os respectivos valores de maximo e minimo das seguintes

fungbesf : D - R :

(@) flz,y)=2y D={(z,y):|z]+ |yl <1}
() flr,y)=2*+y> D={(z,y):|z|<lely <1}
€ flry)=*+y"—z—-2y+1 D={(z,y):2>0,y>0ecx+y<1}
(d) flz,y) =249 —3zy D={(z,9):0<2x<2e —1<y<2}
)

(e
f(z,y) =senz +seny +sen(x+y) D={(z,y):0<zx<7/2e0<y<mn/2}

7. Determine os extremos condicionados da fungao f nos seguintes casos:

(a) f(x,y) =22+ 2y?> — 8z com a condicio 222 + 3% =1
2 2
24 .2 f s vy _
(b) f(z,y) =2°+y> com a condicao > + i 1
(¢) f(x,y,2z) = zyz com as condi¢oes z+y+z=5exy+yz+zx =38
(d) f(z,y) = 2% +y? quando 1322 + 13y? — 10zy = 72
(e) f(z,y) =2 +4y? quando ax?®+ 2bxy +cy? =1

8. Quais as dimensbes de uma banheira retangular com uma capacidade de V' litros de

agua de modo que sua superficie seja a menor possivel?

9. Determine a menor distancia entre um ponto da elipse 422 + 9y = 36 e um ponto
da reta 2y — x4+ 16 = 0.

13



10. Uma distribuicao de temperatura e dada pela fungao

T(o,9.2) = 1000328 + 2 + 5~

Determine os pontos mais quentes e os mais frios que estdo sobre o elipséide
2?2+ 42 +922 =1,

11. Se f é uma fungdo de homogenea de grau k diferencidvel e p um ponto critico entao

f(p)=0.

14



