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CAPIiTULO 1

Numeros Reais

Neste capitulo decrevemos as propriedades que caracterizam o conjunto R dos niimeros reais
e deduzimos algumas de suas consequéncias. Esperamos que os leitores tenham familiaridade
com os diversos conjuntos numeéricos tais como os Numeros Naturais, inteiros e Racionais que

serao usados para ilustrar as diversas estruturas algébricas dos Numeros Reais.

1. As operagoes

No conjunto dos Numeros Reais estdo definidas duas operagoes a Adicao que associa a dois
numeros a e b sua soma a + b e a Multiplicacdo que associa o seu produto a.b.

A adicao goza das seguintes propriedades:

Aq: (Associatividade) (a+b) +c¢=a+ (b+c)

: (Comutatividade) a +b=0b+ ¢

As: (Elemento Neutro) Existe um nimero real 0 com a propriedade a +0 = a
s (

Elemento Oposto) Todo nimero a possui um oposto —a com a propriedade a+(—a) =
0

A multiplicagao por sua vez obedece propriedades semelhantes:

M;: (Associatividade) (a.b).c = a.(b.c)
My: (Comutatividade) a.b = b.c
Ms: (Elemento Neutro) Existe um nidmero real 1 com a propriedade a.1 = a

1

My: (Elemento Inverso) Todo nimero a # 0 possui um inverso a~ ' com a propriedade

aa =1
Um leitor atento poderia se perguntar porque o 0 nao tem inverso. Como veremos mais
adiante existem estruturas multiplicativas em que todos os elemento tem inversos. O que

distingue a adigao da multiplicacao é a propriedade seguinte que mostra a relagao entre elas.
D: (Distributividade) a.(b+ ¢) = a.b + a.c)
A Subtragao é a operacdo que associa aos elementos a,b € R a diferenca a — b = a + (—b).
J4 divisdo associa o quociente a/b = a.b~! desde que seja b # 0.
Vamos a seguir deduzir algumas propriedades envolvendo as operacoes.

1



1. AS OPERACOES 2

PROPOSIGAO 1.1. Se a,b,c,d € R entdao
(1) a.0=0
(2) a.b=0 entioa=0 oub=0
(3) —=(—a) =a
(1) @) =a
(5) (Regras dos sinais) (—a).b = —(a.b) e (—a).(—b) = a.b
(6) (Cancelamento) a.c/bc = a/b
(7) (Produto de fragoes) (a/b).(c/d) = a.c/b.d
(8) (Soma de fragoes) a/b+ c/d = (a.d + b.c)/b.d

DEMONSTRAGAO. Observe que da propriedade distributiva a.0 = a.(0 + 0) = a.0 + a.0.
Somando-se -(a.0) nos dois lados da igualdade a.0 = a.0 4+ a.0 obtemos a.0 = 0. Agora se
a.b =0 e a # 0 entdo multiplicando ambos os lados por a~! e obtemos a=1(a.b) = a™1.0 = 0
de onde concluimos 1.b = b = 0. Sabemos que —(—a) + (—a) = 0 somando-se a teremos
—(—a)+(—a)+a =0+a.Como (—a)+a = 0 vem que —(—a) = a. Para mostramos (a~!)"! =a
fazemos o mesmo raciocinio trocando soma e opostos por produto e inverso. Notando que
(—a).b+(a.b) = (—a+a).b) = 0.b = 0 somando-se —a.b a ambos os lados obtemos (—a).b = —(a.b).
Segue disto que (—a).(—b) = —(a.(—b) = —(—(a.b) = a.b. Para o cancelamento basta observar
que a.c/bc = a.c(b.c)™! = a.c(c71.b™t = a.b~! = a/b. Deixamos as outras propriedades como
exercicio.

O

Podemos neste momento justificar porque o nimero 0 ndo tem inverso pois se existisse 0~
entdo multiplicando ambos os lados da igualdade 0.a = 0 por 07! vem @ = 1 ou seja somente

existiria o nimero 1!

EXEMPLO 1.2. No conjunto dos nimeros naturais N também estdo definidas as operagoes de

adi¢do e multiplicacdo. Mas estas nao verificam as propriedades Aq e My.

EXEMPLO 1.3. No conjunto dos inteiros Z. a operagdo de adi¢do verifica todas as propriedades

mas a multiplicacdo nao verifica My.

EXEMPLO 1.4. Vejamos um exemplo menos popular de sistema numérico, O Reldgio de doze
horas. Neste aparecem somente doze numeros sendo 12 = 0. Vamos designd-lo por Zi5. Operamos
nele assim ,1+2=3,3+5=8,7T+8=15=3, 11 +2 =1 e assim por diante. Com rela¢do a
multiplicacdo observe que 2.6 = 12 = 0. Disto seque 2 nao tem inverso pois se tivesse teriamos
271.2.6 =271.0 =0 e concluimos que 6 = 0 o que é claramente falso no relégio. Por outro lado
5.5 =25 =1 ou seja 51 = 5! Assim em Zio alguns elementos tem inverso e oulro ndo e a

propriedade My ndo estd verificada.
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ExeEMPLO 1.5. Considere agora um reldgio imagindrio com cinco numeros designado por Zs.

As operagoes neste reldgio sao dadas na tabela abaizo.

+lol1l2]sly ol1]2] 3]y
olol1l2]sl4] [o]lolololo]o
1l1l2lslylo] [1]o]1]2]3]4
2lelslyl4l1]2]ol2ls]1]3
slalylol1]2] [slolalz]4]2
Jlalol1l2ls] [410]4]3]2]1

O leitor pode verificar que todas as propriedades da adicdo e multiplicacdo estdo verificadas.

2. A Ordem

No conjunto dos numeros reais estd definida uma relacdo de ordem que relaciona dois
elementos a e b indicada por a < b onde 1é-se @ menor que b. Esta obedece os seguintes axiomas:
O;1: (Transitividade) Se a < be b < centdo a < ¢
O3: (Tricotomia) Uma e somente uma das condigoes ocorre a < b, a = b ou b < a.
OA: (compatibilidade com a adi¢do) Se a < bentdoa+c<b+c
OM: (compatibilidade com a multiplicagdo) Se a < b e 0 < ¢ entao a.c < b.c
Se a < b escrevemos também b > a e dizemos b maior que a. Da mesma forma escrevemos

a<bsea<boua=0b.

EXEMPLO 1.6. O reldgio Zs ndo admite uma ordem com as propriedades listadas acima,
pois digamos 0 < 1 entdo da propriedade OA teriamos 1 < 2, 2 < 3, 3 < 4, 4 < 0 mas da

transitividade vem que 0 < 4. O que contradiz a propriedade Oo.

ExeEmMpPLO 1.7. O conjunto dos numeros racionais Q wverifica todas as propriedades das

operacgoes e da ordem.

Um ndmero a é dito Positivo se a > 0. O conjunto do ntimeros positivos serd indicado por
R*. Assim

aeRT <= a>0
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PROPOSICAO 1.8. Se a,b € R entdo

(1) Se a >0 entio —a <0
(2)1>0

(3) Sea>0eb>0 entio a.b >0
(4) Sea>0eb<0 entdo a.b<0
(5) Sea <0 eb<0 entdo a.b>0

1
(6) Se a >0 entao — > 0
a
1
(7) Sea>1 entio 0 < — <1
a
1
(8) Se 0 <a<1 entio—>1
a

DEMONSTRAGAO. Se a > 0 somando-se —a em ambos os lados da desigualdade tem-se
—a+a>—a+0. Assim 0 > —a e portanto —a < 0. Se 1 < 0 entao pela propriedade anterior
—1 > 0. Multiplicando ambos os lados por —1 pela propriedade OM tem-se (—1).(—1) >
(—1).0.0u seja 1 > 0 oque contradiz nossa hipdtese. Logo 1 > 0. Se a > 0 e b > 0 multiplicando
ambos os lados da desigualdade a > 0 por b segue da propriedade OM que b.a > b.0 e b.a >0 .
Sea>0eb<0entao —b > 0. Multiplicando a primeira desigualdade por —b vem —ba > 0. Da

primeira parte tem-se ba < 0. A ultima proposigao é deixada como exercicio. O
Através da ordem define-se Médulo ou Valor Absoluto de um nimero real.
DEFINIGAO 1.9.
la| = max{a, —a}
Assim se a >0 |a| =a e se a <0 |a| = —a. Em todos os casos |a| > 0.
Da definicao segue que |a| > a e |a| > —a. Como |a|?* = |a||a| = a.a = (—a)(—a) = a® tem-se
la|? = a®.Assim |a| = Va? pois |a] > 0.
TEOREMA 1.10. Se a e b sao numeros reais entao
(1) la.b| = |al[b]
(2) (Desigualdade Triangular) |a + b| < |a| + |b|
DEMONSTRAGAO. |a.b|?* = (a.b)? = a%.b?. Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados e
obsrvando que todos os termos sio positivos tem-se |a.b| = va2.b2 = Va2.v/b? = |a|.|b|. Para a

segunda parte levando em considereacio que a.b < |a.b| segue |a+b|?> = (a+b)? = a?+b*+2a.b <
la|? 4 b2 + 2la|.|b] = (|a| + |b|)? Novamente tirando a raiz obtem-se |a + b| < |a| + |b] O

DEFINIGAO 1.11. Um intervalo é um subconjunto I C R que verifica a sequinte condi¢ao:
para todos x1,x9 € I se x1 < x < x9 entdo x € I.
Mostra-se que um intervalo € igual a R ou a um dos conjuntos:
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o [a,b)={r:a<x<b} [a,0[={x:a<z}

o [a,b[={zx:a<z<b} Ja,0[={z:a<uz}

o la,b)={z:a<z<b} |—o00,b={z:2<b}
o Ja,b[={x:a<z<b} |—o00,b={zr:x<b}

PROPOSICAO 1.12. Sejar > 0 e ¢ um nimero qualquer. Entao,

|x —c| <1 seesomente sec—r<xz<c+r

DEMONSTRACAO.

|t —c| <r<=max{(z —¢),—(x — )} <r <=

(x—c)<r e —(z—c)<r<

(x—c)<r e —r<(z—c) <<

—r<(z—c)<r<c—-r<zx<c+r

3. Numeros Naturais

Nesta se¢ao vamos caracterizar o conjunto dos ntimeros naturais como um subconjunto dos

numeros reais.

DEFINIGAO 1.13. Um subconjunto A C R diz-se Indutivo se
(1) 0 A
(2) Sene€ A ention+1¢€ A

Claramente os seguintes conjuntos sao indutivos: R{xr e R: x >0}, {r €e R: x> —1}.

DEFINIGAO 1.14. Um nimero real a € R diz-se Natural se ele pertence a todo subconjunto
indutivo. Desta forma o conjunto N do niumeros naturais € o menor subconjunto indutivo dos

ndmeros reais. Reformulando: Se A é um conjunto indutivo entdo N C A.

A seguinte proposicao é uma consequéncia imediata da definicdo acima mas é fundamental

para demonstracoes de proposicoes a respeito de nimeros naturais.

PROPOSIGAO 1.15. Principio de Indugdo Finita(PIF)
Se ACNwverifica0c Aence A= n+1¢€ A entdo A =N.
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Se desejamos mostrar que todo nimero natural verifica uma propriedade P(n) basta
mostrarmos que P(0) é verdadeira e que P(n) = P(n + 1). Pois se consideramos o conjunto

A={neN: P(n)} este é indutivo e da proposi¢ao acima ele coincide com N.

ExEMPLO 1.16. Vamos provar por inducdo que

0+14+2+3...n=n.(n+1)/2

Chamemos de P(n) esta igualdade, e vamos mostrar que o conjunto A = {n € N : P(n)}
¢ igual a N. P(0) € a sentenca 0 = 0 que é vdlida. Logo 0 € A. Agora suponha P(n)
verdadeira.Entdon € A e vale que 0+1+4+2+3...n =n.(n+1)/2. Somando-se n+1 em ambos os
lados da igualdade obtem-se 0+1+2+3...n+(n+1) =n.(n+1)/24+(n+1) = (n+1)(n+2)/2.
Assim P(n+ 1) € verdadeira e portanto n +1 € A. Da proposi¢io conclui-se que A = N. Segue
que para todo naturaln 0+1+2+4+3...n=n.(n+1)/2.

PROPOSIGAO 1.17. Sen € N en > 1 entdo existe m tal que n =m + 1.
DEMONSTRAGQAO. Seja
A={neN:n>1eexiste m tal que n =m+ 1}

Mostremos que A = {n € N:n > 1}. 1 € A pois como 1 = 0+ 1 basta tomar m = 0. Se
n € A entdo existe m tal que n =m + 1. Segue quen+1=(m+1)+1. Logon+1€ A. O

O ntmero m serd indicado por n — 1.

PROPOSICAO 1.18. Se n,m € N e n > m entao existe d tal que n = m + d. O nimero d

chama-se a diferenca entre n e m e serd indicado por d =n — m.

DEMONSTRAGAO. Considere o conjunto

A = {m € N: para todo n > m existe d tal que n = m + d}

0 € A pois como n = 0 + n basta tomar d = n.

Agora se m € A entdo para todo n existe d tal quen = m+d. Sen > m+1entdon—1> m.
Por hipétese existe d tal que n — 1 =m + d. Segue que n = (m + 1) +d. Logo m + 1 € A.
Como A é indutivo segue que A = N.

O
PROPOSICAO 1.19. Seja k € N. Nao existe um nimero natural a tal que k < a < k + 1.

DEMONSTRAGAO. Considere o conjunto

A={0,1,2,...;k}u{neN:n>k+1}
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Mostremos que A é indutivo.

Claramente 0 € A.

Sen<k—1lentaon+1<kencA Sen=kentdon+1=k+1ec{neN:n>k+1}.
Portanto n + 1 € A.

Sen>k+1entaon+1> k+1 e portanto n+1 € A. Segue que A ¢ indutivo. Logo A = N.
Como nao existe a € A tal que k < a < k+ 1 entdo ndo existe a e Ntal que k <a < k+1. O

A seguir vamos demonstrar uma das mais importantes propriedades dos nimeros naturais.

PRrROPOSIGAO 1.20. (Principio da Boa Ordem)
Se S C N € um subconjunto ndo vazio entdo existe um elemento m € S tal que para todo

a € S tem-se que m < a, ou seja S tem um elemento minimo (m = minS).

DEMONSTRAGAO. Se 0 € S entao m = 0 é o menor elemento de S. Caso contréario considere

o conjunto

A={neN:n<aparatodoa e S}
Como 0 nao pertence a S entao 0 € A. Como A # ¢ entao A # N.

Entao deve existir n € A tal que n + 1 ¢ A pois caso contrario A seria indutivo e teriamos
A=N.

Como n € A entao para todo a € S tem-se n < a e como n+ 1 ¢ A existe a € S tal que
a <n-+1. Este a estd entre n e n + 1. Como a é um nimero natural s6 resta a possibilidade

a=mn+1. Se m =a=mn+ 1 entdo para todo a € S tem-se m < a. O
A seguinte proposi¢ao é uma aplicagdo do principio da boa ordem.

PROPOSIGAO 1.21. (Algoritmo da Divisio)

Dados dois numeros m,n € N com m < n existem unicos numeros q e r tais que

n=qm-+r

onde 0 <r < m.

DEMONSTRAGAO. Fixemos n,m e seja

A={n—-gm:qeNen—gm >0}
Comon=n—0mentaon € Ae A# ¢.
Pelo principio da boa ordem A tem um menor elemento 7.
Como r estd em A existe ¢ tal que r =n — gm.

Falta mostrar que r < m.
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Se r > m entdo r = m + ry e teriamos

n—qgm=r=m-+17

n—(qg+1)m=rnr
com 11 < .

contradizendo a minimalidade de 7.

4. Sequéncias de Niumeros Reais

Uma Sequéncia de nimeros reais é uma fungao cujo dominio é o conjunto N naturais e cuja
imagem é um subconjunto de R designada por s : N — R. O valor da sequéncia no nimero
n serd indicado por s,. E comum escrever (Sn)nen ou (S0, 81,52, ...,8n,...). usa-se também a
notagao abreviada (s,) subentendendo que o dominio é o conjunto dos naturais.

Sao exemplos de sequéncias s, = n, s, = 1/n, s, = 1 sendo a ultima uma sequéncia
constante.

DEFINIGAO 1.22. Uma sequéncia (sy,) diz-se Limitada Superiormente se existe uma constante
M tal que s, < M. Neste caso diz-se que M € um majoranteda sequéncia. Claro que qualquer
numero maior que M também € um majorante da sequéncia. Da mesma forma define-se Limitada
Inferiormente se existe uma constante m tal que s, > m. m € um minorante da sequéncia.

Uma sequéncia (s,) diz-se sequéncia crescente se para todo n tem-se que S, < Spi1 €
decrescente se sp > spy1. Define-se também sequéncia estritamente crescente se sp, < Spt1

e estritamente decrescente Sy > Sp41-

EXEMPLO 1.23. A sequéncia (n?) € estritamente crescente pois n®> < (n + 1)? mas ndo é
limitada superiormente. Jd a sequéncia (1/n) € estritamente decrescente pois n < n+ 1 donde

1/(n+1) < 1/n e limitada inferiormente por 0 ou qualquer outro nimero negativo.

DEFINIGAO 1.24. Um nidmero | é Limite da sequéncia (s,) se para cada r > 0 podemos

encontrar ng tal que para todo n > ngy tem-se |s, —l| < r. quando isto acontecer ecreveremos
lim s, =1
n—oo

ou simplismente lim s,, = [.

5. Representagao decimal de um Numero Real

As propriedades das operagoes e da ordem nao distinguem Q de R. Sabemos que existem

nimeros reais que nio sao racionais como v/2 e mais geralmente /P onde p ¢ um nimero primo.
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Além das raizes que sdo nimeros algébricos existem nimeros como o 7 € 0 e que também néo
sao racionais. Para compreendermos a propriedade que permite descrever todos os niimeros reais
além dos racionais vamos analisar o que significa a representacao decimal de um nimer real.

Quando escrevemos por exemplo o nimero 517,328 a parte inteira é 517 e a parte decimal
0, 328. Este nimero pode ser escrito

517,328 = 517 + 3/10 + 2/100 + 8/10°

Seja L um numero real positivo. Comecemos escolhendo n o maior niimero natural menor
que L. Entaon < L < n+1. Este é chamado a parte inteira de L. Subtraindo n na desigualdade
0<L-n<1 Assimd=L—néum nimero entre 0 e 1 chamado de parte decimal de L.

Dividimos o intervalo [0, 1] em dez partes. Como 0 < d < 1 existe um nimero d; tal que

(1) d; =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
(2) di/10 < d < (dy +1)/10

Assim

0<d—di/10 < 1/10

A seguir escolhemos ds tal que

(1) d2 =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
(2) d2/102 < d —dy/10 < (d2 + 1)/10? Entdo

0<d—d/10 — dy/10? < 1/10?
Repetindo o processo obtem-se di,do, ..., d tais que

0<d—dy/10 — dy/10* — ... — dy/10% < 1/10F

Se para algum k obtemos a igualdade

d=dy/10 4 dy/10% + ... 4 dp /10"

entao a representacao decimal de L sera

L:’I’L,dldQ...dk

Caso contrario L serd representado por uma sequéncia infinita

L:n,dldg...dk...

A sequéncia
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sp=mn,dids...dp, =n+dy /10 + da/10° + ... + d},/10F
(1) é crescente s1 < s9 <s3<...<s,< ...
(2) limitada superiormente para todo k tem-se s < n + 1
(3) lim s = L pois dado um ntimero real 7 > 0 por menor que seja podemos encontrar um
natural ng tal que 1/10™ < r e da construgao da sequéncia tem-se para todo k > ng
|skp — L| < 1/10™ < r.
Assim todo numero real é limite de uma sequéncia de nimeros racionais. A reciproca, isto

é, toda sequéncia de racionais admite um limite é o axioma que distingue R de Q.

OBSERVAGAO 1.25. A propriedade que dado um nimero L existe o menor natural n maior
L ¢ chamado o O principio da boa Ordem e foi utilizado indiretamente na construcao da
representacdo decimal. Este foi demonstrado na secdo anterior.

Na expansdo decimal os niumeros racionais sao representados pelas dizimas periodicas. Por
exemplo o numero 7,13131313....... € racional como mostra o sequinte cdlculo.

7,13131313....... =7+413/100 + 13/100% + ...+ 13/100" + ...

Agora S = 1/100 + 1/100% + ... 4+ 1/100" + ... € a soma de uma progressio geométrica de
razdo 1/100 cujo valor é S =1/99.

De onde 7,13131313....... =7+ 13/99 um racional.

As outras expansdes decimais representam os niumeros irracionais como por exemplo

a=0,1011011101111....

Como vimos todo nimero real é limite de uma sequéncia de niimeros racionais. A reciproca,
isto é, toda sequéncia de racionais admite um limite é consequéncia do axioma enunciado a seguir

e que distingue R de Q.
6. A completude dos Niimeros Reais

Enunciamos abaixo a dltima propriedade dos niimeros reais. Propriedade esta que os niimeros
racionais nao tem. Além disto ela torna os numeros reais completo no sentido que um outro
conjunto com a mesma estrutura algébrica que R e satisfazendo a propriedade C' abaixo é

essencialmente R.
C: Toda sequéncia crescente e limitada superiormente possui um limite.

Assim se (sy,) é uma sequéncia crescente e limitada superiormente existe [ = lim s,,.

Claramente toda sequéncia decrescente (s;,) e limitada inferiormente possui um limite. Basta
considerar o limite [ = lim(—s,,) e concluir que lims,, = —I.

A seguir enunciamos e demostramos algumas propriedades consequente do axioma da
completude.
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TEOREMA 1.26. (Propriedade Arquimediana)

O conjunto N dos niumeros naturais nao € limitado superiormente.

DEMONSTRACAO. A sequéncia s, = n é crescente. Se N for limitado superiormente entao
do axioma C existe [ = limn. Como a sequéncia ¢é crescente n < [ qualquer que seja n € N.
tomando-se r = 1/2 da definicdo de limite podemos encontrar ngy tal que para n > ngy tem-se
l—n<1/2ousejal<n+1/2<n+1 o0 queé uma contradigao. O

TEOREMA 1.27. (Intervalos Encaizados)
Dada uma sequéncia de intervalos fechados e encaizados [a1,b1] D [az,b2] D ... D [an,by] D

. existe um nuimero real ¢ que pertence a todos os intervalos, isto é, ¢ € [ay, bg] para todo k.

DEMONSTRAGAO. A sequéncia (a,) é crescente e limitada superiormente por by qualquer que
seja k. Da Propriedade C' segue que existe o limite ¢ = lima,,. Como a,, < by para todo n fixado

um by entao ¢ < by, ou seja ¢ € [ag, bg] para qualquer k. O

Vamos enunciar algumas defini¢bes que serao importantes para a definicdo da Integral que
serda dada num capitulo posterior.

Seja A C R subconjunto qualquer A # ¢.

DEFINIGAO 1.28.

M diz-se o Mdximo de A e escreve-se M = max A se M € A e a < M qualquer que seja
a € A.

m diz-se o Minimo de A e escreve-se M = min A se m € A e a > m qualquer que seja a € A.

A diz-se limitado superiormente se existe L tal que a < L para todo a € A. Diremos entdo
que L € um Majorante de A.

A diz-se limitado inferiormente se existe | tal que a > 1 para todo a € A. Diremos entao que

l € um Minorante de A.

Seja L(A) o conjunto dos majorantes de A e I(A) o conjunto dos minorantes de A. Se
L € L(a) e L1 > L entao claramente Ly € L(a). Segue que [L,o00[C L(A). Conclui-se disto que
para algum nitimero S

L(A) = [S,00] ou L(A) =]S, o00]

Semelhantemente

I(A) = [—o0,s[ ou l(A) =] — o0, 8]

A proposicao abaixo exclui as segundas possibilidades.

DEFINICAO 1.29. O Supremo de A denotado por sup A € o menor majorante de A, isto é,
sup A = min L(A).
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O Infimo de A denotado por inf A é o maior minorante de A, isto é, inf A = max L(A).
A existéncia do supremo e do infimo é uma consequéncia do axioma da completude.

PROPOSICAO 1.30. Todo subconjunto A C R ndo vazio e limitado superiormente admite um

supremo, isto €, existe sup A.
Segue que L(A) =[S, 00[ onde S = sup A.

DEMONSTRAGAO. A # ¢. Escolhemos ag € A. Como L(A) # ¢ tomemos by € L(A). Se
c1 = (bp + ap)/2, ponto médio de [ag, by, temos duas possibilidades para c;:

(1) ¢; € L(A), isto é ¢; é um majorante de A. Neste caso toma-se a; = ag € by = ¢; e
tem-se by — a; = (b — ap)/2
(2) c1 ¢ L(A). Logo existe a; € A tal que ¢; < aj e escolhemos by = by e tem-se
by — a1 < (bp — ap)/2.
Repetindo o processo para o intervalo [a1,b;] onde co = (b; + a1)/2 obtem-se ag, by tais que
ap < ay < ag, by < by <bg e by —az < by —ay < (bo—ag)/4
Indutivamente obtem-se duas sequéncias
(1) ap < a3 <az <...ap <...deelementos de A
(2) ...by < ...by < by < by de elementos de L(A)
tais que
aw<a<ar<...ap,<...b, <...byg <b <bg

bn—an S (bo —ao)/2"

A sequéncia (a,) é crescente e limitada superiormente e (b,) é decrescente e limitada
inferiormente. Do axioma (C) da completude elas possuem limites. Como lim(b, — a,) = 0
estes limites s&o iguais. Assim

limb, =lima, =S

S é um majorante de A pois caso contrério existe a € A tal que S < a o que contradiz o fato
que limb, = S.

S é o menor majorante de A senao existe M € L(A) tal que M < S contradizendo lima,, = S.

Isto conclui a demonstracao.

O

como consequéncia temos o seguinte
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COROLARIO 1.31. Todo subconjunto A C R ndo vazio e limitado inferiormente admite um

infimo, isto €, existe inf A.

DEMONSTRAGAO. Se A ¢é limitado inferiormente por [ entdo o conjunto—A = {—x : z € A}

¢é limitado superiormente por —[ e se S é o sup —A entdo —S é o inf A. ([

ExempPrO 1.32.
(1) A={-2,0,7,7,5} maxA=7minA=—-2supA="7infA=-2
(2) A=11,3] maxA=3,minA=1supA=3,infA=1
(3) A=]1,3] Nao ezxistem max A e minA, supA=3,infA=1
(4) A={z:2 € R—Q e0<x<1} Naio existem maxA e minA, supA=1,inf A=0
(5) A={zcQ:0<z ex? <2} Nao eriste max A, minA =0, supA=+/2,infA =0

A seguinte proposi¢do caracteriza o supremo.

PROPOSICAO 1.33. Um nimero S € o sup A se, e somente se estiver verificadas as sequintes
condigoes:
(1) a < S para todo a € A
(2) Se b < S entao existe a € A tal que b < a.

Esta proposicao é uma releitura da definicao de supremo pois a primeira parte diz que S é
um majorante de A e a segunda que S é o menor majorante.

Deixamos para o leitor enunciar e demonstrar a proposicao equivalente para o inf A.
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7. Exercicios

Parte 1 - Operacgoes.

(1) Diga se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:
(a) 1=2=2=3
(b) Se a,b € Zs entdo (a> + > =0=a=0eb=0)
(c)ar=a=2x=1
Obs: Zs é o nome matematico para o relégio de cinco horas.
(2) Se a,b €R, a# 0eb#0 prove que (a/b)~! = b/a.
(3) Prove que

1— Tn+1
Idr4r4. 4=
1—r
para r # 1.
(4) No exercicio 3, faga r = a/b e conclua que
bn+1 _ an+1
ﬁ :bn—l-bn_la—l—bn_ZaQ—l-...—i—a"

(5) Se n+ 1 é impar mostre que
bn+1 + an+1 — (b + a)(bn _ bn—la + bn—2a2 4= an)

Parte 2 - Ordem.

a<bec<d=—a+c<b+d

)

)
Ja>0eb>0=ab>0
Ya>1=a?>a

J0<a<l=ada’<a

) b>a>0=b*>a?

) Se a,b,c,d>0,a<bec<dentdo ac < bd
8) a<b=a’<b?

9) Se a,b > 0 mostre que \/@S‘IT‘H’

(10) Se ab # 0 mostre que b? + ab + a? > 0
(11) (a+b)2=a?+b¥*=a=00ub=0

(12) (a+b)3=a+b¥ =a=00oub=0oua=—b
(13) Se a,b >0 e a? < b? entdo a < b

(14)

14

14) Considere a equacao do segundo grau az? + bx + ¢ = 0 onde a > 0. Ela é equivalente a

b
:U2+—:B+E:0
a a
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Complete o quadrado somando (b/2a)? dos dois lados e mostre que

a;—i—b 2_b2—4ac
2a)  4a?

Conclua disto que se A = b*> — 4ac > 0 entdo

—b+ VA —b— VA
= — Oou s —

2a 2a

(15) Se aq,az, by, be sdo nimeros reais, encontre os coeficientes do trindémio de segundo grau
az’® +br +c= (a1 + bla:)2 + (a2 + bgac)2
Use o fato que az? + bx + ¢ > 0 para mostrar que
(a1b1 + asbo)? < (aF + a3)(b? + b3)
(16) Verifique se o conjunto
K={a+b/2 :a,b€Q}

com as operagoes de adicao e produto e a relacao de ordem induzidas de R verifica
todos os axiomas dos nimeros reais.

(17) Verifique se o conjunto
K={a+br :a,beQ}

com as operagoes de adi¢ao e produto e a relagdo de ordem induzidas de R verifica

todos os axiomas dos numeros reais.

Parte 3 - Completude.

(1) Verifique quais das sequéncias abaixo sdo crescentes e limitadas superiormente ou
decrescentes e limitadas inferiormente. Nestes casos determine seu limite:
(a) s =(14+n)/n
(b) sp=(n—1)/n

)
(¢) sp = (21 + n)l/n
R
() 50 = (~1)"/(n+1)
(f) sn =n%/(n+1)
0 1 0 ?
g =gttt tat Ty
)

(
(h) sn = /(n2 1)
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(1) vV2,vV24+v2,4/2+ V2+ V2, ... ou indutivamente
30:\@ e Spr1 =V2+ s,

(G) v2,v2v2,1/2v/2V2, ... ou indutivamente
So=V2 e spi1 =128,
(2) Se a > 0 mostre que a sequéncia
(zn + %)
2
é decrescente e limitada inferiormente. Determine seu limite.

o =a € Tpt1 =

(3) Mostre que a sequéncia
1 1 1
snzl—i-l—i-a—i-g—i—...%-m
é crescente e use o fato que 1/n! < 1/2"~! para mostrar que s, < 3. Do axioma da
completude conclua que existe o nimero
e= lim s,
n—oo
(4) Seja p, o perimetro do poligono regular com 2" lados inscrito na circunferéncia de raio
unitdrio. Se l,, é seu lado entao, p, = 2"l,,. Mostre que (p,) é uma sequéncia crescente
a partir de pa = 4v/2 e limitada superiormente. Do axioma da completude conclua que
existe o nimero 7 tal que

27 = lim p,
n—oo

(5) Para os conjuntos A abaixo determine, quando houver, max A, min A, sup A, inf A:
(a) A=1Ja,b] onde a <b

(b) A={neN|0<n<1011,13}

(¢) A=]a,b[onde a <b

(d) A:{§| L 0<p<gq, Indc(p,q):leq<1011,13}

(e) A:{§| ,0<p<yq, mdc(p,q):leq<n}

(f) A={zeR|0<zx<lezxeR-Q}

(g) A:{e% |n€Nen7éO}

(h) A={cos5 |neNen+#0}

(i) A={f() |neNen+#0}onde f: R — R é uma funcio crescente
(j) A={f(n) | n € N} onde f: R — R é uma fungao crescente
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Parte 4 - Nuimeros Naturais.

(1) Prove por inducao:
(a) 14+34+5+...+(2n—1)=n?

(b) 1+25+34+43+ ... +n3=(1+2+3+...+n)?
(2) Se m,n s@o naturais mostre que m + n é natural.
(3) Se m,n s@o naturais mostre que m.n é natural.
(4) Se m,n sdo naturais com n > m, entdo existe d natural tal que n = m + d (isto é,

d =n —m ¢ a diferenca entre n e m).
(5) Considere o conjunto

A={neN|[14+3+5+...+2n+1)=(n+2)n}

Mostre que n € A = (n+1) € A. E verdade que A = N?
(6) Considere o conjunto

8
Mostre que n € A = (n+ 1) € A. Podemos concluir que A = N?

(7) O “coeficiente binomial” é o niimero

|

Este é também o nimero de combinacoes de n elementos k a k.

2
A:{neNyl+2+3+...+n:(2n+l)}

(a) Mostre que:

HEREN
EORONES

(b) Prove por indugao o teorema binomial

(a—i—b)":(Z)a"+<T)a”_1b+<g>a”_2b2+...+<z)b”

(c) Mostre que:
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o0 (3) (1) (2) o ()

(d) Utilize a férmula do binémio de Newton para mostrar que

(14 1/n)" = 1+1+%(1—1/n)+%(1—1/n)(1—2/n)+...—|—

4 %(1 —1/n)(1=2/n)...(1— (n—1)/n)

e conclua que

11 1
n
(8) Do teorema binomial temos
1+1)2 = 13 4+ 3-12 + 3.1 + 1
2+1)3 = 23 + 3.22 + 3.2 + 1
B+1)2 = 3 + 3.3 + 3.3 + 1
' Do+ + +

n+12 = n2 + 322 + 3.n + 1
Somando membro a membro os dois lados das igualdades, encontre uma férmula para
S=124+224+324 ... +n?

(9) Encontre férmulas para

(a) SIS !
V12T 23 34T T -1 n

3 5 7 2n+1
b it ——————
()1.22+22,32+32,42jL +n2.(n+1)2

(10) Sabendo-se que a® — b? = (a — b)(a + b), determine uma férmula para

S=12-224+32 -4+ ...+ (2n - 1)* — (2n)?



CAPiTULO 2

Nocoes de Geometria Analitica

Neste capitulo revemos a definicao do plano cartesiano e alguns de seus subconjuntos tais
como retas, circulos, elipses e parabolas.
1. O Plano Cartesiano
O O Produto Cartesiano de um conjunto A por um conjunto B é o conjunto A x B formado
dos pares ordenados (a,b) coma € Ae b€ B.
AxB={(a,b):ac Aebec B}

Quando A = B escrevemos A2 = A x A

EXEMPLO 2.1. Se A={1,7,3} e B={1,2,7} entdo
Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,7),(7,1),(7,2),(7,7),(3,1),(3,2),(3,7)}

O produto cartesiano
R* = {(z,y) : 2,y € R}

¢é chamado de Plano Cartesiano.
Representamos geometricamente o plano cartesiano como na figura:

Vejamos a seguir alguns subconjuntos do plano e suas representagoes graficas.

19
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Se A ={1,2} e B = {0,2,3} entdo A x B = {(1,0),(1,2),(1,3),(2,0),(2,2),(2,3)} e sua

representagao gafica é

_________ SO
————————— Amenenend

e a representacio de B2 é
po-mmmmm- - *----- .
S -
. .




1. O PLANO CARTESIANO

R={(z,x) :z € R}

R={(z,z):ze€Rel<az<2}

R={(z,y) :|z| + |yl = 1}

21
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R = {(z,y) : max{|z], |y[} = 1}

,
N Iei<iyl L0 b
N

x>yl N ’ x>yl

’ \
’ IxI<lyl
’

2. As cOnicas

22

O conjunto dos pontos do plano que verifica uma equagao do tipo y = a.x + b é chamado de

Reta.

a = tan(a) = (y — b)/x é chamado de coeficiente angular da reta.

Alem destas retas temos as retas verticais com equagoes x = a onde a é uma constante.

r={(z,y):y=a.x+b}

d

S

Lembremos a seguir a férmula da distancia no plano.

Se P = (x1,y1) e Q = (w2, y2) sdo pontos do R? a distancia entre eles é dada por

d(P,Q) = /(1 — 22)% + (y1 — 12)?

Através da distancia define-se as conicas.

DEFINIGAO 2.2. A Circunferéncia com centro C = (c1,¢2) e raio r > 0 é o conjunto dos

pontos P do plano tais que d(P,C) = r. Portanto a sua equagdo €

(@ —c1)’ + (y—c2)® =77
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P =(xy)

DEFINICAO 2.3. Fizada uma reta § e um ponto F' ndo pertencente a reta chama-se Pardbola
com foco F' e diretriz 6 ao conjunto dos pontos P do plano tais que a distancia de P ao foco é
igual a distancia de P a reta §, em simbolo d(P, F) = d(P,?).

Fixamos um sistema de coordenadas tal que o eixo y passa pelo foco de maneira que F' = (0, p)
e a diretriz é a reta y = —p. Neste sistema o eixo y é um eixo de simetria e o vértice da parabola

¢é a origem. Entao

d(P,F) =22+ (y—p)2=d(P,0) =y +p

elevando ao quadrado e igualando
o’ +(y—p)?=(y+p)°
Disto concluimos que
y=a’/4p

Esta é a equacao da parabola no sistema acima.

-</1 P=(xy)
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EXEMPLO 2.4. Considere a pardbola y = x%. Para encontrarmos o foco e a diretriz facamos

1 1 1
— =1. Assimp = 1 Assim F = (0, —

4dp 4) e adz’retm’zéaretay:_z_

Em geral uma equacdo do tipo y = a.z? + b.x + ¢ onde a # 0 é a equacao de uma parabola
obtida da anterior por uma translacao. Para mostramos isto comecemos observando que existem

constantes cy, co tais que y = a.2? + b.x + ¢ = a(z — ¢1)? + c2. Entdo

y—co = alr—cp)?

Fazendo a mudanga de varidvel u = x — ¢; e v = y — co obtemos

v:au2

que é a equacao de uma parabola onde p = 1
a

Geometricamente a parabola acima é obtida da pardbola y = ax? fazendo uma translacdo

horizontal de ¢; e uma translacao vertical de co.

EXEMPLO 2.5. Vamos encontrar as coordenadas do foco e a equacao da diretriz da pardbola

y=2z% —8x +9.
y=202 -8 +9=2(z%—42)+9=2(2* —dz+4)+1=2(zx -2 +1
y—1=2(z—2)>

Fazendou=x—2 ev=y—1. Entio v = 2u?

1/(4p) =2 entdo p =1/8

As coordenadas do foco siou=x—-2=0ev=y—1=p=1/8. Disto F = (2,9/8).

A diretriz tem equag¢ao v =y — 1= —p = —1/8 ou seja y = 7/8.
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25

DEFINICAO 2.6. A Elipse com focos Fy e Fy e semi-eizo maior a > 0 € o conjunto dos pontos

P do plano tais que d(P, Fy) + d(P, F») = 2a.

Fixemos um sistema de coordenadas tal que o eixo x passa pelos dois focos e o eixoy é a

mediatriz do segmento determinado por eles. Neste sistema os focos sao dados por F} = (—c,0)

e Fy = (c,0).

Da definicao

Vit o2+ +V/(m+)? +3 =2

(z+c)?+y* =2a—/(x—-c)+y?

Elevando ao quadrado ambos os lados:

(z+c)+1y°=4d’+ (z — c)® + 1% —da/(z — )2 + 42

Simplificando
dar/(x — )2 + y2 = 4a® — dex

Elevando ao quadrado novamente e simplificando obtém-se

(a® = A).a? + d®y? = a®(a® — )

2

Fazendo b? = a? — ¢? obtemos finalmente a equacao da elipse:

22 . y2 _,
a? b2
ExXEMPLO 2.7. A elipse
2
T
2
Z 42 =1
1 Y
tem como semi-eixo maior a = 2 e semi-eixo menor b =

Fi = (—/3,0) e Iy = (V/3,0) pois c = /4 — 1.

Uma Elipse com centro no ponto (c1,c2) tem equagao

1.

Os focos sao dados por
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2
+

(z—c1)? | (y—c2)?

a? b2
Fazendo a mudancga de varidveis u = x — ¢; € v = y — cg obtemos

=1

u?  v?

2tp=!

que é a equacao da elipse no sistema de coordenadas (u,v).
A

P=(x.y)

Y

Cq

Como no caso da parabola uma equacao do tipo

a1z + asy® + 201z + 2boy + k=0

onde a1,as sao ambos positivos ou ambos negativos é a equacao de uma elipse da forma

acima.
ExemMpPLO 2.8. Considere a equagdo
22+ 4y — 20— 16y +13=0
22 — 20+ 4y? — 16y +13=0
22— 20 +4(y* —4y) +13 =0
(-1 4+4(y—2%*-1-16+13=0

x—1)2
@Dy -2 =1
Fazendou=z—1cv=y—2
2
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Esta € a elipse acima no sistema (u,v). Seu centro é o ponto com coordenadas u =x—1 =0

ev=y—2=0. Portantox =1 ey = 2.

DEFINIGAO 2.9. A Hipérbole com focos Fy e Fy e semi-eizo maior a > 0 € o conjunto dos
pontos P do plano tais que |d(P, Fy) — d(P, F1)| = 2a.

No sistema de coordenadas como na elipse a equacao da hipérbole é
22/a® —y? )b = %1

O calculo para se chegar a esta equagao é andlogo ao da elipse e deixamos de faze-lo.

Uma Hipérbole com centro no ponto (c1, ) como no caso da elipse tem equagao

(z—c1)? | (y—c2)?
a? + b2

==+1
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3. Exercicios

(1) Descreva analiticamente os seguintes subconjuntos do plano:

N+ ====

[NCY S,

()

(2) Represente graficamente os seguintes subconjuntos do plano:
(a) A={(z,y): |yl = |[}
(b) B={(z,y): |y| <|z[}
() C={(z,y): 2 <y<az+2}

28



(3)

(4)

()

(

3. EXERCICIOS

d) D={(z,y): -1<2x<2ey=a+2}

e) E={(z,y): 2’ <yey=a+2}

etermine o centro e o raio das circunferéncias e faca uma representacao grafica:
a) 22 +y?> —4dx+3=0

b) 224+ y? —4x -2y +4=0

a) ¥2 +4y? —6xr — 32y +69 =0
b) 42? + y? — 24x — 6y +41 =0

D
Determine o centro, os focos e os semi-eixos das elipses e represente-as:
D

(
(

etermine o centro, os focos e os semi-eixos das hipérboles e represente-as:
a) 42?2 — 9y% = 36
b) 2?2 —4y? —4r — 8y —4 =0

29



CAPiTULO 3
Funcoes

As funcgGes sao os objetos fundamentais estudados no calculo. Neste capitulo descreveremos

as nocoes relativas a elas assim como a construgao de novas funcoes a partir outras.

1. Definicao de Funcgao

DEFINICAO 3.1. Uma func¢do é uma correspondéncia f : D — C que a cada elemento x € D
associa um elemento f(x) € C chamado de valor de f em x. O conjunto D €é chamado de
Dominio de f e escreve-se D = Dom(f). O conjunto C' serd chamado de contradominio de f.

Mais importante que o contradominio ¢ a imagem de f definida por
Im(f)={y:y=/f(z), z€ D}
O Grdfico de f € o subconjunto do plano
graf(f) =A{(z, f(x)) : © € D}

ExXEMPLO 3.2.
f{1,2,3,4) — {1,2,3}

F)=172)=3 fB3)=2 f4) =1

4
3 °

2 °

1 ] °

0 1 2 3 4 5
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ExEmpPLO 3.3.
f:R—>R

f((z) = 2?

O grafico de f é a parabola y = 2

Um subconjunto S do plano é grifico de uma funcao se uma reta vertical x = a intersepta
S no maximo em um ponto. Se a reta de fato intersepta entdo o nimero a € Domf. O dominio
de f é a projecao do grafico no eixo x e a imagem € a projecao no eixo y.

Uma funcao f: D C R — R é chamada de uma funcdo em uma varidvel real com wvalores

reais. Caso D C R? diremos que f é uma funcdo de duas varidveis.

ExXEMPLO 3.4.
(1) f(z) = /x €é uma fungdo de uma varidvel pois D = {z :x >0} C R.
(2) f(z,y) = Vy —x € uma funcio de duas varidveis pois D = {(z,y) : y —x > 0} C R2.
Observe que D € um dos semiplano determinado pela reta y = .

DEFINIGAO 3.5.
Uma Equag¢ao em uma incégnita é do tipo f(x) = 0 onde f € uma fungdo de uma varidvel.

O conjunto solugao de tal equacdo é o conjunto
S={zeD: f(x)=0}CD
Por sua vez f(x) <0 € chamada de inequagio em uma incdgnita cujo conjunto solugdo €

S={zeD: f(x)<0}CD
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Uma Equac¢ao em duas incognitas é do tipo f(x,y) = 0 onde f é uma funcao de duas

varidveis. O seu conjunto solugcao € o subconjunto do plano
S={(z,y) € D: f(z,y) =0} CR?
Define-se também uma inequag¢ao em duas varidveis por f(x,y) < 0 cujo conjunto solugdo é
S={(z,y) €D: f(z,y) <0} CR?
EXEMPLO 3.6. Vamos resolver a equacao
2z —1|=1
|20 — 1| =1 se e somente se2x —1=1ou2x—1=—1isto éx =0 oux=1.
O conjunto solugao é S = {0, 1}.
ExXEMPLO 3.7. Vamos encontrar o conjunto solug¢ao da inequacdo
2z —1| <1

|22 — 1| <1 se e somente se =1 <2x —1<1 ou seja 0 <z < 1.

O conjunto solugdo € o intervalo S = [0,1].
ExEMPLO 3.8. O conjunto solugao da inequacdo
%+ y2 —-1<0
€ o circulo com centro na origem e raio 1
S={(z,y):a® +y* <1}
O grafico de uma funcao é o conjunto solugao da equagao f(z) —y = 0.

(z,y) € graf(f) <=y — f(z) =0

Assume-se, em geral que o dominio de uma funcdo é o maior subconjunto para o qual a
expressao que a determina faz sentido. Assim o dominio de f(z) = 1/ é o conjunto dos reais
diferentes de 0. Por outro lado a imagem é mais dificil de determinar.

Um nimero a € Imf se e somente se existe © € Domf talque f(z) = a. Dito de outro modo
se a equacao f(x) = a tem pelo menos uma solugao. Assim para decidirmos se a estd na imagem

é necessario resolver a equagao f(x) = a ou ao menos decidir se ela tem solugao.

EXEMPLO 3.9. Considere a funcdo f(x) = xz/(x® +1). Claramente Domf = R. Agora se
a € Imf entio para algum x € R devemos ter x/(z* +1) = a. Se a = 0 entdo x = 0. Caso
a # 0 entio a.x> — x4+ a = 0 para esta equagdo ter solucio devemos ter A =1—a? > 0 de onde

—1/2 < a <1/2. Coclui-se que Imf =[-1/2,1/2].
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DEFINIGAO 3.10. O mdximo de uma fun¢ao f ou valor mdzimo de f € por defini¢ao o mdximo

da imagem de f quando este existir. Em simbolos
max f = maxImf

O minimo de f é definido por
min f = min Imf
Um nimero x € domf tal que f(x) = max f € chamado um ponto de mdzximo de f. Se

f(z) = min f diremos que x é um ponto de minimo de f. Observe que o mdzimo € tnico se

existir mas uma funcdo pode ter vdrios pontos de mdximo.

ExeEmMPLO 3.11. No exemplo anterior max f =1/2 e min f = —1/2.

Se f(x) = (xr — 1)? entdo min f = 0 mas ndo existe max f.

2. Exemplos

(1) (Fungao constante) f(x) =k , Dom(f) =R , Imf ={k} , graf(f) ={(z,y) :y =k}

(2) (Linear) a #0 f(z) =ax+b , Dom(f)=R , Imf=R ,
graf(f) ={(z,y) : y = a.x + b}

e
—
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=a*/4p+p , Dom(f)=R , Imf={z:2>p} ,

(3) (Pardbola) f(x)
={(z,y) 1y = 2*/4p + p}

graf(f)

(4) (Modular)
graf(f

) Dom(f)=R , Imf={z:2 >0} ,
{(=,

fz) = |a]
) =A(z,y):y = |z}

(5) (Hipérbole) f(z) =1/x , Dom(f) =R —{0} , Imf=R—{0} ,
graf(f) ={(z,y) :y = 1/z}
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3. Construcao de Funcgoes

Nesta secao veremos como construir novas fungdes a partir de uma fungao f : D — C
conhecida.

(1) Translacao vertical.
g(x) = f(x) + a é obtida de f fazendo uma translacao vertical. Note que
Domg = Domf e Img = Imf + {a}. Obtem-se o grafico de g transladando de a o
grafico de f na diregao vertical.

EXEMPLO 3.12. A funcio g(z) = x? + 1 € obtida de f(x) = 2% fazendo uma

translacao vertical de uma unidade.

(2) Translacao horizontal
g(z) = f(x — a) é obtida de f fazendo uma translacdo horizontal. Note que
Domg = Domf + {a} e Img = Imf. Obtem-se o gréfico de g transladando de a o
grafico de f na direcao horizontal.
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EXEMPLO 3.13. A fungao g(x) = |x — 2| € obtida de f(x) = |z| fazendo uma
translacao horizontal de duas unidades.

(3) Homotetia vertical
Seja A >0
g(x) = Af(z) é a homotetia vertical de f. Neste caso Domg = Domf e
Img = A.Imf. Se A > 1 é chamada de dilatagao vertical e se 0 < A\ < 1 contragao

vertical.
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(4) Homotetia horizontal
g(x) = f(A.x) é a homotetia horizontal de f. Neste caso Domg = 1/X\.Domf e

Img = Imf. Vale as mesmas nomenclaturas como no caso anterior.

(5) Reflexao no eixo y
g(z) = f(—=x) é obtida de f fazendo uma reflexdo no eixo y. Note que Domg =

—Domf e Img = Imf. Obtem-se o grafico de g refletindo o grafico de f no eixo .

(6) Reflex@ao no eixo x
g(z) = —f(x) é obtida de f fazendo uma reflexdo no eixo x. Note que Domg =
Domf e Img = —Imf. Obtém-se o grafico de g refletindo o grafico de f no eixo x.



4. USANDO GRAFICOS PARA RESOLVER INEQUACOES 38

\_/

g

ExeEMPLO 3.14. Identificar a funcao

T+ 2
9(z) = ——
Observe que
(2) r+2 x—2+4+4 14 4
€T = = =
g T —2 T —2 T —2

z

Entao g(xz) € obtida de f(x) = 1/x fazendo uma translagao horizontal de 2, em
sequida uma dilatacao de 4 e finalmente uma translagao vertical de 1.

Genericamente uma fungdo fraciondria linear g(z) = Z;SIS é obtida de f(x) =1/x

por translagdes, homotetias e reflexdes.

4. Usando graficos para resolver inequacgoes

Considere uma inequagao do tipo

f(z) —g(z) <0

Esta é equivalente a f(z) < g(z). Observando nos graficos de f e g os valores de x para os

quais f(z) < g(x) encontramos o conjunto solu¢ao da inequacao.

EXEMPLO 3.15. Resolver a inequacao
3lz| <x 44

observe no grdfico abaixo.
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y=x+4
6 4
4
y=3|x|
2 -
-2 0 2 4
As funcgoes encontram-se em x = —1 e = 2. No intervalo [—1,2] a fungéo g(z) = x + 4 é

maior ou igual a f(z) = 3|x|. Portanto o conjunto solugao S = [—1,2].
ExXEMPLO 3.16. Vamos resolver a inequacdo
2% —3|x|+2<3/4
de dois modos diferentes.
1% solugao:
2% = 3lz| +2 = |z|* — 3|z| + 2

Fazendo a substitui¢cao u = |z| temos
u? —3u+2<3/4

u? —3u+5/4<0
De onde tiramos 1/2 <u < 5/2
1/2 < |z| <5/2
ou seja
1/2<x<5/2 ou =5/2 <z < —1/2.
O conjunto solugdo é S =[—5/2,—1/2]U[1/2,5/2].
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2% solucao:
Observe no grdfico abaizo: a pardbola y = x> — 3z + 2 encontra a reta y = 3/4 em x = 1/2
ex=>5/2.

Usando a simetria da figura concluimos que o conjunto solu¢do €
S=[-5/2,-1/2]U[1/2,5/2]

3.
y = —3|z|+2

2
/\ y=3/4

\_/I\_/

3 A1 0 ™N—" 3 4

EXEMPLO 3.17. Resolver a inequacgao

e+ 1| +]z—1] <4

Observando o grdfico concluimos que S = [—2,2].

\ \ N

(6]

EXEMPLO 3.18. Sejam a e b nimeros reais positivos vamos dar uma prova geométrica de que

a média aritmética ¢ maior que a média geométrica:

a;bz\/%
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Considere uma circuferéncia cujo diametro é a +b como na figura abaizo

Entdo h? =abe h < GTH’. Observe que vale a igualdade se e somente se a = b.
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5. Exercicios

(1) Seja a > 0 mostre que a + 1/a > 2.
(2) Determine o valor maximo e o valor minimo, quando houver, das seguintes funcgoes:
(a) f(x) =z —1[+3

(b) f(z) =22 -4z +1

@)f@)=T2;%FW+1
@ o) =

(e) f(x) = || +1\90 —1

(f) f(x) :$+5 onde z > 0
(3) Dentre os retangulos cuja area é a?, determine aquele que tem perimetro minimo.
(4) Use o fato que V2 e ¥/2 sdo irracionais para mostrar que nao existem nimeros racionais
a e b tais que V2 = a + bv/2. Deduza disto que /2 + /2 é irracional.
(5) Dentre os retangulos cujo perimetro é 40, determine aquele que tem area maxima.
(6) Encontre o conjunto solucao e represente-o sobre a reta real:
(a) |z =2 =|z—7|
(b) |z —1| <3
(e) [z —2[ <[z =7
(d) 22 =2z +1>1
|z| < |z + 1]
(7) Esboce o grafico das seguintes funcoes :

(a) f(z) = (z—3)?
(b) f(z)=2—(z—3)
(c) f(x) = |z +2]|+ |z —1]
(d) f(z)= Z_9
(8) Resolva,utilizando eventualmente gréficos:

(a) |z —5] <5

20+ 1

(
(h) 2z —1)(x+3)(1—2x) >0



5. EXERCICIOS

(9) Represente graficamente os seguintes subconjuntos do plano:

(2) {(z,y) | 2* —y* =0}

(b) {(z,y) | 2* —y* > 0}

© {(zy) | |z =1+ ]yl =1}
(d) {(zy) | |z =1 +y=1}
(e) {(z,y) | az® —by* =0}
() {(z,p) | 2* +y* <a?}

- CAPITULO 4
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CAPiTULO 4

Limites e Continuidade

Apresentamos a nocao de limite e suas propriedades bésicas e a partir desta definimos fungao

continua e derivada de uma funcao, que serd o nosso principal objeto de estudo.

1. Limites

1.1. A ideia de limite. Sejam f: D — R uma funcao, I um intervalo aberto e ¢ € I tais
que I — {c} € D. Diremos que [ é limite de f(z) quando x tende a ¢ se para x préximo de ¢

entdo f(x) estd préximo de . Observe as figuras:

)

@)

I B ——

44
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(4)

o T R S—

Para quais das fungoes cujos gréficos estao acima f(z) estd préximo de [ quando x estd
préximo de ¢? Parece intuitivo que em (1) e em (4) isto acontece. Nao é o caso em (2),(3),(5).

As funcoes seguintes tem graficos semelhantes a estes.

(1) f@) = @ -1/ —1) =1
(2) fz)=z+|z—-1|/(z—1) c=1
(3) f(z) =sen(l/x) c=0
(4) f(x) =x.sen(1l/x) c =

)2 z€Q
) f(x)—{ e o

OBSERVAGAO 4.1. Note que ¢ pode estar ou ndao no dominio de f.
Vejamos dois exemplos.

EXEMPLO 4.2. Seja f(x) =22 ec= 1.

1 2 1
1 ~
Sex =1+ g, entaOf(x):f<1+w>:1+m+1o2'
Se x =1+ 1is, entdo f(z) = f 1—1—L :1+i+i_
100 100 100 1002

Em geral, se dermos um pequeno acréscimo § em ¢ = 1 entdo
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flc+8)=1+25+06°
ou seja, f(x) fica prézimo de 1.

Observe que se § vai diminuindo, a diferenca f(c+ 6) — 1 também vai diminuindo.

2 —1

r—1

ExeEMPLO 4.3. Considere agora f(x) = e c=1. Note que 1 ndo estd no dominio de

f. Entao

(14+6)2%-1

F1+0) = =2+§

Assim se § for pequeno, f(x) fica préximo de 2.
Formalmente a definicao de limite é a seguinte:

DEFINIGAO 4.4. Diremos que | é limite de f(z) quando x tende a ¢ se para todo € > 0 (por
menor que seja), existe 6 > 0 tal que
se
0<|z—c| <d entao |f(z)—1] <e
Neste caso escrevemos

lim f(z) =1

Tr—cC

Equivalentemente lim f(z) = [ se para todo € > 0 podemos encontrar § > 0 tal que se
r—c

0 < |h] <dentdo |f(c+h)—1I<e

Neste caso podemos escrever }lliné fle+h)=1L
—>

EXEMPLO 4.5. Mostremos que
lim2x+1=3
z—1
2z +1—-3|=[2(z —1)| = 2|z — 1]
Entao dado € > 0 se tomarmos 6 = €/2 vem que:
|z —1| < d=¢/2

20+1-3=2@—1)| =2z — 1] <e

Veja figura abaixo.
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y=2x+1

3+¢

3-¢

EXEMPLO 4.6. Vejamos um exemplo menos imediato de limite: lirra z2 =4
T—r

j2? — 4] = |(z + 2)(z — 2)|
Queremos comparar a expressao acima com |(x — 2)|. Para fazermos isto precisamos dar
uma limitagao para |(x + 2)|. Comecemos impondo |(x — 2)| < 1. Da desigualdade triangular
temos x| —2 < |(z — 2)| < 1. Assim |x| < 3. Entao |(z +2)| <|z|+2 < 5.
Tomemos 6 = min{1,¢/5}.
Se |(x —2)| < § entao |[(x —2)] < 1e

0% — 4] = |(z +2)(@ —2)| <5le —2| < e
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1.2. Funcgoes arbitariamente pequenas.

DEFINIGAO 4.7. Uma fungdo p :]0,m[— RT onde m > 0 diz-se Arbitariamente Pequena
(FAP) se

(1) for crescente, isto €, se 01 < 0y entdo p(d1) < p(d2) e

(2) para todo todo € > 0, a inequacao p(x) < € tem pelo menos uma solugao 6 €0, m|.

Exemplos de tais fungoes sao:

(1) p(z) =0
(2) p(z) ==
(3) pla) = a?
(4) p(z) = V&

As fungoes acima estao definidas para x €]0, m[ sendo m > 0.

Observe que se p :|0,m[— RT é uma FAP e 0 < n < m retringindo o dominio da fungao
p ao intervalo |0, n[ obtemos uma nova FAP. Se p e ¢ sdao FAPs com dominios |0, m;[ e |0, ma|

respectivamente podemos tomar m = min{m, ma} e considerar p e ¢ com dominio comum |0, m|.
A seguir faremos isto sem mencao explicita.

Notemos também que se p :]0,m[— Rt é uma FAP, entdo a fungdo q :] — m,m[—{0} — R
dada por ¢(8) = p(|d]) é simétrica em relacao ao “eixo y”
q]
[ [
| |
[ |
| [
| |
[ |
m m

O teorema seguinte permite uma definicao alternativa de limite de funcao, substituindo o €

e 0 0 por uma FAP, o que dard um método eficaz para demonstrar e calcular o valor do limite
de uma funcao.
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TEOREMA 4.8. Sejam f : D — R uma fungdo, I um intervalo aberto e ¢ € I tais que
I —{c} C D. Entio

lim f(z) =1 se e somente se |f(c+ h) —1| < p(|h])

r—c

para todo h tal que 0 < |h| <m e (c+h) € D, onde p :]0,m[— RT é uma FAP.

DEMONSTRAGAO. Seja € > 0.

Se |f(c+ h) =1 < p(|h|), da defini¢do de FAP podemos escolher 4 > 0 tal que p(d) < e.

Desta forma se 0 < |h| < §, entdo como p é crescente, p(|h|) < p(d) e concluimos que
[f(c+h) =1 <p(|r]) < p(d) <e.

A reciproca é mais dificil, pois precisamos construir uma FAP.

Da definigao de limite, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se 0 < |h| < §, entdo
|flc+h) =1 <e

Assim se € = 1 existe m > 0 tal que se 0 < |h| < m entao |f(c+h) —1] < 1.

Vamos construir uma FAP p :]0, m[— RT. Seja §; = m.

1 1
Escolhemos 69 < 5m tal que |f(c+h) —1| < 5 desde que 0 < |h| < da.

1 1
Indutivamente escolhemos 0,41 < ——0dy, tal que |f(c+h) — 1] < —— para todo h tal que
n+1 n+1
0< ‘h| < 5n+1-
Desta forma obtemos uma sequéncia (d,,) decrescente com lim,,_,~ d, = 0 e tal que
1
0<|h|<bép—|flc+h)—I< -

Definimos entéo p :]0, m[— RT colocando:

p(0)=— se Opy1 <0<y,

Claramente p é uma FAP e se 0 < |h| < m existe um natural n tal que d,+1 < |h| < Jp,.
Entao,
1
[fle+h) =1 < — =p(lh])
O

OBSERVAGAO 4.9. Do Teorema 4.8 temos lim,_,. f(z) = | < |f(c+ h) — 1| < p(|h]). Se
g(h) = f(c+h)—1 entdo g € uma translagao de f e |g(0+h)—0| < p(|h]). Assim limg_g(x) = 0.

1.3. A algebra das FAP.
TEOREMA 4.10. Sejam p :]0,m[— RT e q:]0,m[— RT FAPs. Entdo:

(1) p+q ep-q sio FAPs;
(2) Se f:]0,m[— RT é uma funcao crescente e limitada, entdo f-p é uma FAP.
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(3) Se f:]0,m[— Rt é uma funcdo crescente e 0 < f(z) < p(x) para 0 < x < m, entio f é uma
FAP.

DEMONSTRAGAO. (1) Como p e ¢ sdo crescentes e positivas entdao p+ ¢ e p- ¢ sao crescentes
e positivas. Por hipétese, dado € > 0 as inequagoes p(d) < g e q(d) < % tem respectivas
solugoes 91 e d3. Tomemos § = min{dy,d2}. Do fato que p e ¢ sdo crescentes, vem que
p(8) + q(6) < p(d1) + q(d2) < % + % = . Para o produto basta escolhermos solucoes das
inequagdes p(d) < /e e q(d) < /€.

(2) Sendo f e p crescentes e positivas entao f - p é crescente e positiva. Como f é limitada seja
k tal que 0 < f(x) < k. Se § é uma solugao de p(d) < 2, entdo 0 é solucao f(J) - p(9) < e.

(3) Deixamos a demonstragao a cargo do leitor. O

TEOREMA 4.11.
(1) Se p:]0,m[—]0,n] e ¢ :]0,n[— RT sio FAP, entdo qop é uma FAP.
(2) Se p:]0,m[—]0,n[ é uma FAP inversivel, entdo p~* é uma FAP.

DEMONSTRAGAO. (1) Sendo p e g crescentes e positivas entao g o p é crescente e positiva.
Dado e > 0, por hipétese, existe 01 tal que ¢(d1) < € e existe 0 tal que p(d) < d;. Como g é
crescente, q(p(d)) < q(d1) < e.

(2) Como o dominio de p é positivo, a inversa de p é positiva e claramente crescente. Dado € > 0
no intervalo |0, m[ entao p(e) estd no intervalo |0,n[. Escolhemos § tal que 0 < § < p(e).

1

Desde que p~! é crescente temos p(5) < p~t(p(e)) = e. O

EXEMPLO 4.12. A dnica func¢do constante que € uma FAP € a funcdo nula.

EXEMPLO 4.13. p(x) = = para x > 0 é claramente uma FAP. Seque do Teorema 4.10 que
p(z) = 22, p(x) = 23 e, indutivamente, p(x) = x™ sio FAPs. Também do Teorema 4.10 segue
que toda fungdo polinomial p(x) = a1x+asx®+. ..+ a,x™ com os coeficientes ay,as, . .., a, todos

positivos é uma FAP.

EXEMPLO 4.14. Como consequéncia do Teorema 4.11, p(x) = \/x, p(x) = J/x e, em geral,
p(z) = Yz com x > 0 sdo FAPs.

EXEMPLO 4.15. Se P(x) é um polinomio entao P(c+ h) = P(c) + Q(h) onde Q(h) é um
polinémio na variavel h sem termo constante. Designemos por |Q| o polinémio obtido de Q
colocando-se mddulo nos seus coeficientes. Entao |P(c+h) — P(c)| < |Q|(|h]). Do Exemplo 4.13

conclui-se que lim P(x) = P(c).
Tr—C
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EXEMPLO 4.16. Seja f: R — R definida por

f(ac):{l se x>0

-1 se <0
Mostremos que nao eziste lirr%) f(z). Supondo 1 o limite, temos | —p(|h]) < f(h) <1+ p(|h]).
Tr—r

Assim para h > 0 temos 1 — 1 < p(h) e como p é uma FAP, 1 —1<0. Logol > 1. Para h <0
temos I +1 < p(|h|) e teremos 1 +1 <0, ou sejal < —1, o que € impossivel.

TEOREMA 4.17. Se ligl flx)y=1 e liin g(x) = ly entao:

(1) i (f(2) + g(x) = b +1s
(2) lim(f(x) - g(x)) = b - Iy

(3) lim 1/g(x) = 1/l desde que I # 0

(4) Tim f(2)/g(x) = I/l desde que I # 0.

DEMONSTRAGAO. Da hipétese e do Teorema 4.8 existem FAP p :J0, m[— RT e ¢ :]0,m] — R
tais que |f(c+ h) —li| < p(|h]) e |g(c+ h) —l2| < q(|h|) entao

(1)
[fleth)+glc+h) =L —lf=|flcth)—lL+g(ct+h) =1l
< |fle+h) = L]+ [g(c+h) = laof <p(|h]) + q([h])
Como p + ¢ é uma FAP, isto demonstra (1).
(2)

|f(c+h)-glc+h) =1l -lo] =|flc+h)-glc+h)—11-glc+h)+11-glc+h)+1 -l

=|(f(c+h)—l)-glc+h)+ 1 (g9(c+h)—la)|
<|[(fle+h)=l)|-lgle+ )|+l - [(glc+h) = l2)]
Da desigualdade |g(c + h) — l2| < q(|h]) < g(m)
concluimos que |g(c + h)| < |la] + g(m).
Substituindo obtemos |f(c+h)-g(c+h) =11 - lo| < ([la] +q(m)) - p(|h]) + |l1] - ¢(|h])-
Do teorema 1.8 esta ultima fungao é uma FAP o que demonstra (2).
(3) Observe que

_lgle 1)~ 1y
L2 Tgle + )|

e
glc+h) I
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1
Para limitarmos eE] podemos escolher m de forma que ¢(m) < |l2|/2. Assim,
g(c

lg(c+h)—1a] < q(|h]) < q(m) < |l2]|/2. De onde concluimos que |l2| — |[g(c+ h)| < |l2]/2
ou seja |g(c+ h)| > |l2|/2. Assim temos

1 1] Jglet+h) =l _ 2q(h)
glc+h) lo| |l2|-|g(c+ h)| 13

Esta ultima sendo uma FAP concluimos (3).

(4) Consequéncia dos itens anteriores. O
TEOREMA 4.18. (Unicidade do limite) Se liin flx)y=14e liin f(z) =12 entao Iy = o
r—cC r—cC

DEMONSTRAGAO. Por hipétese, |f(c+ h) — 1] < pi(|h]) e |f(c 4+ h) — l2] < p2(|h]), onde

p1 e py sao FAPs. Tomando-se p = max{pi,p2}, da desigualdade triangular tem-se que
llo — 1] < |la — f(c+ h)|+ |f(c+ h) —li] < 2-p(|h]). Como p é arbitrariamente pequena,
lo =1. O

TEOREMA 4.19. (Conservagao do sinal) Se liLn f(z)=1el >0, entio existe 6 > 0 tal
que f(z) >0 para 0 < |z —c| < 4.

DEMONSTRAGAO. Do Teorema 4.8, [ — p(|h|) < f(c+ h) <1+ p(|h|). Escolhemos § > 0 tal
que p(d) < 1/2. Assim para 0 < |h| < § temos [/2 =1—1/2 <1 —p(|h]) < f(c+ h). Portanto,
para 0 < |z — ¢| < 0 tem-se que f(x) >1/2 > 0. O

COROLARIO 4.20. Se liin f(x) =1 el < 0, entao existe 6 > 0 tal que f(x) < 0 para
X C
0<|z—¢| <9.

COROLARIO 4.21. Se f(z) >0 para 0 < |z —c| < d e lim f(z) =1, entdo l > 0.
Tr—cC

TEOREMA 4.22. (Teorema do confronto) Sejam I é um intervalo e f, g, h funcoes definidas
em I —{c} tais que g(x) < f(z) < h(x) para todo x € I — {c}.

Se glgl_)mc h(x) = glcl_>rncg(ac) =1, entao ilg}: f(z) =1

DEMONSTRAGAO. Dado € > 0 existe § > 0 tal que

O<|z—c|<d=lg(z) =1l <eelh(zx) -1 <e
Agora
glx) =l < f(z) =1l < h(x)—1
Como
—e<g(x)—leh(x)—Il<e
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vem que
—e< f(x)—l<e

o que é equivalente &

[f(x) —1] <e

1.4. Limites Laterais.

DEFINIGAO 4.23.
li = limg_sc, f(x) € Limite a Direita de f em c se para cada € > 0 podemos encontrar um
d >0 tal que se se 0 < x —c < 4 entdo |f(x) — 1] <e.

lo = lim f(z) é Limite a FEsquerda de f em c¢ se para cada € > 0 podemos encontrar um
r—rC—

d > 0 tal que se se 0 < ¢ —x < ¢ entdo |f(x) —l2| <e.

A seguinte proposi¢cdo é uma consequéncia imediata das defini¢oes mas é util para o cédlculo

de alguns limites como no exemplo abaixo.

PROPOSIGAO 4.24. lim f(z) existe se e somente se os limites laterais lim f(z), lim f(x)
T—C T—cy T—rc—

existem e tem o mesmo valor [. Neste caso liin flx)=1
r—cC

ExXEMPLO 4.25. Vamos determinar o valor da constante a para que exista lim1 f(x) onde
T—r

172 X
f(w)={2 =!

axr x>1

lim f(z) = lim 22 =2 e lim f(z) = lim a.z = a. De acordo com a proposi¢io devemos
T—1_ r—1_ r—14 r—1_

ter a = 2.

A proposicao seguinte prova que toda funcao crescente ou decrescente admite os limites
laterais.

Uma funcao f diz-se Crescente se para x1,x9 € Domf com z1 < x9 tem-se f(z1) < f(x2) e
diz-se Decrescente se f(x1) > f(x2).

PROPOSIGAO 4.26. Seja f(x) uma fungao definida num intervalo [a,b], crescente e ¢ tal que
a < c<b. Entio existem os limites laterais lim f(z), lim f(x).
T—cy T—e

DEMONSTRAGAO. Comecemos considerando uma sequéncia estritamente crescente (x,) em
Ja, b[ tal que lim z,, = ¢. Como f é crescente entao f(x,) é crescente e limitada pois f(x,) < f(b).
Seja lo = lim f(x;,) e mostremos que lim, . f(z) = l. Dado € > 0 seja ng tal que para
n > ng tenhamos l; — f(z,) < €. Observe que [; > f(x,) pois a sequéncia é crescente.
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Seja d = c—xp, > 0. Sec—J <z < centdo zp, < x < ce f(rp) < f(x). segue que
0<li— f(z) <li — f(zn,) < €. A demonstragdo do outro limite lateral segue a mesma linha e
deixamos de faze-lo.

([

1.5. Limites Impréprios.

DEFINIGAO 4.27. (Limites no infinito)

Seja f uma fungdo tal que [a,00[C Domf.

Diz-se que o limite de f(x) quando x tende para co €1 e escreve-se xl;rglo flz)=1

se para todo € > 0 encontramos uma constante M > 0

tal que x > M tem-se |f(x) — | < e.

De forma semelhante definimos limy—,_ oo f(x) =1 alterando M < 0 tal que se x < M.

Escreve-se 1i_>m f(z) = oo se para cada L > 0 existe M > 0 tal que se x > M entao f(x) > L.
xX o

EXEMPLO 4.28. Se n € N entao lim 1/z"™ = 0 pois dado € > 0 escolhamos M = 1/ /e .
T—00
Assim se x > M = 1/%/e, |1/x — 0] < /e e daqui |1/z™ — 0] < e.

EXEMPLO 4.29.

1
= lim (1-—

im )y=1
z——ocox + 1 T——00 x4+ 1

ExXEMPLO 4.30.

:Jclgglo 22+1 wILH;o z2(141/x?

) lim !

) =0

No exemplo seguinte vamos estabelecer o valor do limite no infinito do quociente de dois
polinémios.

EXEMPLO 4.31. Seja P(x) = apz"™+an,_ 12" 1 +. . +a12t +ag e Q(z) = bpa™ +bp 1™ 1+

...+ bizt + by polinémios com grau n e m respectivamente. Entao

0 n<m

) an/bm n=m

limg 00 (P(2)/Q(x)) = 00 n>m e apby >0
—00 n>meanbm<0

De fato escrevendo
ant™ + apn_12" 1V + ...+ arz! + a
bynx™ + byp_1x™ L 4+ ...+ bzl + by

an +an 11/ + ...+ a1/ +ap/z"
b+ b1/ 4 .+ b1 a4 by fa™

P(z)/Q(x) =

P(2)/Q(x) = 2"~
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Quando x tende para oo todos os termos da fragdo tende a zero exceto a, e by,. Assim seu

limite € ay,/by,. Jad limg_,oo 2™

=1sen=m, 0o sen>m e sen <m. Disto concluimos a
afirmacdo acima.

Deste exemplo conclui-se que limg oo (2/Q(z + 1) =1 e limy_yoo(z/22 +1) =0

DEFINIGAO 4.32. (Limite infinito)
Diremos que limite de f(z) quando z tende a ¢ é oo se para todo M > 0 , existe 6 > 0 tal

que

0<|x—c| <0 entio f(x) > M

Neste caso escrevemos
lim f(z) = o0

Tr—rcC
Da mesma forma definimos

1i£>n flx) = -0

se para todo M < 0 , existe § > 0 tal que

0<|z—c| <9 entio f(x) <M

ExXEMPLO 4.33. Mostremos que
1

glclaml(x—lyzoo

Dado M > 0 escolhemos 6 < 1/ M.
Entao
9 1
0<lz—1<d=0<|z—-1<1/VM = 0< |z —1| <1/M:W>M
x_

Generalizando o exemplo acima tem-se

EXEMPLO 4.34.

li 1 =
ihe (z — 1)z 0
onde n € N.
EXEMPLO 4.35. Nao eziste )
lim —
x—0 X
PO1S
Im — =0 e lim — = -

z—04 T z—0_ T



2. FUNCOES CONTINUAS 56
Em geral,

EXEMPLO 4.36. Nao eziste

li L
e (x — c)2n+1
POLS
xlgg (z — c)2ntl — oo e lim (z —c)2ntl — -

PROPOSIGAO 4.37. Se }}1_)12 f(z) = oo entio il_)mc 1/f(z) =0.
DEMONSTRAGAO. Dado € > 0 tomemos M > 1/e. Da hipétese existe § > 0 tal que
O<lzr—c<d= f(z)>M
Como M > 0 entao |f(z)] > M. Segue que 1/|f(x)] < 1/M < e O

PROPOSICAO 4.38. Seja f uma funcdo que ndo se anula para x # c.
Se lim f(z) = 0 entdo lim |1/f(x)| = 0.
Tr—c Tr—C

A demonstracao é deixada a cargo do leitor.

EXEMPLO 4.39. Vamos analisar as possibilidades do limite

lim (P(x)/Q(x))

Tr—C
onde P(x),Q(x) sao polinomios e ¢ € uma raiz de Q(x) isto € Q(c) = 0.
Pelo algoritmo da divisao Q(x) = (x — ¢)*S(x) onde S(c) # 0 e s > 1. Fatoremos também
P(xz) = (z — ¢)"R(z) onde R(c) #0 er > 0.

limg (P (2)/Q(x)) =
0 r>s
(R(c)/S(c)) r=s

limg,.(1/(x —¢)* ") (R(x)/S(x)) { oo r<s(s—r)pare (R(c)/S(c)) >0
—00 r<s(s—r)pare(R(c)/S(c) <0
3 r<s (s—r) impar

2. Funcoes continuas

DEFINIGAO 4.40. Uma funcao f: D — R diz-se continua em ¢ € D se

lim f(z) = f(c)

Tr—cC

Se f for continua para todo c € D diremos que f € continua.
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Assim para que f seja continua em c é necessario e suficiente que o limite exista em ¢, ¢

pertenga ao dominio de f e além disto o valor do limite seja exatamente f(c).

PROPOSIGAO 4.41. (Relagcdo entre limite e continuidade)
Se lim g(z) =1 entao a funcao f definida por
Tr—cC

f(x):{ g(z) se x#c

l se r=-c¢

é continua em c.

Quando vamos calcular um limite e chegamos numa expressao do tipo 0/0 dizemos que o

limite é indeterminado como no caso

o —1
lim
z—1 x—1
Para encontrar o valor do limite precisamos eliminar a indeterminacdo. Isto significa encontrar

uma fun¢ao continua f(z) tal que f(z) = 221 para x # 1. Pela proposi¢ao anterior

z—1
3
-1
lim = f(1)
=1 x—1

Do teorema 4.17 segue imediatamente o seguinte:

TEOREMA 4.42. Se f e g sao continuas em ¢ € D entao:

(1) f+ g € continua em c.

(2) f-g € continua em c.

(3) 1/g € continua em c , desde que g(c) # 0.
(4) f/g € continua em c , desde que g(c) # 0.

EXEMPLO 4.43. (1) A funcio f(x) = x é continua em todo nimero ¢ € R pois
lim, . f(z) = c= f(c).
(2) Segque do Teorema 4.42 que f(x) = 22, f(x) = 23 e, indutivamente, f(z) = x
fungoes continuas em todo seus dominios.
(3) Segue também do Teorema 4.42 que toda funcdo polinomial p(x) = ag + a1z + asx? +
...t a,x™ € continua em todo seus dominio.

p(z)

(4) Mais geralmente se f(x) = ﬁ onde p,q sdo funcgoes polinomiais é uma funcgdo
q(x

continua em ¢ desde que q(c) # 0.

" sao
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2.1. Trés Teoremas Importantes. Os teoremas seguintes sao importantes pois eles
garantem a existéncia de pontos do dominio de uma fun¢do com propriedades especificas como

pontos de méaximo, pontos de minimo e raizes de equacoes.

TEOREMA 4.44. (Teorema do anulamento)
Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua. Se f(a) > 0 e f(b) < 0 entao eziste ¢ € [a,b] tal
que f(c) = 0.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢; = (a + b)/2 o ponto médio do intervalo [a,b]. Se f(c1) = 0 entao
c=c1. Se f(c1) > 0sejaa; =c; e by =b. Caso f(c1) <0 colocamos a1 = a e by = ¢;.

Assim a < ay, by <beb; —a; = (b—a)/2 com f(a;) >0e f(by) <O.

Indutivamente obtem-se

by >by>b3> ..., > ...

onde a; > bj, f(an) >0, f(bn) <0e by, —a, =(b—a)/2™.

Como lim(b,, — ay,) = 0 temos lim a,, = lim b,, = ¢. Mostremos que f(c¢) = 0. Da continuidade
de f vem que lim f(ay) = lim f(b,) = f(c). Como f(a,) > 0 tem-se que lim f(a,) = f(c) >0 e
como f(b,) < 0 conclui-se que lim f(b,) = f(c) <0 ou seja f(c) = 0. O

ap<ay<az<...ap < ...

E evidente que o mesmo resultado se aplica para uma funcao f tal que f(a) > 0e f(b) < 0.

COROLARIO 4.45. (TVI- Teorema do Valor Intermediario)
Se f : [a,b] = R € uma funcgdo continua e f(a) < k < f(b) entao existe ¢ €la,b| tal que

fle) =k.

DEMONSTRAGAO. Se g(z) = f(z) — k entao g(a) < 0 e g(b) > 0 pelo teorema anterior existe
¢ tal que g(c) = 0 ou seja f(c) = k. O

COROLARIO 4.46. Se f : I — R é uma funcao continua onde I € um intervalo qualquer entdo
Imf é um intervalo.

DEMONSTRAGAO. Seja ki, ko € Imf tais que k1 < ko e seja a,b € I tais que f(a) = k1 e
f(b) = ka. Se f(a) < k < f(b) entdo pelo TVI existe ¢ tal que f(c) = k isto é kK € Imf. Da
defini¢ao de intervalo segue que Imf. ([

TEOREMA 4.47. Se f : [a,b] — R uma fun¢ao continua entao f € limitada, isto é, Imf é um

conjunto limitado.

DEMONSTRAGAO. Suponha que f seja ilimitada no intervalo [a,b]. Como na demonstracao
acima seja ¢ = (a + b)/2 o ponto médio do intervalo [a, b]. Temos dois casos:
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(1) f éilimitada no intervalo [a, c|. Neste caso tomamos a; = a e by = c.
(2) f ¢ ilimitada no intervalo [c, b]. Neste caso tomamos a; = c e by = b.
Temos by —a; = (b—a)/2.

Repetindo o processo obtem-se duas sequéncias

a1§a2§a3§...an§...
by >by>by>...by > ...

onde

bp—a,=(b—a)/2" e

[ ¢é ilimitada no intervalo [a,,].

Argumentando como antes lim a,, = limb,, = ¢ onde ¢ € [a, b].

Como f é continua em c existe r > 0 tal que x € [x—r,x+7] entdo f(c)—1 < f(z)| < f(c)+1
ou seja f é limitada no intervalo [z — r, 2 4+ r]. Como lima, = c e limb,, = ¢ existe um n tal que

an € [r —r,x+71] e by, € [x —r,x+ 7], f ilimitada em [ay, by] 0 que é uma contradicao. O

TEOREMA 4.48. (Weierstrass)
Se f:[a,b] = R uma fung¢ao continua entao f tem um valor mdximo e um valor minimo.

isto quer dizer que existe x1,x2 € [a,b] tais que f(x1) < f(x) < f(z2) para todo = € |a,b].

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema anterior I'mf é um conjunto limitado superiormente. Seja
S =supImf. Se existe x2 € [a,b] tal que f(z2) =S este é o valor méximo de f. Caso contrario
definimos a fungao g(z) = 1/(S — f(z)) definida e continua em todo intervalo [a, b].Novamente
pelo teorema anterior g é limitada. Por outro lado, da definicdo de sup, para cada natural n

podemos encontrar z,, tal que S —1/n < f(x,). Logo

9(xn) =1/(5 = f(zn)) >n
o que mostra que g ¢ ilimitada. Logo uma contradigao. O
EXEMPLO 4.49. Seja P(x) = apa™ + ap_12" 1 + ... + a1x! + ag um polinémio de grau
impar. Como uma aplicagdo do teorema do anulamento mostraremos que P(x) tem uma raiz
real. Considere a, > 0. Neste caso lim,_, o, P(z) = —oc0 e lim;_00 P(x) = 00. Podemos

escolher a,b tais que P(a) < 0 e P(b) > 0 do teorema do anulamento existe ¢ € |a,b] tal que

P(c) =0.

3. Exercicios

Parte 1 - Limites.

(1) (a) Se p é uma FAP e p(h) > [ para 0 < h < m, entao [ <0.
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(b) Se p1 e py s@o FAPs definidas num intervalo |0,m[, entdo p = max{pi,p2} e
g = min{p1, p2} sdo FAPs.

(c¢) lim f(z) =1seesése|f(x)—I <p(lr—c|), onde p é uma FAP.

Tr—cC

(d) Se lim f(x) =1, entao f é limitada num intervalo |¢ — m, c + m[.
Tr—cC

(e) Se limy.g(xz) = L e limgy. f(x) = | onde L > [, entdao existe § > 0 tal que
g(xz) > f(z) para 0 < |z — ¢| < 4.
(sugestao: Aplique o teorema da conservagao do sinal para a funcdo g — f)

(2) Calcule os limites:

3 2
1 -5 10

a) lim 332; h) lim 7oz +10

z——1x°+1 z—5 2 — 25
B i 2 =1 | % — 2z

im 1) lim

=272 — 3+ 2 z—=2 12 — 4z + 4
. 23— 3z +2 ) Jim (z + Ax)3 — 23

e—=1zt -4z 4+ 3 J Az—0 Ax

22— (a+ 1z +a

d);l_rg 3 —ad k)ilgllz r—h
. —2x—4 .9t
e) e Nim 7
VT +2-3 . 2—x
f)lim ——— m) lim ———
x—7 x—"T r—1 (.%'—1)2
) i 222 — 2 | 2z
g:c—1>H—11 x2—1 na:l—%a:—l

(3) Se ligl f(z) =0e |g(z)] < M, para todo z € Dom(g), mostre que lgn(f -g)(z) =0.

(4) Seja f uma funcdo tal que ® < f(x) < 22, para todo = < 1. O que vocé pode dizer a

respeito de:
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ol = i 7 ) Jim 1
d) lim_f(z) e) lim f(z) f) lim_f(z)

(5) Calcule os seguintes limites:

h
- - ~1
a) limQ b) thS —
a—64 Jx — 4 a—8 Jx — 2

V-1 Vo +Ar— ¢ Yz — 1
i) tim VZ ¢) lim VEEAT - Ve £) lim 2

z—1 % —1 Az—0 Azx

(6) Se |f(x) — 1| < (x —1)?, calcule lim f(z). Vocé pode dizer algo sobre lim f(z)?
z—1 T—2

(7) Encontre, quando existir, os seguintes limites:

2
-1 2 12
a)lim ——— b) lim (2z + |z — 3|) c) lim vt e
a—1 |z — 1| 73 a——6 |z + 6|
d) lim 2z e) lim z+2
z—-2 2+ z——2 x -+ 2

(8) Seja g uma fungao tal que lim g(x) = 1. Mostre que existe § > 0 tal que Vo € Domg,

Tr—T0
1 3
O<|z—zp| <d= - <gx) < <.
2 2
(9) Seja f definida em IR e tal que lin}) ) = 1. Calcule:
r— €T
2
-1
a) lim f(37) b) lim fa’=1)
z—0 X z—1 x—1

(10) Mostre que se lim f(z) =1 entao lim f(1/x)=1.
T—00 z—04

(11) Mostre que se lim f(x) =1 entao lim f(1/x)=1.
z—04 T—00

(12) Verfique se os limites abaixo existem e calcule seus valores.




3. EXERCICIOS

62

(13) Verfique se os limites abaixo existem e calcule seus valores.

(a) lim V1+a2—2z

T—00
(b) h_)m V1+xz—+x
(¢) lim V1i+z—2x

T—00

(d) xli_)rgloxsen(l/x)
()
(f) lim vVa?+az—=x

T—00

Parte 2 - Continuidade.

(1) Seja f : R — IR uma funcao tal que |f(z)| <

origem.

Mostre que f é continua na

(2) Se lin%) /(@) =0 e f é continua na origem, mostre que f(0) = 0.
xr—r

T

(3) Determine os valores das constantes a e b que tornam as fungoes continuas para todo z

real.

r <1
l<z<4
>4
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2z — 4, T <2

(4) Considere a fungao f(x) { aﬁ—bx, x>2

a) Para que valores de a e b f é continua?

f(x) — f(2)
r—2

L\/ﬁ x#5
(5) Seja f(z) = VT +5—+/10

a, r=2>5

b) Seja m(z) = . Encontre a e b para que exista il_)InQ m(x).

Determine o valor de a para que f seja

continua em 5.

(6) Se liIT(l) @ =0 e f é continua na origem, mostre que f(0) = 0.
r— T



CAP{TULO 5
Derivadas

A derivada de uma fungao f num ponto ¢ do dominio é a taxa de variagdao da fungao a partir
de c em relagao a sua variavel. Geometricamente é interpretada como o limite das retas secantes
ao grafico de f que passam por ¢ sendo este limite considerado como a reta tangente ao grafico de
f. Neste capitulo damos a defini¢ao precisa da nocao de derivada, estudamos suas consequéncias

e suas importantes aplicagoes.

1. Derivada

DEFINICAO 5.1. Sejam f : D — R uma funcgao, I um intervalo aberto e ¢ € I tais que I C D.

x)— f(c
Diremos que f € derivavel em ¢ quando existir o limite liin M
T—c X —cC

O walor deste limite é chamado de derivada de f em c e designado por f'(c).

Assim

[ N [

c+ Ax

d,
Outra notacao para a derivada bastante usada é d—f criada por Leibniz sugere o limite do
T

quociente entre a diferenca da funcéo e a diferenca da variavel.

64
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Uma maneira equivalente de definir derivada é a seguinte:

Fl0) =t LETAD =1

o Axz—0 Az

A vantagem da segunda maneira de se definir derivada é que encontramos a expressao na

varidvel = da funcao derivada f'(x).

f(x+ Ax) — f(x)

!/ — 1
fla) = lim Ar

fle+ Ax) — f(c)

Observe que o quociente A ¢ a inclinacao da reta que passa pelos pontos
x

(c, f(c)) e (c+ Az, f(c+ Az)) secante ao grafico de f. O limite destas inclinagdes quando existir

¢é o valor da derivada.

Quando a funcéo f admite derivada em todo ¢ € D obtemos uma nova funcao
f:D—R

chamada de funcao derivada de f ou simplismente de derivada de f. Sendo esta funcao derivavel

sua derivada f” = (f')’ chama-se derivada sequnda de f. Sucessivamente define-se

f// _ (f/)/ 7f/// 7 f(4) ~--f(n)

derivada terceira,quarta,....... n-ésima. Na notacao de Leibniz escreve-se
2 3
d f — fl/ d f — f///
dx? " da?

EXEMPLO 5.2. Considere a fungdo f(z) = x2. Entdo

2 _ 2
f'(e) = lim T 9
T—c I —C
7(e) =2
. O que é a mesma que f(x) = 2x.
Se utilizarmos a outra defini¢ao teremos
) + Ax)? — 22
! — 1 (.T
flo) = ™R
. 2zAx + (Ax)?
‘() = lim = 2T
fe) = A
f'(z) =2z

TEOREMA 5.3. (Continuidade da derivada)
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Se uma funcdo f € derivdavel em c ela é continua em c.

DEMONSTRAGRO. lim(f(z) — f(c)) = lim(z — C)M =0.f'(c) = 0.
r—c r—c r —C
Disto segue que lim,_,. f(z) = f(c). Assim f é continua em c. O
Se f é derivavel em c considere a funcao
c+h)— f(c

h

entao
Fle+h) = £() = £(e) - h+h-r(h)
Segue imediatamente da definicao de derivada que limy_,o7(h) = 0. Fazendo a mudanca de

variavel h = x — ¢ entao

(. —c)r(z —c) = fz) = (f(c) + f'(c)(x — )

onde limr(x —¢) = 0. Assim a fungdo y = f(x) fica aproximada pela fungdo linear
Tr—cC
y = f(¢) + f'(¢)(x — ¢) no sentido que o "resto” (x — ¢) - r(x — ¢) fica pequeno comparado

com x — ¢ quando este torna-se pequeno.

DEFINIGAO 5.4. A reta cuja equagao €y = f(c) + f'(c)(x — ¢) chama-se Reta tangente ao
gridfico de f no ponto (c, f(c)) . Note que esta reta passa pelo ponto (c, f(c)) e tem coeficiente
angular m = f'(c).

EXEMPLO 5.5.
Determine a equacio da reta tangente ao grifico de f(x) = 2% que passa pelo ponto (2,4).
Solugdo: O coeficiente angular m = f'(2) = 4. Aequagdo da reta é y — 4 = 4(x — 2)

Ap6s estas consideracoes nao é dificil demonstrar o seguinte:

TEOREMA 5.6. (Aprozimagdo linear)
Uma condicao necessdria e suficiente para que uma funcdo f seja derivdvel em ¢ € que exista
um nudmero m tal que f(c+ h) — f(c) = m.h+ h-r(h) onde }llina r(h) = 0. Se este for o caso
ﬁ.

entao m = f'(c).

E comum usar as seguintes abreviacoes : Af = f(c+ h) — f(c), Az = z — ¢. Assim Af é a
variacao da funcao e Az a variacdo da varidvel.

df. = f'(c).Ax é chamada diferencial de f em c. Esta é uma fungao linear da varidvel Azx.
De acordo com o que vimos acima a diferenca Af é aproximada pela diferencial df..
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TEOREMA 5.7. (Regra de derivagdo)
Sejam f,g fungoes derivdveis em c. Entio f + g,f — g, f.g,f/g desde que g(c) # 0 sao

derivdveis em c e temos:

(1) (f +9)(c) = f'(c) + d'(c)
(2) (f =9)'(c) = f'(c) = g'(c)
(3) (f9)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g'(¢)

W () 0="29

o (£) 10 - L1t fi0e

DEMONSTRAGAO. (1) (f +9)(c) = limy_. (f(z) + 9@2 :éf(C) +9(c)) _

i @ = 1)+ (0@) +0(@) _ o 1@) = £@) | 9@ =@ s
r—C Tr —cC r—>cC Tr —cC Tr —cC

A dltima igualdade é uma consequéncia das propriedades de limites.
(2) A demonstragao é semelhante a do item anterior.

(3) Observe que

f(x)g(x) = fle)g(c) _ fx)g(x) = fle)g(x) + f(c)g(x) — fe)g(c)

Tr—C r—cC

f(@) — f(c) g9(x) —g(c)
—————g@) + flo)——
Tr—c r—c
Usando o fato que g é continua em ¢ e que as fungoes sao derivaveis em ¢ obtemos
o resultado da parte 3.

(4) Deixamos a demonstracao como exercicio.

1
(5) Esta parte segue da terceira observando que = = f—.

EXEMPLO 5.8. (1) (Derivada de Polinénio)
n

Comegamos determinando a derivada do monomio p(x) = x™.

n n

r" —cC

p'(c) = lim

T—c T —C
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"= =(z—c)a" " .+ 2+ Y

Segue que

p(c) = lign(a:"*1 +ea" 4 P ) =t
xr—cC

Se p(z) = apz™ + 12"+ . 4 arzt + ag entdo pelo teorema anterior vem que
pe)=n-az" '+ (n—Da,_ 12" % +...+a
(2) (Derivada de raizes)
Seja R(x) = {x = x'/".
R'(¢) = lim Ve — e

(V)" = (Y/o)" = (Vo — o) (V)" + (V) (V)" 2 + ...+ (V)" 2 (V) + (V)" )
conclui-se que
VI Ve 1
T —c (V)1 + (V) (V)2 + ..+ (o) 2 (V) + (o)™ 1)

Tomando-se o limite tem-se

(3) (Derivada de poténcias racionais)
Seja f(x) = xm Observando que
2 - " = () ()
e ractocinando como acima obtém-se

n ﬂ_l

/
Xr) = —xIrm
fw) ==
Certamente a regra mais importante de derivagao enunciada no préximo teorema é conhecida
como Regra da cadeia. Ela nos diz como derivar uma fungdo composta.
TEOREMA 5.9.
Sejam f : [a,b] - R, g : [o,] — R e Imf C [a,B]. Se f € derivdvel em c e g

é derivdvel em f(c) entdo a fungdo composta (g o f)(x) = g(f(x)) € derivdvel em ¢ e wvale

(g0 f)(c) =g'(f(c)-f'(c)
DEMONSTRAGAO. Como g é derivavel em f(c) entao
9(f(c) + Ay) = g(f(0) = ¢'(f(c)).-Ay + Ay.r(Ay)
onde AI;IEOT(Ay) =0.
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Se Ay = f(c+ Az) — f(c) entao

g9(f(c+ Ax) = g(f(c)) = g(f(c) + Ay) — g(f(c)) = g'(f(c))-Ay + Ay.r(Ay)

g(f(c+ Az) —g(f(c)) Ay Ay

!
A
Observando que f'(c) = Alimo =Y ¢ tomando o limite em ambos os lados da igualdade acima
x> €T
vem
(95 1)(e) = ¢ (f()-F'() + f(c). Jim r(Ay)
Como f é continua em ¢ Alim0 Ay = 0. Isto conclui a demonstragao. O
Tr—r

Na notagao de Leibniz a regra da cadeia enuncia-se da seguinte forma. Se y é uma funcao
de z, y = f(x) e z é uma fungao de y, z = g(y) entdo z é uma fungao de z, z = g(f(z)). Pela

regra da cadeia vem que

d: _ds dy
dr dy dx
Observe onde as derivadas estao calculadas: %(a@) = %( f(x)) @(x)
“de dy dx
d dz dy d
Se ainda x é uma funcao de t entao 4z _ ¢z 4y 9T, que justifica o nome de derivar em

dt  dy dr dt
cadeia.

A expressao da derivada segunda é dada por
d’z  d*z @

4= &= dz d%y
dz?2  dy? ‘dx

2

)"+ dy  dz?

EXEMPLO 5.10. A fungdo h(z) = Vz2 + 1 € a composta de g(y) = \/y com f(z) = 2%+ 1.
W) = g (F@) (@) = (12V/a T 120 = 2/ 1 1

EXEMPLO 5.11. h(x) = (22 + 1) € uma funcdo polinomial de grau 14.Podemos desenvolver
pela formula do binomio e derivar pelas regras de derivagdo como fizemos anteriormente. E bem

mais facil usar a regra da cadeia.

W (z) = 7(x? +1)%22 = 142 (2? + 1)°

2. Derivada da Fungao inversa

Seja f : I — J uma fungao do intervalo I sobre o intervalo J, derivavel com inversa derivavel
f~Y:J = 1. Assim (fo f~1)(y) = y. Aplicando a regra da cadeia f'(f~1(y))- (f~1)'(y) = 1. Se
f'(f71(y)) # 0 entdo obtemos uma férmula para a derivada da inversa.
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—1y/ _ 1
U= )
Na notacao de Leibniz y = f(x), * = f~1(y) entdo Zg;(:r)zf;(y) =1
dx 1
diy@) - %($)

EXEMPLO 5.12. A inversa de f(z) = 2® , © > 0 € a fungdo f~'(y) = \/y , y > 0. Pela

formula anterior tem-se

1 1

V= FE)

1
Derivando diretamente (f~V)(y) = (1/2)y~ /2 = oy O que concorda com a resposta
Y

(F=H(

anterior.

Lembremos a relacao entre o grafico de uma funcao e de sua inversa. O grafico de f tem

como equacao y = f(z) ede f~1 x = f~1(y).

(z,y) € graf(f) «— (y,2) € graf(f7)

Segue que os graficos sdo simétricos em relacao a reta y = . A equacao da reta tangente ao
gréfico de f num ponto (c, f(c)) é y = f'(c)(x — ¢) + f(c) e ao grafico de f~! no ponto (f(c),c)
¢x=1/f(c)(y — f()) +ec

PROPOSIGAO 5.13.
Se f :]a,b] = [c,d] € continua e inversivel entdo f € estritamente crescente ou estritamente
decrescente.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que f(a) < f(b). Mostremos que f é crescente. Caso contrario
existem x; < xg tais que f(z1) > f(z2). Se f(a) < f(z2) < f(z1) pelo TVI existe x € [a,x;] tal
que f(x) = f(z2) o que contradiz o fato da funcao f ser inversivel. Agora se f(x2) < f(a) < f(b)
novamente pelo TVI existe z € [z2,b] tal que f(x) = f(a) o que contraria a inversibilidade de
f. Isto esgota todas as possibilidades. Logo f é crescente. na mesma linha mostra-se que se
f(a) > f(b) entao f é decrescente. O

PROPOSICAO 5.14.
Seja f : [a,b] — [c,d] uma fungdo estritamente crescente ou estritamente decrescente tal que

imf = [c,d].Entao f € continua.

DEMONSTRAGAO. Suponha f estritamente crescente e seja a < xg < b. Entao ¢ < f(zg < d).
Escolhemos arbitariamente € > 0 tal que f(zo — €), f(zo + €) € [¢,d]. Como a imagem de f é
[c, d] existem x1,22 € [a,b] tais que f(z1) = f(zo —€) e f(z2) = f(zo+€). Se 1 < x < x9,
como f é estritamente crescente f(zo —¢) < x < f(xg + €). Assim f é continua. Caso zg = a
ou xg = b argumenta-se como acima para a continuidade a direita ou a esquerda. Caso f seja
estritamente decrescente basta inverter as desigualdades. O

COROLARIO 5.15.

Se f :]a,b] = [c,d] € continua e inversivel entdo sua inversa € continua.

DEMONSTRAGAO. Se,por exemplo f é estritamente crescente entdo claramente sua inversa

também o serd. Da tultima proposicao ela é continua. ([l

PROPOSICAO 5.16.
Seja f : [a,b] = [e,d] inversivel e derivdvel. Se f'(xo) # 0 entao sua inversa g : [c,d] — [a, b]
é derivavel em yy = f(xo) e

9'(yo) = 1/f (x0) = 1/ f'(9(v0)

DEMONSTRAGAO. Caso exista

) — T 9W) — 9(0)
g9 (yo) = Jim r—
9) —9o)  9(y) — 9(¥o)

y=y  flg) — fla(w))
Fazendo a mudanga de varidavel = = ¢(y), como g é continua em o, li_)m 9(y) = g(yo) = xo.
0
Disto,
i 9W) —9lyo) _ . @0
y=w Y — Yo z—=a0 f(x) — f(x0)
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3. Derivada da fungao implicita

Sob certas condigoes uma equagao em duas varidveis ¢(z,y) = 0 determina uma funcao
y = f(z) tal que ¢(x, f(x)) = 0. Por exemplo a equacio da circunferéncia x? + y? = 1 define
implicitamente a funcao f(z) = v1—22, —1 < z < 1. Esta funcdo é derivavel no intervalo
—1 <z < 1. Sua derivada é f'(x) = —2/v/1 — 22. Pode-se chegar a este resultado derivando
implicitamente a expressao

2?4 f(x)? =1
2z + 2f(x) f'(x) =0
1'(@) = =/ f(r) = —2/V1-a?

DEFINIGAO 5.17.
Chama-se Derivada a direita de f em ¢ ao limite
b e 4 @) = f(e)
Bl =t
quando este existir e a Derivada a esquerda de f em ¢ ao limite
T—C_ T —c
Se f : [a,b] — R diremos que f ¢é derivavel em a se existe f’ (a) e que f é derivével em b se
existe f’ (b).
E claro que uma funcio é derivavel em ¢ €)a, b[ se existem as derivadas fi(a), fL(b) e estas
sao iguais.

4. Variagao de Fungoes

Nesta secao estudamos condicoes para uma fungao seja crescente ou decrescente assim como
pontos de maximo e aqueles de minimo que tem grande importancia nas aplicagoes como
veremos posteriormente. Comecamos enunciando algumas proposicoes e suas demonstracoes

que permitirdao atingir nosso objetivo.

DEFINIGAO 5.18.

Seja f : [a,b] = R. Um c € [a,b] diz-se Ponto de Mdzimo de f se para todo x € [a,b] tem-se
f(x) < f(e). Neste caso f(c) é chamado de valor mdzimo de f.

Note que uma fungdo pode ter muitos pontos de mdximo mas evidentemente o valor mdximo
€ unico. Por exemplo a funcao sen tem uma infinidade de pontos de mdximo mas seu valor
mdximo € 1.

Um Ponto de Minimo € obtido trocando-se a desigualdade.



4. VARIACAO DE FUNCOES 73

¢ diz-se um Ponto de Mdximo Local se existe um intervalo nao vazio |a, [ tal que c
pertence a este intervalo e é um ponto de mdzximo da restricao de f a intersec¢ao |a, f[N]a, b].
Semelhantemente define-se Ponto de Minimo Local. Quando ¢ €)a,b| diremos que ¢ € um ponto

de mdximo ou de minimo local interior.

TEOREMA 5.19. Se f : [a,b] = R, ¢ €]a,b] um ponto de mdzimo ou de minimo local interior

e f derivdvel em c entao f'(c) = 0.

DEMONSTRACAO. Sendo ¢ um ponto de méximo local interior para x préximo de ¢ tem-
f(z) < f(e)

se f(z) < f(c). Se x < c entdo s

> 0 pois o numerador e o denominador sao

L @) = f(o)

negativos . Pela conservagiao do sinal f’ (¢) =
T—C_ T —c

se que M < 0. Disto segue que f\(c) < 0. Como f é derivdvel em ¢ vem que
T—c

file) = f2(e) = 0. -

Note que se @ méximo local s6 podemos concluir que f} (a) < 0. Caso b o seja entao f’ (b) > 0.

> 0. Agora se x > c tem-

TEOREMA 5.20. (Teorema de Rolle)
Se f:]a,b] = R, ¢ €]a,b| € derivdvel e f(a) = f(b) entao existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) = 0.

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema de Weierstrass f admite um ponto de maximo e um ponto
de minimo. Caso estes pontos sejam os extremos a, b entao o valor maximo e o valor minimo da
funcao coincidem pois por hipétese f(a) = f(b). Neste caso a funcdo serd constante e podemos
escolher qualquer c¢. Caso contrario um deles estard no interior do intervalo, escolhendo este
como ¢ pelo teorema anterior f'(c) = 0.

O

DEFINIGAO 5.21. Um Ponto critico de uma fun¢ao derivdvel f :la,b]— R ‘e um ponto c tal
que f'(¢) = 0. Pontos de mdzimo local e de minimo local sdo pontos criticos. O teorema de
Rolle garantem a existéncia de pontos criticos mediante sua hipdtese. Existem pontos criticos

diferentes destes. Por exemplo ¢ = 0 é um ponto critico da funcio f(x) = 3.

TEOREMA 5.22. (TVM-Teorema do Valor Médio)
Se f:]a,b] = R, ¢ €a,b] € derivdvel entao existe ¢ €]a,b] tal que f'(c) =

DEMONSTRAGAO. A funcao linear

) = fa) + 1O IO )
passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Definindo d : [a,b] — R por d(z) = f

(z
d( . . . ! _ . ! _ f(b — f(
a) = d(b) = 0 e pelo teorema de Rolle existe d'(¢) = 0 ou seja f'(¢) = ————=
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Uma das justificativas para o nome Teorema do Valor Médio pode ser vista na cinemética.

Considere-se um movimento retilineo onde a posigdo no instante ¢ é s(t) sendo a duragao do

s(b) —

s(0) =s5(a) po,
b—a

d—j(to) é igual a velocidade

movimento o intervalo de tempo [a,b]. A velocidade média é dada por v, =

TVM existe um instante ¢y tal que a velocidade instantanea v(tg) =
média v,,.

A seguir enunciamos e demonstramos uma forma mais geral do TVM devida a Cauchy.

PROPOSIGAO 5.23. (TVMC-Cauchy)

Se x,y : [a,b] = R fungdes derivdveis entdo existe ¢ €la,b[ tal que

2'(e)(y(0) — y(a)) =y (c)(x(b) — 2(a))

Caso 2'(c) # 0 podemos escrever
y(b) —yla) _ y'(o)
(x(b) —z(a)  2'(c)

DEMONSTRAGAO. A demonstracao segue a mesma linha daquela do TVM. Considere a

fungao d : [a,b] — R dada por

d(t) = ((x(b) — x(a))(y(t) — y(a)) = (y(b) — y(a))(x(t) — z(a))/K

onde K = \/(2(b) — z(a))? + (y(b) — y(a)).
Como d(a) = d(b) = 0 pelo teorema de Rolle existe ¢ €]a,b] tal que d’(¢) = 0 o que implica

que y/'(c)(x(b) — x(a)) — 2'(c)(y(b) —y(a)) = 0 .

A fungdo d acima nao foi dada ao acaso. Para quem conhece geometria analitica
elementar d(t) nada mais é que a distancia do ponto(z(t),y(t)) a reta que passa pelos
pontos(z(a), y(a), (z(B)y(b)).

Se tomarmos = = z(t) =t e y = f entao f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) que é a primeira forma
do TVM.

Como aplicacao do TVMC vamos demonstrar,

5. Regras de L’Hopital

PROPOSICAO 5.24.
(1) (Regra de L’Hopital para 0/0)
Sejam f, g fungoes definidas em |a,b[—{c} e derivdveis. Se
/
lim f(z) =limg(x) =0 e lim J(z) =1

T—c T—e r—ec g’(;c)
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entao
lim M =1
a—e ()
(2) (Regra de L’Hopital para limite o) Se
o P
fim flw) = lm glw) =0 e lim 708 =
entao
lim L) _
z—c g(x)
(8) (Regra de L’Hopital para limite no co) Se
: L B f'x)
5 [0 = e =0 ¢ i G =
entao
)
z—o0 g(x)
(4) (Regra de L’Hopital para limite oo no co) Se
T Fla)
25 1) = I e@) =0 e o oy =
entao
lim @ =00
z—o0 g(x)

DEMONSTRAGAO. Como lim,. f(z) = lim,—. g(xz) = 0 se definimos f(c) = 0 e g(c) = 0
entao f,g serdao continuas em c. Assim o faremos. Aplicando o TVMC temos
f@) = fle) _ fa) _ f(@)
g9(@) —glc)  glx) (@)
onde T estd entre x e c. Cosequentemente se x — ¢ entao T — c¢. Segue que

lim @ = lim I'@)
ve g(z)  woe g'(T)

Para a segunda parte comecamos observando que lim,_,. % = oo implica que ch :Eg é positivo
f@)

préximo de ¢. O TVMC entao garante que H@) 4 mbém 6 positivo. Assumindo lim,_,. Ty = X

g9(z)
tem-se que lim,_,. % = 0. Aplicando a primeira parte lim,_.. % = 0. Disto concluimos que

@)
f(z)

lim —Z% =

v—e g(x)
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Se F(z) = f(1/z) e G(x) = g(1/z) entao limy_o F(z) = limg_,0 G(x) = 0. Vé-se também
facilmente que G;g; = g ,/8;3 Portanto tem-se
! ! !
tim 1)y SO S
PG (o) I (1) e ()

Da primeira parte,

P) o f0f2) o f(w)

im im = lim
+=0 G(x) v=0 g(1/z)  u=oo g(u)
A dltima parte fica como exercicio. ([l

A seguir algumas consequéncias do TVM.

PROPOSIGAO 5.25.

f:]a,b] = R, ¢ €la,b| é derivdvel e para todo x f'(x) =0 entdao f € constante.

DEMONSTRAGAO. Se z1,x2 € [a,b] com z; < =z entdo pelo TVM existe ¢ tal que

M — f’(c) =0, logo f(x2) = f(x1). -

T2 — I

COROLARIO 5.26. Se f,g : [a,b] — R sdo fungoes derivdveis tais que f' = ¢’ entdo para

alguma constante ¢ tem-se que g = f + c.

PROPOSICAO 5.27.

Seja f :]a,b|— R uma fungdo derivdvel. f € crescente se e somente se f'(x) > 0 para todo
x €la,b| e f € decrescente se e somente se f'(x) < 0 para todo x € [a,b]. Além disto se f'(x) >0
entdo [ € estritamente crescente.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ €]a,b[. Se f é crescente entdo para = < ¢, f(xr) < f(c) e para
x > ¢, f(r) > f(c) em qualquer caso o quociente J@) = J(©)
T —c

sinal f'(c) = limM

T—>cC T —C

> 0 pela conservagao do

> 0. Reciprocamente se para todo = f’(x) > 0, tomando-

fx2) — f(21)
f(xz2) > f(x1) ou seja f é crescente. Observe que se f’(cﬁz;glentéo f(z2) > f(x1). O caso

se arbitrariamente x; < xy pelo TVM para algum c = f'(¢) > 0. Segue que

decrescente é semelhante. O

Uma funcao pode crescer vagarosamente ou ter um crescimento acelerado. Dito de outro
modo se a derivada for crescente sua derivada segunda ou seja sua aceleracao serd positiva. Neste
caso diremos que a concavidade estd voltada para cima. Caso contrario a derivada segunda sera
negativa e sua concavidade estara voltada para baixo. Uma definicado geométrica de concavidade
estd dada num exercicio.
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DEFINIGAO 5.28. Uma fungdo f : I — R diz concava para cima se f”(x) > 0 e concava para
baizo se f"(x) < 0 para todo x no intervalo I.

Um ponto onde muda a concavidade € chamado de Ponto de Inflexdo.

EXEMPLO 5.29. Estudemos a varia¢do da fungao f(x) = % A derivada de [ €
x
1—a?
/ —_—
@) = a5y
No intervalo [—1,1] a derivada f'(x) > 0 e f € crescente.
Nos intervalos | — oo, —1]

e |1,00[, f'(xz) < 0 portanto f € decrescente.
1 € ponto de mdximo e —1 € ponto de minimo.

A derivada sequnda de f €

2z(z% — 3)
" _

f (l‘) - (1_1_1,2)3
Analisando o sinal obtemos:

Nos intervalos [—/3,0] e [V/3,00], f"(z) > 0 e portanto a concavidade estd

voltada para
cima.

Nos intevalos [0,v/3,] e [-o0, —V/3], f"(z) < 0 e portanto a concavidade estd
baizo.

Os pontos —V/3 e /3 sdo pontos de inflexdo.

Par a o comportamento no infinito tem-se

voltada para

lim f(z)= lim f(z)=0

T—r—00 Tr—00
Com estes resultados podemos esbocar o grifico de f.

DEFINIGAO 5.30.

Uma assintota a direita é uma reta y = ax + b tal que li_)rn (f(x) — (ax + b)) = 0.
x o

Uma assintota a esquerda € uma reta y = ax + b tal que lim (f(x) — (ax + b)) = 0.
T—>—00

E claro nem toda funcdo possui uma assintota como por exemplo a pardbola f(z) = z2.
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Se y = ax+b é uma assintota digamos a direita entdo lim (1/x)(f(z)— (ax+b)) = 0. Assim
T—00

limxﬁm((@ —a)+ %) =0. Como lim, o b/z = 0 entdo lim (@ —a

) = 0. Portanto se f
r—00 x
admite uma assintota os valores de a e b sao dados por
a= lim f(@) eb= lim (f(z) — ax)
r—oo I T—00

2+ 1
ExeEMPLO 5.31. Considere a func¢do f(z) = .

x
2
, 4 —1
="
2
7
f(x)_mg
241 241
a:limx+ zlebzlim(x+ —z)=0
T— 00 €T

T—00 €T
Segue que y = x € assintota a direita. Da mesma forma verificamos que € também uma assintota

a esquerda. Analisando como no exemplo anterior os sinais das derivadas concluimos que seu
gridfico tem a forma abaizo.

6. Exponencial e Logaritmos

Estas fungoes estao entre as mais importantes do calculo. Elas transformam somam em
produtos. Partiremos deste fato para dar uma definicdo precisas delas.
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DEFINICAO 5.32. Uma funcdo Logaritmo é uma funcdo derivdvel L : RT — R com a
propriedade
L(a-b) = L(a) + L(b)
Uma funcao Ezponencial é uma funcdo derivdvel E : R — R™ com a propriedade

E(a+b) = E(a) - E(b)

Sabemos o algoritmo para realizar uma multiplicagdo é bem mais complicado que o da soma
de dois ntimeros. Os Logaritmos foram inventados por Napier exatamente para transformar o
produto em adicao com a finalidade de facilitar os cédlculos. Tedricamente falando o conjunto
R* com a operacao de produto e essencialmente o mesmo que R com a operacao de adicdo.
Estabelece-se a identificacao entre eles através de uma fungdo logaritmo que em algebra é
chamada de um homomorfismo entre estas estruturas algébricas.

TEOREMA 5.33. Uma funcao Logaritmo L : R™ — R tem as sequintes propriedades:
(1) L(1) =0

(2) L(1/a) = —L(a)

(3) L(a/b) = L(a)
(4) L'(x) = L'(1) -

DEMONSTRAGAO. (1) L(1) = L(1-1) = L(1) + L(1) portanto L(1) = 0.

L(b)

8|~ |

(2) 0=L(1) = L(a-(1/a)) = L(a) + L(1/a) disto L(a) = —L(1/a).
(3) Segue da propriedade fundamental de L e da parte 2).
. Lx+h)— L) . L&y L+t L(1+1%)
/ _ — xz — I — _— X/ frd
(4) Lz) = limy h = m A, fm(1/2) =
. L(l4w 1
(1/2) T == = = (1) ;

Do teorema uma funcao logaritmo passa pelo ponto (1,0) e para cada valor de L'(1) tem-se
uma fungao logaritmo. Se L'(1) = 0 entao L(x) = 0.

DEFINIGAO 5.34. Chama-se Logaritmo Natural a funcgdo logaritmo In tal que In'(1) =1 cuja
derivada é In'(z) = 1/x.

Outras Propriedades da funcao In.

(1) Como In'(z) = 1/x > 0 In é estritamente crescente.
(2) In”(z) = —1/22 < 0 In é concava para baixo.
(3) In2 > 0 pois 2 > 0 e ela é estritamente crescente. Como In2" = n -In2 entdo

lim In2" = oo. Segue que lim In(z) = oo pois ela é crescente.
n— o0 T—00
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(4) ilgbln(:p) = uh_{rolo In(1/u) = —o0

(5) Inz = In(y/z)? = 2-In\/z. Por outro lado se # > 1 pelo TVM Inz —Inl = Inz =

1 2
(1/c)(x — 1) <x—1 <z pois 1 < ¢ < z.Conclue-se que Sl portanto
x N
|
lim —— =0
=00 I

In ndo possui assintotas nao verticais.

Com estas propriedades fagamos um grafico da fungao Logaritmo Natural.

1
EXEMPLO 5.35. Seja f(z) = n(x).

Como f'(z) = 1_91;(@ seque que f € crescente |0, e[, decrescente [e,00[ e portanto x = e € seu

ponto de mdzimo com f(e) =1/e.

Por outro lado f"(x) = ln(i# de onde f é concava para baizo no intervalo ]0,¢e?] e para

cima [e?, 00].

. Inxz
lim — = -
xﬁ0+ €T
1
lim —=% =

r—00 I
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Existem duas defini¢coes da fungao exponencial. Uma como inversa da logaritmo outra pelas

suas propriedades. Comecamos com esta iltima e veremos que elas coincidem.

TEOREMA 5.36. Se E:R — R™ ¢ uma funcdo exponencial entdo:
(1) E(0)=1
(2) B(—a) = 1/E(a)
(3) E(a—b) = E(a)/E(b)
(4) E'(z) = E'(0) - E(x)

DEMONSTRAGAO. (1) E(0) =E(0+0)=E(0)- E(0). Como E(0#0) E(0) =1.
(2) 1=FE(a—a) = E(a)E(—a) disto E(—a) = 1/E(a).

(3) Segue da propriedade fundamental de E e da parte 2).
E(x+h) — E(x) E(x)(E(h) —1)

(4) E'(z) = lim 5 = lim 3 _
E(x) lim EW=-1 _ E'(0)E(z)

DEFINIGAO 5.37.
Define-se a funcgao exponencial exp : R — RT como aquela tal que E'(0) = 1. Em outras

palavras exp’(x) = exp(z).

PROPOSICAO 5.38.

exp(z) = In"(z)
DEMONSTRAGAO. Como exp’(z) = exp(z) entao

exp’(z)

exp(z) !
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Se

f(x) = In(exp(z))
entao, aplicando a regra da cadeia
exp’(z)
exp(z)
Portanto f(x) =+ k. Como f(0) = 0 segue que

f(z) = In(exp(x)) = @

=1

fi(a) =

Aplicando In~*
exp(z) = In"1(z)

82

Como exp”(z) = exp’(x) = exp(z) > 0 entdo a func¢do exponencial é estritamente crescente e

concava para cima. exp(n) = exp(1)™ mostra que ela é ilimitada superiormente e como é crescente

podemos concluir que lim exp(xz) = oo. lim exp(z) = lim exp(—x) =
T—00 Tr——00 T—r00

Seja e = exp(1) > exp(0) = 1. Se n,m € N entao

exp(n) =exp(l+1+...4+1) = (exp(1))" =¢€"

exp(l) =exp(l/m+1/m+...+1/m) = (exp(1/m)™

exp(1/m) = /™
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Levando em conta que exp(—xz) = 1/exp(x) concluimos que para todo nuimero racional r

exp(r) = e”. Definimos entao para todo nimero real
e’ = exp(x)

TEOREMA 5.39. Sen € N entao

n

700 exp(z)

DEMONSTRAGAO. Como In(z) < z para = > 0 e exp é crescente entdo e* > e(*) = z. Disto
x
— <1
el‘
Mostremos inicialmente que
lim ——— =0
T—00 exp(g;)
Como
r  2x/2) (x/2) 2 2
;r T oer/2em/2 T ox/2 px/2 ex/2
Segue,
T 2
0< lim — < lim — =0
r—o00 ¥ T—00 el"/Q
Portanto
.z
lim — =0
r—o00 ¥
Para o caso geral observe que
x" x" T x/n
e (6x/n)n ex/n ex/n
Como
im 7 _ g
T—00 633/”
o teorema estd demonstrado. [l

O teorema anterior nos diz que a funcao exponencial cresce mais rapido que qualquer
polinémio por maior que seja seu grau.justifica-se assim o dito popular cresce exponencialmente

para exprimir que algo cresce muito répido.

ExXeEMPLO 5.40.
Se

entao

~—

exp(z
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Assim

f € crescente em | — 00, 1] e decrescente em [1,00].

E concava para baizo | — 00, 2] e para cima [2, 00[.

xg =1 € seu ponto de mdwirgo cujo valor € f(1) =1/e.

lim, voo — =0 elim, . o — = —00.
e’ et

ExXEMPLO 5.41.

Se
2
x
f(l‘) - exp(:z:)
entao
(2= x? —dx +2
fay =220 fray= T2
exp(z) exp(z)
Os pontos criticos sdo xyg =0 x1 = 2.
f € crescente no intervalo [0, 2] e decrescente nos intervalos | — 00, 0] e [2, 00].

f"(x)=0paraz=2—V2,2=2+2.
Concava para cima nos intervalos [2-++/2, 00[ €] —00,2—v/2] e para baizo em [2—+/2,2+/2.
f(0) =0 € seu valor minimo. 2 é um ponto de mdzimo local e f(2) = 4/e?.

EXEMPLO 5.42. Analisemos o caso geral para n > 2.

Jw = exp(x)
entao
) — 2" (n —x2) "y — 2" 2(2? — 2nz + n(n — 1))
) = £l () o

Os pontos criticos sdo xyg =0 x1 = n.
f"(x) = 2" 2(2? — 2nx + n(n — 1)) = 0 nos pontos o = 0x1 = n — /n, 2 = n + /n.

Distinguimos dois casos.

(1) n impar
f € crescente em | — oo, n| e decrescente em [n,o0].
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n impar

(R o o o o o O (N SR ST S S AR A SRS S A A

=

1_7171 T
1
1

1
e

\j

(n-x)

i
1

f/'\fs

f/

-
=

E concava para cima nos intervalos [0,n — \/n] e [n 4 y/n, 00|,

E concava para baizo nos intervalos | — 00,0] e [n — v/n,n + /n).

n impar
----------------- 0 ++++++++HttHt bbb+
33”72 T -
]
! n—+n n++vn
i e +Httttt++
x2—2n93+7z(n— 1) 1 H H o
! 1 1
1
__________________ I e T e e e
1 -

\

fl/

xg =n € seu ponto de mdximo cugjo valor mdzimo € f(n) =n'""/e".

(2) n par
[ € crescente no intervalo [0,n] e decrescente nos intervalos | — 00, 0] e [n, ool.
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n par
-------------- 0 bttt bbbt bbb bbb
—1 >
l’“ :
1
1
bbb bbb D
(n-x) T >
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
————————————————— b
fl ! 1 >
E concava para cima nos intervalos | — oo,n — /n] e [n 4+ y/n, oo.

E concava para baizo em [n — \/n,n + /n).

n par
+++++++++ 0 Attt AR+
zlk? : L
1
' n—+n n++vn
+++++++++++H+++++++++ e +++++++++

2* = 2nx +n(n —1) | H
! 1
e i e,

1 -

f// Ll

\//\\/

f(0) =0 € seu valor minimo. n é um ponto de mdzimo local e f(n) =n"/e".

O grafico das fungoes acima para n = 1, 2, 3 estao abaixo.
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n

E interessante observar que para n > 3 o valor méximo de f(z) = é maior que 1 o

exp(z)
que acarreta que esta fungdo assume duas vezes o valor 1 digamos nos pontos x1 e xo. Isto
quer dizer que a funcdo polinomial " encontra a funcdo exponencial e duas vezes e portanto
no intervalo [z1, 2] o polinémio é maior que a exponencial.

Vejamos: * = n é ponto de maximo para z > 0. O valor maximo é

n
fln) ==
n=1=f(l)=-<l= —-<l=¢e">z

3 33
n=3=f@ =0y >1= 7<)
Em geral
n23 fm=(Er>1 D@y

Assim para n > 3 temos que 1 < ()" consequentemente a equagao
B
efE
tem duas solucoes digamos xg, x1.
Portanto
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ou seja o poliomio =™ encontra a exponencial e” em dois pontos. No intervalo [z, z1] o polinémio

é maior que a exponecial. A seguir considere a funcao

x
flx) =—
e.’E
onde « é real. Seu ponto de maximo continua sendo x = « com valor maximo
(0%
«
flo) = —
60{

Fazendo f(a) = 1 encontramos o = e. Para este niimero o valor maximo é 1 e temos que
e’ < z¢ et =

Portanto o polindmio z® tangencia a exponencial.

DEFINIGAO 5.43. Seja a > 0. Definimos

x _ xlna

para todo x € R.

Justifica-se esta defini¢do pois para z = m/n € Q tem-se a™m = g™, Além disto
In(a”) = xIna.
As seguintes propriedades da funcao f(x) = a” seguem facilmente daquelas da exponencial.
(1) a®t¥ = a®a¥
(2) a™® =1/a"



7. FUNCOES TRIGONOMETRICAS E SUA INVERSAS 89

(3) () = a
(@) f(x) = (maje”

Da ultima propriedade conclui-se que f é crescente se a > 0 e decrescente caso contrario.

a<0 a>0

PROPOSIGAO 5.44. e = lim (1 + 1/x)”
T—00

Em particular tomando-se x =n € N tem-se que

e= lim (1+1/n)"

n—oo
DEMONSTRAGAO.
In(14+Ah) —In(1
Da prépria definigdo de logaritmo natural (In)'(1) = I{in% n(1+ })L n(l) = 1. Segue que
—

In(1+4h
lim In(1+h) = lim In(1 + 2)/* = 1. Como In ¢ continua In(lim (1 4+ h)*/?) = 1. Por definicio
h—0 h—0 h—0

Ine = 1 e como a fungao logaritmo é injetora vem que limy,_o(1+h)**) = e. Colocando z = 1/h

conclui-se que lim,_,oo (1 + 1/2)%) = e. O

7. Funcoes trigonométricas e sua Inversas

Estas sao fungoes do angulo, mais precisamente do comprimento do arco. Por definicao o
comprimento de um arco de circuférencia é o limite do comprimento de poligonais inscritas nele
e que coincide com o limite de poligonais circunscritas.

Considere C' a circunferéncia unitéria =2 + y?> = 1 com centro na origem O = (0,0). Seja
A =(0,1) e P = (z,y) inC um ponto arbitrdrio de/g onde suporemos y > 0. Estes pontos
determinam o angulo ZAOP, a corda AP, e o arco AP. Se P; é um ponto do arco entdo da
desigualdade triangular temos que AP < AP, + P, P.

- N\
DEFINIGAO 5.45. Uma partigdo do arco AP é uma sequéncia de pontos P = (Py, Pi,..., Py)
N\
do arco AP tal que Ph= A, P, = P e P; estd no arco P,_1P;11 para todoi=1,2...n—1
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N\
Seja I(P) o comprimento da poligonal PyP; ... P, inscrita no arco AP, isto é:
Z(P) =PP+PP+...+P,1P,

O Mdédulo da particao P € o nimero

’P‘ = maX{P()Pl, Plpg, “eey Pn—lpn}

Se acrescentamos pontos a uma particdo o comprimento da poligonal vai aumentando, isto é
PcQ=I(P) <I(Q)

Pode-se verificar através de argumentos geométricos elementares a afirmacao acima.
Tomamos como definigdo do comprimento do arco K\P 0 numero
lim [(P) = sup{l(P)}
|P|—0
O numero 7 é definido como o comprimento do angulo raso tomando-se P = (—1,0). Desta
forma a cada ponto P = (x,y) com y > 0 fica associado um ntumero 6 € [0,7]. Ao ponto
P = (x,—y) associamos o ntimero — €] — ,0]. Inversamente se § €] — 7, 7| associamos o ponto
do circulo unitério P(6) tal que o comprimento do arco AP seja 6. A seguir estendemos esta

fungao para todo nimero real periodicamente, ou seja P : R — C, P(0 + 27) = P(6).

DEFINIGAO 5.46.
As fungoes sen e cos sao definidas pela igualdade P(0) = (sen @, cosf)
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P(8)
r\ e
sen(e):
cos(8) * A=(1,0)

Como P(f) é um ponto da circunferéncia unitdria tem-se a relagdo fundamental

(cos0)? + (sen())* = 1
A funcao sen é impar, sen(—6) = —sen(f) e cos é par, cos(—6) = cos(0).
Considere um triangulo AABC com lados a, b, ¢ como na figura. Fixemos um sistema de
coodenadas tal que o eixo = passe pelo lado AC e seja § = ZAC B.Entéao,
PROPOSIGAO 5.47. (Lei dos Cossenos)

¢ = a® +b* — 2abcos(0)
DEMONSTRAGAO. Nas condigoes acima A = (b,0),B

= (acos(f),asen(d)).
férmula da distancia para os pontos A, B tem-se que
c? = (b—acos(h))? + (asen(h))?

Aplicando a
c? = a® +b? — 2abcos(0)
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PROPOSIGAO 5.48. (Formulas de Adigao)

cos(a — f3) = cos acos B + sen arsen 3

sen(a — f) = sen v cos § — sen (3 cos «

(cosa,sena)
N
d )
*\ (cosB,senp)

a-B

DEMONSTRAGAO. Faremos a demonstracao supondo 0 < f < a < 7. Pela féomula da
distancia aplicada aos pontos (cos(a),sen(«)) e (cos(8),sen(3)) obtem-se

d? = (cos a — cos B)? + (sen a — sen 3)?

d?> =2(1 — cosa -cos 3 — (sena - sen 3)

Aplicando a lei dos cossenos

d>=1+1-2cos(a — )

Comparando obtém-se a primeira férmula.

Para a segunda, observe que

cos(m/2 — ) =senf

como consequéncia da primeira e também

sen(mw/2 — ) = cos(w/2 — (w/2 — 3)) = cos B

Segue que

sen(a — ) = cos(7/2 — (a — B) = cos(B + (7/2 — a)) =

cos - cos(m/2 —a) —sen 3 -sen(n/2 — a) =

sen acos 3 — sen 3 cos a O

Temos também

cos(a + 3) = cosacos f — sen asen

sen(a + ) = sen acos 5 4 sen [3 cos «



7. FUNCOES TRIGONOMETRICAS E SUA INVERSAS 93

Estas s@o obtidas das anteriores aplicadas a cos(a + ) = cos(a — (—f)) e sen(a + 3) =
sen(a — (—p)) e da paridade delas.
Outras funcoes trigonométricas sao definidas a partir do sen e cos. Sao elas
(1) secd =1/ cosf
(2) cosecd =1/senf
(3) tgf =senf/ cosf
(4) cotgf = cosf/send

PROPOSICAO 5.49. As fungdes sen e cos sao continuas.

DEMONSTRAGAO. limsen(x + h) = lim(senzcosh + senhcosz) = senx lim cosh +
h—0 h—0 h—0
cosz:}lbin(l) senh. Da figura abaixo pode se ver que para h > 0, 0 < senh < h e para h < 0,
—
h < senh < 0. Pelo teorema do confronto }llin% sen h = 0. Por argumentos semelhantes mostra-se
_>
que }llir% (cosh — 1) = 0. Da expressao acima conclui-se que fllin% sen(x + h) = senx, portanto a
— —

continuidade da fungdo sen em x. Deixamos para o leitor mostrar a continuidade de cos.

O
7.1. Limites Fundamentais.
h h—1
lim 20— lim S0 T2 g
h—0 h h—0 h
Demonstragao: Observe a figura
\ tgh
\h
'senh '

Se h > 0 entdo da definicdo de comprimento de arco e a desigualdade entre os lados de um
triangulo pode-se concluir que

senh < h < tgh

Assim

Como sen h > 0, dividindo tem-se 1 < .
senh  cosh

sen h

1
ZTh

> cosh
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—h
Se h < 0 entdao —h > 0 pelo que vimos 1 > sen(h) > cos(—h). Como sen(—h) = —senh e
cos(—h) = cos h obtém-se a mesma desigualdade.
h
Pelo teorema do confronto concluimos que }lbin% SRR _ .
—
Para a segunda afirmagao observe que
cosh—1 (cosh)?—1  —(senh)®>  senh  senh
h "~ h(cosh+1)  h(cosh+1) h  cosh+1
h—1
Disto lim CoSn T 2 0.
h—0 h

PROPOSICAO 5.50.

(1) sen’ z = cosx

(2) cos’z = —senzx

(3) tg' x = sec’

(4) sec’ x = secxtgx
DEMONSTRAGAO.

, . sen(x+h)—senz . senxz(cosh— 1)+ cosxsenh
sen’ z = lim = lim =
h—0 h h—0 h
cosh—1 sen h

sen x lim + cos x lim
h—0 h—0

h

Pelos limites fundamentais sen’ x = cos z.

h

A derivada do cos segue a mesma linha usando a férmula de adigdo para esta funcao. As
outras sao consequéncias da derivada do quociente. O

7.2. Inversas e suas Derivadas. As fungoes trigonométricas sendo periédicas nao
possuem inversas na totalidade de seus dominios. Vamos escolher intervalos maximais préximos

da origem nos quais elas possuem uma inversa.Considere
sen : [—m/2,7/2] — [-1,1]

Esta é uma fungao estritamente crescente e inversivel. Seja arcsen : [—1,1] — [—7/2,7/2] sua
inversa.

sen(arcsenx) = x

Pela regra da cadeia supondo arcsen derivavel,
/ /
sen’ (arcsen x) arcsen’ x = 1

/
cos(arcsen ) arcsen’ z = 1
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Substituindo # = arcsen x na relagao fundamental
(cos0)* + (sen())? = 1

obtem-se

2 4 (sen(arcsenx))? = 1

(cos(arcsen x))
(cos(arcsenz))? + 22 =1
(cos(arcsenz))? = 1 — 22

desde que cos é positivo no intervalo [—m/2, /2]

(cos(arcsenx)) = /1 — 22
Finalmente obtém-se

arcsen’ z = 1/4/1 — 22

y=senx

2

m2F-----
y=arcsenx

PR N ——

------ -T1/2

95

Para a fungao cos escolhemos o intervalo [0,7]. A func@o cos : [0, 7] — [—1,1] é estritamente

decrescente. Supondo sua inversa arccos : [—1,1] — [0, 7] derivavel, seguindo os mesmos passos

obtemos

arccos’ x = —1/4/1 — 22
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y=arccosx

Dividindo a relagdo fundamental por (cosz)?

1+ (tg)? = (secx)?
arctg : R —] — m, 7| é a inversa da tangente tg :] — 7, 7[— R. Neste caso tem-se

arctg’ © = 1/(1 + z?)

y=tgx

96
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y=arctgx

8. Funcgoes trigonométricas hiperbdlicas

A fungoes trigonométricas hiperbdlicas sdo definidas seguindo os mesmos passos das
fungoes trigonométricas usuais (Trigonometria Eliptica). Comegamos substituindo o circulo
trigonométrico 22 + y?> = 1 pelo ramo da hipérbole unitaria 22 —y?> = 1 2 > 0 e definimos
cosh 0 e senh 0 projetando um ponto da hipérbole sobre os eixos. Mas é necessario fazer algumas

mudancas significativas como veremos abaixo.

DEFINIGAO 5.51. A A Distancia Hiperbdlica entre os pontos P = (x1,y1) € Q = (x2,y2) €
dada por

d(P,Q) = V/l(x2 — 21)% — (y2 — y1)*|

Em particular a distancia da origem um ponto P = (x,y) € dada por

d(0, P) = V/|z* — y?|

A hipérbole trigonométrica é o ramo da hipérbole 2 — y? = 1 com z > 0. Seja A = (1,0)
e P um ponto desta hipérbole que supomos inicialmente no primeiro quadrante como na figura
abaixo. Como foi feito para a circunferéncia unitaria definimos o comprimento do arco @ como
limite do comprimento das poligonais inscritas mas usando a distancia hiperbdlica! Aqui aparece
uma diferenga dastrica com o caso classico. O comprimento das poligonais inscritas decrescem
com o nimero de vértices do poligono. Justificaremos esta afirmacgao mais adiante. Caso o ponto
P esteja no quarto quadrante associamos o correpondente 6 negativo. Desta forma para cada
numero real § fica associado um tnico ponto P(#) da hipérbole.
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Compare com o caso tradicional.

DEFINIGAO 5.52. Um ponto P = (x,y) diz-se

(1) do tipo espago se 2% —y* > 0
(2) do tipo luz se x* —y?> =0
(3) do tipo tempo se x* —y* < 0

98
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tempo luz

espago

Seja P = (x,%) um ponto da hipérbole trigonométrica 22 — y? = 1 e 6 o comprimento do
arco AP. Definimos cosseno hiperbdlico e o seno hiperbélico de € como sendo as fungoes cosh 6

e senh 6 dadas por
P(6) = (cosh 6, senh 0)

Portanto tem-se (Relagdo Fundamental)

(cosh 8)? — (senh#)? = 1

senhf|----------- P = (cosh, senhf)

coshf

Segue destas definicGes que
cosh(—0) = cosh

senh(—f) = —senh 6
cosh(f) > 1

Considere um tridngulo como na figura abaixo.
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// B
2 a
C
’
1
/
!
C 0 b A

Entao vale

PROPOSIGAO 5.53. (Lei do Cosseno)
¢ = |a® + b* — 2abcosh 6|

DEMONSTRAGAO. Observe que A = (b,0) e B = (acosh,asenh§). Aplicando a férmula da

distancia hiperbdlica obtemos
? = d(A,B) = |(acoshf — b)? — (asenh§)?| =
|a?((cosh 8)? — (senh 6)? 4 b? — 2abcosh §] =
¢* = |a® 4+ b* — 2abcosh 0|

Em particular se tomarmos a =1 e b =1 entao
¢* =12 — 2cosh 6| = 2(cosh 6 — 1)
Como
(senh #)? = (cosh#)? — 1 = (cosh# — 1)(cosh # + 1) > 2(cosh — 1) = ¢

Segue que
senhf > ¢

Como veremos mais adiante a corda ¢ é maior que o arco 6 entao

senhf >c¢>0
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; senhf
0
1 '\‘ cosh®
\\ 22— =1

OBSERVAGAO 5.54. O mddulo na expressao da lei dos cossenos € importante pois o segmento
AB pode ser do tipo espaco, luz ou tempo de acordo com o valor da expressio a®+b> —2abcosh 6
que pode ser positivo, negativo ou zero. Como podemos ver: fixemos o valor de a e consideremos
a equacao de sequndo grau

b? — (2acosh )b+ a? = 0
As duas raizes sao reais:
= acoshf + ay/(cosh6)? — 1

b = a(cosh § £ |senh §])

Para estes valores de b o segmento AB ¢é do tipo luz.

Se coshf — |senh @] < b < cosh@ + |senh§| AB ¢ do tipo tempo. Para os outros valores ele
serd do tipo espaco.

Observe que a expressao da lei dos cossenos € a mesma na geometria euclidiana mas o

discriminante (cos )% — 1 é negativo e portanto a® + b* — 2abcos ) sempre € positiva.
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Na figura abaizo c1 € do tipo espago, co é do tipo luz e ¢ € do tipo tempo. O segmento AsB
€ paralelo a reta x = y.

/, B
X=y -
/,, a
/,/ C C
(o3 2
C s A1 A2 A
by by b

PROPOSIGAO 5.55. (Formulas de Adigao)

cosh(8 — a) = cosh  cosh a — senh $senh «

senh (8 —
senh(S8 +

(

cosh(8 4+ «) = cosh  cosh a + senh 3 senh «
( = senh 8 cosh @ — senh « cosh 3
(

a)
a)

= senh 3 cosh o + senh a cosh 3

DEMONSTRAGAO. Suponhamos 0 < o < . Considere o triangulo AABC como na figura
abaixo.
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7
7
’

B=(cosh B,senh B)

Aplicando a lei dos cossenos obtemos
> ==2cosh(B — a) — 2

Pela férmula da distancia
d(A, B)? = ¢ = |(cosh 8 — cosha)? — (senh 3 — senh a)?|

Desenvolvendo

¢® = 2(cosh 3 cosh a — senh Bsenh o) — 2

Comparando obtemos a primeira férmula para 0 < a < 5. Para os outros valores usamos
—senhf. Segunda férmula segue do fato que cosh(f + a) =

cosh(—6) = coshf e senh(—60) =
cosh(f8 — (—a)) e das relagoes acima. Agora

senh?(f 4+ ) = cosh?(8 4 a) — 1 = (cosh  cosh a + senh fsenh o) — 1
senh?(f + a) = cosh? § cosh? a + senh? § senh? ) + 2(cosh 3 cosh avsenh 8 senh o) — 1
senh?(8 — a) = (senh? +1)3 cosh? a + (cosh? —1)Bsenh? ) + 2(cosh 3 cosh asenh Bsenh a) — 1
senh?(f + ) = senh? B cosh? a + cosh? fsenh? a) 4+ 1 + 2(cosh § cosh a senh Bsenh a) — 1
senh?( 4 o) = (senh § cosh o + cosh B senh a)?

Em particular fazendo a = g = 6 obtemos

cosh(26) = cosh? § + senh? 4
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Desta relacao e da relagao fundamental
1 = cosh? § — senh? @
temos
2 cosh? @ = cosh(26) + 1

Substituindo 6 por 6/2

2 cosh?(A/2) = cosh(f) + 1
De forma semelhante

2senh?(6/2) = cosh(f) — 1

Como prometemos vamos justificar a afirmacao de que a corda é maior que o arco. Observe

a figura:

O angulo 6 determina o arco hiperbdlico c¢. Dividimos o angulo na metade. Cada um dos
angulos 0/2 determinam duas cordas de mesmo comprimento ¢; por semelhanga de triangulos.
Da lei dos cossenos temos

¢? == 2(coshf — 1)
3 == 2(cosh(6/2) — 1)
Da férmula acima
2 cosh?(6/2) = cosh(f) + 1
cosh(f) — 1 = 2cosh?(A/2) — 2 = 2(cosh?(6/2) — 1)
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cosh(f) — 1 = 2(cosh(0/2) — 1)(cosh(0/2) + 1) > 4(cosh(6/2) — 1)
Portanto
? > 4ct
c> 20

A seguir dividimos cada um dos angulos na metade obtendo uma poligonal com 5 vértices

com lados com comprimento ¢y e assim sucessivamente teremos uma sequéncia
c>2c1 >4cp > ...>2"¢, ...
cujo limite é o comprimento do arco . Portanto tem-se
senhf > c > 6
Por um raciocinio analogo utilizando poligonais circunscrita mostra-se que
0 >tgho

Portanto para 6 > 0 temos
tgh < 6 < senh 6

senh0

PROPOSIGAO 5.56. As funcgdes senh, cosh e tgh sdo continuas.

DEMONSTRAGAO. Para 6 > 0 vimos que tghf < 6. Como tgh(—f) = —tgh#6 entao para
0 < 0 temos tgh 8 > 0. Pelo teorema do confronto giH(l] tgh# = 0. portanto a tangente hiperbdlica
—)
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é continua no 0. Agora como senhf = coshftgh@ entio éiH(l] senhf = 0. Usando o fato que
_>

cosh — 1 = (senh #)?/2 concluimos que éirr(l)(coshO —1)=0.
—
Usando as formulas de adicao de arco como fizemos para as funcoes trigonométricas mostra-se

que estas funcoes sao continuas para qualquer valor de 6. [l

8.1. Limites Fundamentais.

lim senh h _1q Iim coshh —1 _0
h—0 h h—0 h
DEMONSTRAGAO. Vimos que para h > 0 vale
tghh < h <senhh
Dividindo por senh h
1/coshh < h/senhh < 1
coshh > senhh/h > 1

Usando o fato que cosh(—h) = coshh e senh(—h) = —senhh mostra-se facilmente que a

desigualdade acima vale h > 0. Pelo teorema do confronto tem-se

lim senh h B
h—0 h

1

Para o segundo limite observe que

coshh —1  (coshh)®>—1  (senhh)®  senhh  senhh

h ~ h(coshh+1)  h(coshh +1) h  coshh+1
Portanto,
lim coshh —1 _0
h—0 h

Vale observar que os limites fundamentais sao as derivadas do cosh e do senh na origem.

PROPOSICAO 5.57.

(1) senh’ x = coshx
(2) cosh’ z = senhz
(3) tgh' x = sech® z

DEMONSTRAGAO.

, . senh(x +h) —senhx . senhxz(coshh — 1)+ coshxsenhh
senh’ x = lim = lim
h—0 h h—0 h
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. coshh—1 . senhh
senh’ z = senh z lim ————— + cosh z lim
h—0 h—0
Pelos limites fundamentais senh’z = coshz. As outras afirmacoes sio deixadas como
exercicio. H
cosh
tgh

senh

8.2. Férmulas para Seno e Cosseno Hiperbdlico.

Comecemos observando que

(coshz)? — (senh x)? = (cosh x + senh z)(cosh z — senh )

Se colocarmos

E(z) = coshz +senhz e F(x) = coshx — senhx

Entao temos

E(x)F(x)=1
Agora

E(a+ b) = cosh(a + b) + senh(a + b)
E(a + b) = coshacosh b+ senh asenh b + senh a cosh b + senh bcosh a

E(a+b) = cosha(cosh b+ senh b) + senh a(cosh b + senh b)
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E(a + b) = (cosha + senh a)(cosh b + senh b)

E(a+b) = E(a)E(b)

Entdo F é uma funcao exponencial.

E(z) = ek

Como E’(0) = 1 concluimos que

E(x) =€

Por outro lado, como F(x) = 1/E(x), segue que F(x) =e¢

coshz +senhz = ¢e* e coshz —senhzx =e™*

Resolvendo,

et +e % et —e T
coshx = — senhx = —

8.3. Para quem conhece um pouco de Nimeros Complexos.

Acabamos de ver que as fungoes trigonométricas hiperbdlicas podem ser definidas através
da funcdo exponencial. Muitos autores partem das férmulas acima para defini-las, sendo
esta uma apresentacao puramente algébrica. Podemos imediatamente perguntar se as funcoes
trigonométricas tradicionais admitem uma caracterizacao através de outras funcoes elementares.

Comecemos relacionando o circulo trigonométrico
22 + y2 =1
com a hipérbole
z? - y2 =1
Se substituirmos y por iy onde ¢ é a unidade imaginaria entao a equacao do circulo transforma-se

na equacao da hipérbole. Isto leva a considerar as fungoes E, F' como no caso anterior com a

seguinte mudanca

E(z) =cosx +isenx e F(x) = cosz —isenx

Entao

E(z)F(x) = (cosx)? — (isenx)?(cos )% + (senz)? = 1
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e temos
E(a)E(b) = (cosa+isena)(cosb+isenb) = (cosacosb—senasenb) +i(senacosb+senbcosa)

E(a)E(b) = cos(a + b) +isen(a+b) = E(a + b)

Por outro lado

E'(z) = —senz —icosx = i(cosz +isenz = iFE(x)
E(0) =1
Segue que
E(z)=¢%e F(z)=e ™
i

cosz +senz =€ e cosr —senxr =€~

e 4 e~ et 4 =i
COSTY = ———— senr = ——
2 2
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9. Exercicios

9.1. Derivadas.

(1) Calcule f'(z) sendo:

0)f (@) = 5 + 20) e)f(z) = V7 +25

bf(x) = D) = Vale -1)
.’EQ xr

)f(r)=THEEL 9@) =

d)f(z) =5(x—1)(z+2)(z +1)

(2) Verifique se as fungoes abaixo tém derivadas em 0. Justifique sua resposta.

a)f(z) = |z| -z b)f(z) =z |x]
(3) Encontre as equacdes das retas tangentes a curva y = 222 + 3 e paralelas & reta
8r —y+3=0.

(4) Encontre as equagoes das retas que passam pelo ponto (3, —2) e sdo tangentes a curva
2
y=x°—T.

(5) Demonstre analiticamente que néao existe reta que passa pelo ponto (1,2) e é tangente
a curva

y=4—z2

(6) A reta normal ao gréfico de uma fungdo y = f(x) num ponto P do mesmo ¢ a reta
normal a tangente ao grafico da fungao nesse ponto. Determine a reta normal ao gréafico
de f(xz) = \/x no ponto de abscissa z = 4.

5x

(7) Considere a fungao f(x) = 112

a) Determine f () usando a definicao de derivada.
b)
)

c
d) Encontre a reta normal ao grifico de f no ponto (2,2).

Encontre a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (2,2).

Determine os pontos do grafico de f onde a reta tangente é horizontal.
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(8) Encontre as equacoes das retas tangentes a curva y = /4z — 3 — 1 e perpendiculares a
reta
z+2y—11=0.

(9) Determine uma reta que tangencie as parabolas y = 2% e y = —22 + 8z — 10.

2x, r<l1

(10) Determine a e b para que f seja derivdvel, sendo f(x) = 5 .
ax®+b, x>1

1 1
(11) Mostre que a reta tangente & hipérbole y = — no ponto (a,—) intercepta os eixos
x a

2
coordenados nos pontos (2a,0) e (0, —).
a

(12) Calcule a derivada primeira e a derivada segunda das seguintes fungoes:

r+1

D f@) = o) B)F() = u(t)? + v(t)?
u\xr 2
0)f(x) = glg(x)) d) () = 2

(13) Seja f uma funcio definida em IR. Suponha que exista m > 0 tal que |f(z)| < ma?,

Vx € IR.

a) Mostre que f é continua e derivavel em 0.

x
b) Existe lin% Lﬁ? Se sim, prove. Se nao, exiba um contra exemplo.
xr—r X

(14) Seja f definida em IR, derivével em 0 e tal que f(0) = 0. Prove que existe uma fungao
g definida em IR, continua em 0, tal que f(z) = zg(x), Yz € R.

1
15) Seja r uma reta tangente aos graficos de f(z) = —22 e g(z) = = + 2. Determine r.
2

16) Encontre a distancia entre a pardbolay =22+ 1earetay =z — 1.
1% Yy )

2

(17) Mostre que a reta tangente a pardbola y = az® no ponto (xg, yo) intercepta o eixo = na

metade de xg.
(18) Para que valores de a e b a pardbola y = az? + b tangencia a reta y = .

(19) Determine a € R para que a reta y = ax tangencie a exponencial y = e*.
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(20) A funcao y = 2™ , n € N nao encontra a exponencial y = e* paran = 1,2. Paran > 3
encontra em dois pontos. Determine o para que y = = tangencie y = e*.

(21) Uma fungao f : I — IR, definida num intervalo I, chama-se céncava para cima
quando para quaisquer pontos a e b em I, com a < b, tem-se

r—a

f@) < fla)+ T2 [fB) ~ f@], Vo€ fab).

a) Dados a,b em I, com a < b, seja r a reta que passa por (a, f(a)) e (b, f(D)).

Escreva a equacao da reta r e interprete geometricamente a desigualdade acima.
b) Se f é derivavel mostre que a fungao derivada é crescente. Se além disto f admite
derivada segunda conclua que f”(z) > 0.
(22) Seja f uma fungao derivéavel no 0 tal que f(0) = 0. Calcule

lim S (f(2) + F(22) + F(32) + ... + f(na))

z—0 T

9.2. Calculo com Derivadas.

dy d?y
3 _
(1) Se Ty + Ty = 6 Calcule %(3) e @(3)

(2) Seja y = €2®, onde a é uma raiz da equacdo A2 +aX\+b = 0 (com a e b constantes).
Mostre que
d’y dy

— +a—+by =0.
dx? + Yz +oy

(3) Seja g : IR — IR uma fungao derivivel até a segunda ordem. Considere f(z) =
g (3z + 1). Calcule " (0), sabendo-se que g(1) = g'(1) = ¢" (1).

(4) Determine um polinémio p(x) de grau 2 tal que p(2) =5, p'(2) =3 e p (2) = 2.

(5) Considere o polinémio centrado em ¢ dado por

1...+a1(az—c)1—l—a0

p(x) = an(r — )" + an—1(z — )"
*®)(¢)

k!
(6) Se p(x) = x® + 22 + 1 determine os coeficientes aj, tais que p(z) = az(z — 1)® + az(z —

12 +a1(x—1) + ag.

3

Mostre que ap =

(7) Determine a equacao da reta que passa pelo ponto (0, 3) e que é tangente a circunferéncia
com centro na origem e raio igual a 1.

(8) Calcule a segunda derivada da fungao:
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1
x2sen—, x #0
T

0, x=0

fz) =

1
(9) Considere a parte da curva y = — que fica no primeiro quadrante e desenhe a tangente

num ponto arbitrario (zg,yo) dessa curva.

a) Mostre que a porgao da reta tangente compreendida entre os eixos tem como
ponto médio o ponto de tangéncia.

b) Ache a drea do triangulo formado pelos eixos e pela tangente e verifique que essa
area é independente da localizacao do ponto de tangéncia.

(10) Considere a y = x2/4p + p a parabola com foco F' = (0,2p) e diretriz o eixo x. Seja
G = (0,zp) um ponto do eixo x e r a mediatriz do segmento FG. Se P = (x¢,10) estd
sobre r, como d(P, F') = d(P,G), entdao P pertence a paralola.

(a) Mostre que a reta r tangencia a parabola no ponto P.

(b) (Propriedade de Reflexao das Pardbolas) Mostre que um raio de luz partindo do
foco e incidindo em P reflete paralelamente ao eixo .

(c) Prove que duas tangentes a parabola passando pelas extremidades de uma corda

que passa pelo foco sao perpendiculares.

F=(0,2p)
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9.3. Maximos e Minimos.

(1) a) Mostre que y = 22 + a/x tem um minimo, mas nio um maximo para qualquer valor

da constante a.

b) Determine o ponto de inflexao de y = 22 — 8/x.

b
(2) Encontre a e b tais que y = a\/z + 7 tenha (1,4) como um ponto de inflexao.
x

(3) Mostre que a curva ctbica genérica y = ax® + bx? + cx + d tem um tnico ponto de
inflexdo e trés formas possiveis, conforme seja b > 3ac, b*> = 3ac ou b?> < 3ac. Esboce

essas formas.

(4) Mostre que qualquer polinémio de grau impar n > 3 tem pelo menos um ponto de
inflexao.

5) Considere a funcao f(z) = 2™ (1 — x)", onde m e n sao inteiros positivos, e mostre que:
¢

a) se m é par, f tem um minimo local em z = 0;
b) se n é par, f tem um minimo local em z = 1;

;. m .
¢) f tem um méaximo local em * = ——— independente de m e n serem pares ou
5 m+n
nao.
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(6) Encontre o ponto sobre a pardbola 3? = 2z mais préximo de (1,4).

9.4. Assintotas.

(1) Verifique se as seguintes fungoes admitem algum tipo de assintota e encontre-as.

() f(r) = ———
23/2
b) 1) = —

(d) f(zx) =z + arctgz

(e) f(z) =2+ =)

9.5. Variacao de Funcoes.

(1) Esboce os graficos das seguintes fungdes, indicando os intervalos em que cada funcao é
crescente, decrescente, concava para cima e concava para baixo. Localize os pontos de

inflexao e todos os valores maximos ou minimos que existirem assim como as assintotas.

a)f(z) = 2* — 22 b)f(x) =223 — 322 + 1 c)f(:n):x—l—%
$2
) f(z) = 324 — 82 + 622 + 2 )f(r) =20+ i) ="
:L'2
9)f(@) h)f(@) = (x+ 1)1 i)f(z)=2V/3—x

T 2249

(2) Esboce o gréfico de uma funcdo f(x) definida para = > 0 e tendo as propriedades:

f()y=0e f'(x) (para todo = > 0).

X

9.6. Funcoes Inversas.
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(1) Para as fungoes abaixo, decida em que intervalos elas sao inversiveis e esboce, em cada

caso, o grafico de f e de sua inversa em um mesmo par de eixos.

1
a)f(:c)z;—l—? b)f(x) =22 -5z +6
|5 — 1|
= d =
Of(@) = zla] () =
b
(2) Mostre que f(x) = aa:i 7 onde ad — bc # 0 é inversivel e encontre sua inversa.
cx

O que acontece se ad — bc =07 e se ¢ = 07

(3) Seja f: IRT™ — IR uma funcgio inversivel com a propriedade

flab) = f(a) + f(b)
a) Mostre que f(1) =0 e que f(1/a) = —a

b) Se f(2) = 1 calcule f(8), f(v/2) e f~1(4).

(4) Mostre que se f e g sdo inversiveis, entdo f o g é inversivel e (fog) =g 1o f~L

9.7. Logaritmos e exponenciais.

(1) Mostre que log, b= 1/log, a onde a,b sdao positivos.

(2) calcule lim zlnz.
ac—>0+

=0.

1 n
(3) Mostre que lim (Inz)

T—00 €T

4 lcule li Inz)".
(4) cacuemg&m(nm)

(5) (a) Use o TVM para mostrar que

1
o <ln(n+1)—ln(n)<g

onde n é natural.

(b) Mostre que a sequéncia
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sp=(14+1/2+1/34+...4+1/n) —In(n)

¢é decrescente e limitada inferiormente. Pelo axioma da completude existe

y = lim (1+1/2+1/3+ ...+ 1/n) - In(n))

~ é o numero de Euler- Mascheroni. Nao se sabe se ele é racional ou irracional.
(6) Mostre que
lim (14 a/z)* = e

T—r00

(7) Calcule

: x
(a) xglzloo xe®.

(b) lim z"e".
Tr——00
(8) Esboce os graficos das seguintes fungoes, indicando os intervalos em que cada fungao é
crescente, decrescente, concava para cima e concava para baixo. Localize os pontos de

inflexao e todos os valores maximos ou minimos que existirem assim como as assintotas.

(a) f(x) =zxzlnz

(b) z(Inz)?
(¢) f(z) = we®
(d) flz) =a’e”

9.8. Funcoes Trigonométricas.

(1) Mostre que
(a) 1+tg?6 = sec? .

1 1-
(b) cos2(6/2) = %"Se sen2(6/2) — %SH
(c) tg(a+pB) = m e deduza uma férmula para tg(a — f3).
ostre que
(2) Mostre q
sen « 1—cosa
tg(e/2) = tg(e/2) = —————

1+ cosa sen «
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(3) Use o fato que a bissetriz do angulo de um triangulo divide o lado oposto na mema

propor¢ao que os lados adjacentes do angulo (figura)

b1/a =b2/c

para dar uma demonstragao geométrica da férmula

sen [
t 2)= ——
8(8/2) = 1 o5 3
(4) Por um argumento geométrico prove que
|senz —senc| < |z — (] e |cosx — cosc| < |x — ¢

(5) Conclua do exercicio anterior que as fungoes sen, cos sdo continuas.

(6) Sejam s: R — R e c: R — R fungbes derivaveis com as propriedades

Se

f(z) = (s(z) —senz)? + (c(z) — cos x)?
Mostre que f'(x) = 0 para todo z e conclua disto que s(z) = senz) e ¢(z) = cosx.
Este exercicio mostra que as propriedades acima caracterizam as funcgoes sen e cos.

(7) Seja f: R — R dada por
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Use L’Hospital para mostrar que f é derivavel e que f'(0) = 0.
(8) Seja f: R — R dada por

Mostre que f é derivavel e calcule f’(0).

9.9. Aplicagoes.

(1) Uma bolinha de naftalina perde sua massa numa taxa que é proporcional & sua drea.
Se depois de um més ela perdeu a metade de sua massa, depois de quanto tempo
desaparecera?

(2) Um avido, voando horizontalmente com uma velocidade constante v e a uma altura
h, deixa cair um objeto. Desprezando-se a resisténcia do ar, determinar o tempo de
queda e o local onde caiu, tomando-se como referéncia o ponto no solo sob o ponto de

langamento.

(3) Acumula-se areia em um monte com a forma de um cone onde a altura é igual ao raio
da base. Se o volume da areia cresce a uma taxa de 10m?/h, a que razio aumenta a
area da base quando a altura do monte é de 4m?

(4) Uma formiga sobe uma parede de vidro com velocidade constante V. Determine a

velocidade da sombra no chao (ver figura).

LUz O
R VIDRO

X "o CHAOQ




()

(6)

(7)

(10)

(11)
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Entra dgua num tanque conico a uma taxa de 2litros/min. Determine a variagao

instantanea da altura em rala¢do ao tempo no instante em que h =1 (ver figura).

Em um tanque conico entra dgua a uma taxa de 3litros/min. Se a altura do tanque é
de 20m e o raio da base é 10m, qual a velocidade de ascencao da agua no instante em
que o nivel encontra-se na metade da altura?

Uma rede de dgua potdavel ligard uma central de abastecimento situada a margem de
um rio de 500 metros de largura a um conjunto habitacional situado na outra margem
do rio, 2000 metros abaixo da central. O custo da obra através do rio é de R$640,00
por metro, enquanto, em terra, custa R$312,00. Qual é a forma mais econdémica de se

instalar a rede de dgua potavel?

Um certo cartaz deverd ter 600cm? para a mensagem impressa; deve ter 7,5cm de
margem no topo e na base e uma margem de 5cm em cada lado. Determine as dimensoes

totais do cartaz para que a quantidade de papel usada seja minima.

Um arame deve ser cortado em duas partes, uma delas sera dobrada em forma de
quadrado e a outra em forma circular. Determine como cortar o arame de forma que a

soma das areas delimitadas seja minima.

Mostre que o quadrado tem a maior drea dentre todos os retangulos inscritos numa

dada circunferéncia 2?2 + y? = a?.

Um homem num barco que dista 9km da praia deve chegar a um ponto que dista 15km

do local da praia mais proximo ao seu barco. Sabendo que sua velocidade na dgua é
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4km/h e na terra é 5km/h, determine o caminho a ser feito por ele para que gaste menor

tempo.

(12) Retirando-se quadrados iguais dos cantos de uma folha quadrada de metal e unindo as
bordas podemos fazer uma caixa. Se a folha de metal tem 1, 20 metros de lado, encontre

as dimensoes da caixa de modo a obter o maior volume possivel.

(13) Encontre a drea do maior retangulo que pode ser inscrito em um triangulo retangulo

cujos catetos medem 3 e 4, se os lados do retangulo estiverem apoiados sobre os catetos.



CAPiTULO 6

Integral

A nogao de integral é de algum modo inversa da derivada. Enquanto esta parte do global
para o local aquela integra o local para obter o global. Para ilustrar esta idéia tomemos a
cinemadtica. Se conhecemos o movimento a derivada nos da a velocidade que é um conceito
local. Se conhecemos a velocidade a integral nos da a totalidade do movimento. Neste capitulo

definimos integral de Riemann e descreveremos varias de suas propriedades e aplicagoes.

1. A nogao de Integral

Seja f :[a,b] = R. A derivada de f em z; é o nimero

f@) = fl@)

T—T1 Tr — I

Assim se ko — 21 = 0 f(22) — f(21) = f'(x1) (22 — 271).

Considere uma sequéncia a = g < 21 < ... < x; < ... < ¢, = x tal que z; — ;1 =~ 0.
Entao parai=1,2,...n f(z;) — f(zi—1) = f'(z;-1)(x; — x;—1). Somando-se todas estas parcelas
obtém-se

f(x,4)=f(x
f(x3)
f(x,)

(x1)
f(a)

122
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Pode-se imaginar que escolhendo-se os intervalos [x;—1,x;] cada vez menores obtemos uma
melhor aproximacao e no limite chega-se ao valor exato de f(x). Por este processo conhecida a
derivada recuperamos a funcao f.

A definigdo precisa de integral justifica de certo modo a idéia acima.

DEFINIGAO 6.1. Uma Parti¢ao do intervalo [a,b] é uma sequéncia
Pia=xg<m<..<x<...<xp=2»

FEscreveremos também
P={xo,x1,...,%4,...,Tn}

Seja Ax; = x; — x;—1 0 comprimento do i-ésimo intervalo. O Modulo da parti¢ao € o nimero
|P| = max{Az; :i=1,2,...n}

Uma Escolha para uma partigao P é outra sequéncia de pontos e = (t1,ta,...,t;,...t,) onde
i St S i

Considere agora f : [a,b] — R limitada e defina

m; = inf{f(x):z;1 <z <a;}

M; =sup{f(z) : zi—1 < x < 24}
DEFINICAO 6.2. A Soma Superior para [ relativa a particao P €
n
S(f,P) =Y MAx;
i=1
A Soma Inferior para f relativa a particio P €
n
s(f,P) = Z m; Ax;
i=1
A Soma de Riemann para f relativa a particio P e a escolha e €

R(f,Pe) =Y f(ti) A
=1

Para x;_1 <t < z; tem-se que m; < f(t) < M; e portanto

s(f, P) < R(f, P,e) < S(f, P)
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s(f,P)

m1 m2

S(f,P)

R(f,P.e)

X2

_/"

1
1
1
1
1
1
1

—

X3

X4

/

X5b

/

a t1 X4 t2

X2

t3

X3 t4 X4 b =t5

124

Diz-se que uma particao @ refina P se P C ). O exemplo mais simples de refinamento é

quando @ é obtida de P acrescentando um ponto u, digamos no i-ésimo intervalo.

Q:a=xp<m<...<mj1<u<z<...<xp==>0b
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Seja
M; = sup{f(z): 2,1 <z <u}

M; = sup{f(x) :u <z <)}
EntéoMﬁMieﬁiSMie

Ml(u — .’Eifl) + ﬁl(ﬂfz — u) S MZ(.’EZ — J,‘i,l)

Assim
S(f,Q) <S(f,P)

De maneira semelhante mostramos que
s(f,Q) = s(f, P)

PROPOSICAO 6.3.

Se QQ € um refinamento de P entdo
S(f,Q) < S5(f,P) es(f,Q) = s(f,P)

DEMONSTRAGAO. Partindo de P acrescentamos um ponto de @) e obtemos as desigualdades

acima. Repetimos o processo até completarmos a partigao Q. O

Claramente s(f, P) < S(f, P). Por outro lado reunido P U (@) é um refinamento de P e de Q).

Segue que

s(f,P) <s(f,PUQ)<S(f,PUQ) <S(f,Q)
Seja
s(f) ={s(f, P) : P é partigao de [a,b]}
S(f) ={S(f,P) : P é partigao de [a,b]}
s(f) é limitado superiormente por S(f,P) e S(f) é limitado inferiormente por s(f,P)

qualquer que seja P.

DEFINIGAO 6.4. A Integral Superior e a Integral Inferior de f sdao definidas por

b b
/f(x)da::infS(f) e/f(:c)dm:sups(f)

/abf(x)dx < /abf(x)dx

PROPOSIGAO 6.5.
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DEMONSTRAGAO. Qualquer que seja partigao P, S(f, P) é um majorante do conjuntos(f).
Como o sup é o menor majorante tem-se que fabf( dx < S(f,P). Logo f f(z)dz é um minorante

do conjunto S(f).Pelo mesmo argumento obtem-se que faf(x Ydx < faf x)dx. O

DEFINIGAO 6.6. Diz-se que uma funcao limitada f : [a,b] — R € integrdvel se

jcbf(x)darzzjébf(x)dx

Se este for o caso a Integral de f € dada por

/ab f(x)dx = /abf(:n)dx = /abf(x)d:c

O exemplo classico de uma fung¢ao nao integravel é o seguinte,

EXEMPLO 6.7. Seja f : [a,b] — R onde a < b dada por

1 2€Q
flx) =
2 zeR-Q
Como m; =1 e M; = 2 para qualquer i e qualquer particdo entao

s(f) ={b—a} e S(f) = {2(b-a)}

/f dx—bae/f 2(b— a)

Por outro lado o exemplo mais simples funcoes integraveis sao as constantes.

EXEMPLO 6.8. Seja f : [a,b] — R, f(z) = k. Neste caso s(f) = S(f) = {k(b—a)} e
S f(@)da = k(b — a)

DEFINIGAO 6.9. Diz-se que L € o limite de S(f, P) quando |P| tende a zero se para todo
€ > 0 existe 0 > 0 tal que |P| < § entdo |S(f,P) — L| < €. Ecreveremos,

lim s =L
lim (/. P)
De modo semelhante define-se para as somas inferiores

]lglinmS(f,P) =L

Se considerarmos a inclusao como uma relacao de ordem entre particoes entao as somas

inferiores é uma funcao crescente da particao e as somas superiores decrescente, isto é

PcQ=s(f,P)<s(f,Q)
PcQ=5(f.Q) <s(f,P)
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Vimos num capitulo anterior que uma sequéncia crescente e limitada converge para o sup da
sequéncia enquanto uma decrescente converge para o inf. E de se esperar que o limite das somas
inferiores também converge para o sup das somas inferiores que por definicao € a integral inferior
de f e o limite da somas superiores converge para o inf. A demonstracao deste fato é mais

delicada pois a ordem de inclusdo nao é uma ordem total como veremos a seguir.

PROPOSICAO 6.10.

lim S(f, P) = L = inf 5(f)

DEMONSTRAGAO. Inicialmente observe que se limp_,o S(f, P) = L entdao S(f, P) > L para
toda particao P. Caso contrario existe uma particao Py tal que L > S(f, Py). Sejae = L—S(f, Py.
Para cada n € N podemos encontrar um refinamento P, de Py com |P,| < (b —a)/n e como
Py C P, vem que S(f, Py) > S(f, P,) e portanto L — S(f, P,,) > €, ou seja nao existe J para este
e. Portanto L é um minorante do conjunto S(f). Seja L = inf S(f). Dado € > 0 existe uma
particao Py € S(f) tal que L < S(f, Py) < L+e€. Se P é um refinamento de Py entao |P| < | Py,
L < S(f,P) < S(f,P) < L+ € ouseja|L— S(f,P)| < e e poderiamos tomar § = |FPp|.

dificuldade esta para aquelas particoes que nao refinam Fy. Comecemos supondo f uma funcao

positiva e seja M um majorante de f. Seja Py : ug < uy < ... < upn, S(f, P) ZM Auj e

considere por um momento uma outra particdo P : xg < x1 < ... < xp, S(f, P g M;Ax;

com |P| < 6 < |Pyl.
Alguns dos intervalos [x;—1, ;] estdo contidos em alguns dos intervalos [u;_1,u;].Para estes
Para cada [u;j—1,u;] seja I; = {i : [zi—1, 2] C [uj—1,u,]}.
Entao Z Az; < Auj e como 0 < | Py, cada u; pertence a exatamente um intervalo [z;_1, 2;]
i€l
onde i ¢ |JI;.
Segue que

=1

j=1 i€l i¢l;

En:(z MAx;) + Y MiAw; <

j=1 i€l; i¢l;
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n

ZMJ ZA:@ —I—ZMA:U,_

i€l; i¢1;

ZMAUJ+ZMACUZ <

itl;
S(f,Po) +M-n-o

Assim se € > 0 podemos escolher uma particao Py tal que L < S(f,Py)) < L +¢€/2 e
d < €/2Mn. Se |P| < § da desigualdade acima vem que L < S(f,P) < L + ¢, ou seja

|S(f, P) — L| < ¢, isto é limp_,o S(f, P) = L = inf S(f).
Se f nao é positiva escolha uma constante k tal que g(z) = f(x) + k seja positiva. Temos
limp_,0 S(g, P) = inf S(g). Mas S(g,P) = S(f,P) + k(b —a) e inf S(g) = inf S(f) + k(b —a) e
portanto limp_,o S(f, P) = inf S(f). O

COROLARIO 6.11.
lim s(f, P) = | = sup s(f)

P—0
DEMONSTRAGAO. Basta aplicar a proposigao anterior para a fungao g(x) = — f(z) lembrando
que S(g, P) = —s(f, P) e que inf S(g) = —sup s(g). O

Virios livros de calculo definem a integral usando as somas de Riemann. A seguir vejamos

como isto é feito.

DEFINIGAO 6.12. Um nimero I diz-se o limite de R(f, P,e) quando o mddulo da parti¢ao
tende a zero, |P| — 0 se para qualquer ¢ > 0 pode-se encontrar um § > 0 tal que para toda

particio P com |P| < d e toda escolha e tem-se que |R(f, P,e) — I| < €. Neste caso escreve-se
lim R(f,P,e)=1
lim R(f, Pe)

PROPOSIGAO 6.13. Seja f : [a,b] — R limitada f € integrdvel se e somente se
hm R(f,P,e) / f(x

DEMONSTRAGAO. Se f é integravel fff(:v)dx = sups(f) = infS(f) = fj’f(x)dw =
fjf(m)d:n. Como s(f,P) < R(f,Pe) < S(f,P) tomando-se o limite concluimos que

b
]lDimO R(f,P,e) = / f(z)dz. Deixamos de fazer a reciproca. O
- a
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2. Condigoes de Integrabilidade

A seguinte proposicao apesar de ser uma consequéncia direta da definicdo de integral é util
nas aplicacoes.

PROPOSIGAO 6.14. (Critério de Cauchy)
Uma fungao f : [a,b] — R limitada € integrdvel se e somente se para todo € > 0 pode-se

encontrar uma particio P do intervalo [a,b] tal que

S(f,P)—s(f,P)<ce

DEMONSTRAGAO. Se f é integravel f;f(z:)dx = Ef(x)dx Dado € > 0 podemos escolher
uma particao P; tal que f;f(x)dzz: —€/2 < s(f,P1) e uma particdo P, tal que S(f, P) <

Ef(x)dm +¢€/2. Se P = Py UP, tem-se que S(f, P)—s(f, P) < e. Reciprocamente se para todo
€ > 0 pode-se encontrar uma particio P do intervalo [a,b] tal que S(f, P) — s(f, P) < € como

s(f,P) < [} f(x)dz e [} f(x)dz < S(f, P) entdo [} f(x)dz — [} f()dx < S(f,P) = s(f,P) < ¢
para todo € > 0 portanto T;f(x)d:v = Lff(x)dx O

O proximo corolario serd usado com frequéncia na préxima segao

COROLARIO 6.15. Seja f : [a,b] — R limitada, Se P, € uma sequéncia de parti¢oes do
intervalo |a,b] tal que,

lim (S(f,Pn)—S(f,Pn)) =0

n—oo

entao f € integravel e
b
| #ayia = tim S(7.P) = Jim s(7.P.)
DEMONSTRAGAO. Ef(x)dm < S(f,Pn) e fff(x)dx > s(f, P,) entao

T b b

/abf(x)dx—/abf(x)da:

b

a

Tomando-se o limite vem que

Portanto f é integravel. Agora
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entao )

0< [ fa)ds ~ s(7.Pa) < S(.P) = 5(7. P2)
concluimos que f; fx)dx = limy,00 s(f, Py)). De modo semelhante mostra-se a tltima
igualdade. ([

b2 — a?
. Considere a partigao P, do intervalo [a, b]

EXEMPLO 6.16. Mostremos que ff rdr =
em n partes 1guais.

P,:zo=a,z1=a+(b—a)/n,...,x;=a+ilb—a)/n,...,x, =a+n(b—a)/n=">

Para esta parti¢ao tem-se que Ax; = (b—a)/n,
m;=zi—1=a+ (@ —1)(b—a)/n e M; =2, =a+i(b—a)/n.

S(f.Pn) =Y MiAz; = (a+i(b—a)/n)(b—a)/n
=1 =1

S(f, Pn) = (a(b—a)/n+i(b—a)®/n?)

=1
S(f, Pn) = (alb—a) + (b—a)?/n* ) i
=1

Usando a férmula da progressao aritmética,

(b—a)®n(n+1)
2n?

S(f,Pn):(a(b—a)—i—

Finalmente,
S(f, P,) = (b* —a®)/2+ (b—a)?/2n



3. CLASSES DE FUNCOES INTEGRAVEIS 131
De maneira inteiramente andloga obtem-se
P,)=(*—-a*/2—(b—a)?/2
s(f, Pn) = (b" —a”)/2 = (b—a)”/2n
Aplicando o coroldrio anterior chegamos

b 2 2
b —a
Axdzx— 5

Observe que esta € a drea do trapézio com base maior b e base menor a.

3. Classes de Funcgoes Integraveis

Nesta se¢ao discutimos uma ampla variedade de fungoes integraveis.

TEOREMA 6.17.

Uma fungao f :[a,b] — R crescente (ou decrescente) € integrdvel.

DEMONSTRAGAO. Considere f crescente.Como f(a) < f(x) < f(b) f é limitada. Considere
a particao

P,:zp=a,z1=a+ (b—a)/n,...,x; =a+i(lb—a)/n,...,xn=a+nb—a)/n=">=

Tem-se que Ax; = (b—a)/n, m; = f(xi—1) e M; = f(z;).
Entao

S(f,Pn) =Y MiAz; =Y f(z:)(b—a)/n
=1 =1

s(f,Pa) = milz; =Y f(zia)(b—a)/n
=1 i=1
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SUF.Pa) — s(£P) = (b~ a)/m) 3 (Fas — Flarn) = a><f§f> — ()

=1

De onde concluimos que

lim (S(f,Pn)—S(f,Pn)) =0

n—oo
e do corolario acima que f é integravel. De maneira semelhante prova-se que uma funcao

decrescente ¢é integravel. O

TEOREMA 6.18.
Uma fungao f :[a,b] — R continua € integrdvel.

DEMONSTRAGAO. Vamos usar o fato que toda funcao continua é uniformemente continua.

Isto quer dizer que dado € > 0 existe § > 0 tal que

|21 — 22| <& = [f(z1) — flaz)| <e
Considere aqui uma partigao P tal que |P| < . Se
M; = max{f(z) : xj1 <z <uz;}
m; = min{f(x) : ;-1 <z < x;}
entao M; —m; < e e

n

S(f, P) = s(f, P) = > _(M; — my)Ax; <

i=1
EZAZL'i =¢e(b—a)
i=1

Portanto f integravel. O

PROPOSIGAO 6.19.
Se f :]a,b] — R limitada, ¢ €]a,b], f continua em [a,c[U]c,b] entao f € integrdvel.

) ]
. i

] — U
a c b
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DEMONSTRAGAO. Como f ¢é limitada, m < f(z) < M. Dado € > 0, f é continua em
[a,c — €/4(M — m)| e portanto integrdvel. Escolha uma particao Py de [a,c¢ — €/4(M — m)]
tal que S(f,P1) — s(f,P1) < €/4. De maneira semelhante escolha uma particdo P» de
[c + €/4(M — m),b] tal que S(f, P2) — s(f, P2) < €/4. Seja P = P, U P, particao de [a,b].
Se [¢c — €/4(M — m),c + ¢/A4(M — m)] é o i-ésimo intervalo de P, entao (M; — m;)Az; <
(M —m)e/2(M —m) = €/2. Assim

S(f,P)—s(f,P)<S(f,P1)—s(f,P1)+S(f,P2) —s(f,P2) +€/2<e/d+e/d+e/2=¢
Do critério de integrabilidade vem que f é integravel. O

DEFINIGAO 6.20. Uma funcao f : [a,b] — R limitada diz-se continua por partes se existe uma
particio a =cy < c; < g < ... < ¢y, =Db tal que f € continua em cada subintervalo |c;—1,c;.

COROLARIO 6.21. Toda funcdo continua por partes é integrdvel.

4. Propriedades da Integral

PROPOSIGAO 6.22. Se ¢ €]a,b[, f:[a,b] = R € integrdvel se e somente se as restri¢oes de f

aos intervalos [a,c] e [c,b] sao integrdveis e neste caso tem-se

/a ) = / " f(@)dz + /  F(a)da

DEMONSTRAGAO. Uma particao P de [a,b] que contém o ponto ¢ d4 origem a uma particao

Py de [a,c] e uma P, de [c, b] e reciprocamente.Entao
S(f,P) :S(f,P1)+S(f,P2)
3(f7p) = S(f,Pl)—l-S(f,PQ)

S(f, P) = s(f, P) = (5(f, P1) — s(f, 1)) + (S(f, P2) — s(f, P))
Como os termos entre parentesis sao positivos
S(f,P) —S(f,P) <€= (S(f7pl) —S(f,P1)> <e€e (S(fvp2) _8(f7P2)) <€
e inversamente
(S(f, Pr) = s(f, P1)) <€/2e (S(f, P2) — s(f, P2)) <€/2= S(f, P) —s(f, P) <e

Portanto f : [a,b] — R é integravel se e somente se as restri¢oes de f aos intervalos [a, c] e [c, b]
sao integraveis.

Por outro lado, como

S(f, P < / " fle)de < S(f, P)
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b
S(f, Py < / f(@)de < S(f, Py)
Entao

c b
P)g/ f(x)d$+/ f(z)dx < S(f, P)

/abf(x)da: - /acf(x)dx—I—/cbf(x)d:r

para toda particao P. Logo

PROPOSIGAO 6.23. Sejam f,g : [a,b] = R sao funcdes integraveis e ¢ € R.

(1) A soma [+ g € integrdvel e

/ab(f(x)—i-g(x))dx:/abf(x)dx+/abg(x)dx

(2) cf € integrdvel e

(8) Se f >0 entao

/abf(:c)dx >0
/ @)l > | / ' flayde

DEMONSTRAGAO. Para o primeiro item,

(4) |f| € integrdvel e

b n
[0+ gt = i RGP = i S0 +ol0) i =
lim Z f(t)Az; + hm Zg YAz =

P50
/f dx+/ g(z)dw

b
/ cf(z)dx = hm R(cf,Pe) = hm Zcf VAx; =

O segundo ¢é semelhante,
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C}}LnOZf Aa:z—c/f

Se f >0 entao Y i, f(t;)Az; > 0. Pela conservacao do sinal,

b n
/a flapde = Jim 3 J (1) 2 0

Finalmente para o tltimo item, da desigualdade triangular tem-se ||f(x)|—|f(y)|| < |f(x)—f(y)|.
Se

m; = inf{|f(z)] : zi—1 < < 24}

N, = sup{|f()] : 31 < @ < )
entao

M; —m; = sup{[|f ()] = [fW)I|  wim1 <@, y <@} <
sup{[f(z) = fFW): wia <@, y <wi} = My —my
S(If1,P) = s(If], P) < S(f, P) = s(f, P)

Assim se f é integravel |f| é integravel. Como |f(z)| > f(z) > —|f(z)| tem-se que

/ | @lde > | / ' fla)d

PROPOSIGAO 6.24. (TVMI- Teorema do valor Médio para Integrais) Se f : [a,b] — R € uma

0

fungao continua entao existe ¢ € [a,b] tal que

/f ()b - a)

DEMONSTRAGAO. Como f é continua pelo teorema de Weierstrass ela assume o valor maximo

M e o valor minimo m. Como m < f(x) < M segue que

b
m(b— a) < / F@)dz < M(b— a)
Entao

_ bia/abf(x)da:

Pelo TVI existe ¢ € [a,b] tal que
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OBSERVAGAO 6.25. Claramente devemos definir faa f(x)dx = 0. Agora se a < b < ¢ entdo
[2 f(x)de = fabf(a:)dx + [y f(z)dz. Portanto f; f@)de = [7f(x)de — [y f(x)dx. Assim
se convencionarmos que fcbf(:v)dx = — [y f(x)dz entao a férmula f:f(:r)dx = [7 f(x)dx +

fcb f(x)dx continua vdlida. Assim o faremos.

5. TFC- Teorema Fundamental do Calculo

Se f :[a,b] - R é uma funcao limitada e integravel para cada t € [a,b] definimos a Fung¢do
Fundamental

Flt) = / e

PROPOSIGAO 6.26.

A funcao fundamental é continua.

f(t+h)

f(t)

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que limy o F(t + h) = F(t) o que é equivalente a
limy,0(F(t+ h) — F(t)) = 0.
t+h

F(t+h)—F(t) = f(z)dx

Como f ¢ limitada entao m < f(z) < M. Integrando,

t+h
mhg/ f(x)dx < Mh
t

Pelo teorema do confronto limy_,o(F(t + h) — F(t)) = 0. O
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EXEMPLO 6.27.

1 <z<l

Seja f:10,2] - R dadaporf(x):{ 5 (1)23322
=

2~~~ —

G

e

Entao

t <t<l1
F(t) = 0=t

2t—-1 1<t<L?2

Observe no exemplo acima que a funcao f nao é continua em 1 mas a fungao fundamental é

continua em todo o dominio. Podemos dizer que a integral apaga as descontinuidades.
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TEOREMA 6.28. (TFC- Teorema Fundamental do Cadlculo)
Seja f : [a,b] = R uma funcao continua. Entdo a func¢ao fundamental

_ / ")

¢ derivavel e F'(t) = f(t) para todo t € [a,b].

DEMONSTRAGAO. F(t + h) — = [ f@)de — [! f(a)dz = [T f(z)dz. Como f &
continua pelo teorema do valor 1ntermed1ar10 existe c entre t e t+ h tal que /! ih f(x)dx = f(c)h.

Novamente como f é continua se h — 0 entao f(c) — f(¢). Portanto

B t+h
F(t) = tim FEE1 2O = Jim o [ f(@)de = Jim p(e) = 0

O

DEFINIGAO 6.29. Uma funcgao G : [a,b] — R diz-se uma Primitiva de f : [a,b] — R se
G'(x) = f(z) para todo x € [a,b].

COROLARIO 6.30. Se f : [a,b] — R for continua e G é uma primitiva de f entdo

Ji f(@)dz = G(b) - Gla).

DEMONSTRAGAO. Se F é a funcao fundamental entdao F'(t) = f(t) = G'(t). Entao
— G = 0 e portanto G(t) = F(t) + k, k constante. Como F(a) = 0 entdo G(a) = k.
Assim G(t) = F(t) + G(a).

E comum utilizar a seguinte convencao G(z)|% = G(b) — G(a) de forma que

/ f(2)dz = G(x)|,

Vamos também indicar as primitivas de uma fungao f pelo simbolo de integral:

/f () + K

O TFC justifica a ideia intuitiva do comego deste capitulo de que recuperamos uma funcgao

integrando sua derivada desde que esta seja continua:

F(x) = F(a) + /x F'(t)dt
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A importancia do TFC estd no fato que ele permite o encontrar uma integral evitando o
arduo caminho de se calcular os limtes das somas de Riemann.

A seguir uma lista de primitivas:

(1) /x"dac = 2" /(n+1) + k desde que n + 1 # 0.
@)
(3)
(@)
(5)
1
(6) ﬁd
1

(7) mdl‘ = arctgx —+ k

A filosofia para fazer a lista: derivamos uma funcdo. A integral da derivada é a funcao.

1

—dr=Inz+k.

T

e’dr = e + k.
cosxdr = senzx + k.
senxdx = —cosx + k.

T = arcsenzx + k.

— e —

Assim tg’(z) = sec?(z) portanto /sec2 (x)dx =tgx + k.
O leitor pode ampliar a tabela acima.

6. Técnicas de Integracao

A cada regra de derivagao corresponde o que chamamos de uma técnica de integragdo. A mais
Obvia diz que a integral da soma de duas fungoes é igual a soma das integrais que corresponde a
regra que diz que a derivada da soma é a soma das derivadas.

A que corresponde a derivada do produto é a seguinte técnica:

PROPOSIGAO 6.31. (Integrac¢ao por partes)

Se f,g:[a,b] = R sdo fungoes com derivadas continuas entdo

b b
/ f(@)g (x)dx = f(z)g(x)[; —/ 9(z) f'(z)dz
DEMONSTRAGAO. Como (fg)(x) = f'(z)g(z) + f(z)g'(x) entao
b b b
/ g(w)f'(m)dﬂf+/ gl(fﬁ)f(ff?)de/ (9.) (@)dz = f(x)g(x)[
(]

EXEMPLO 6.32. Vamos calcular f; xe®dx. Tomando-se f(x) = x e ¢'(x) = e tem-se que

fl(x) =1 e g(z) =e*. Aplicando a formula acima
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b b
/ zedr = e[ — / e*dx = be® — ae® — ¥ + ¢°
a a

A versao da integracao por partes para primitivas enuncia-se da seguinte forma:

/}uw@szﬂmmw—/a@WWMx

No exemplo anterior tem-se

/a:exdx = ze® — /exdx =ze® — €7

Costuma-se escrever a férmula

/fuM@Mx—ﬂmmm—/mmfqu

seguinte maneira abreviada:

/udv—uv—/vdu

PROPOSIGAO 6.33. (Mudanga de Varidvel ou Substituicdo)
Seja v = u(x) uma fungdo com derivada continua definida num intervalo [a,b] e f uma

fungdo continua tal que u([a,b]) C Domf. Entdo

b u(b)
u(z)) (x)dr = u)du
| @@ A@ﬂ)

DEMONSTRAGAO. Se F' é uma primitiva de f entao (F ou)(z) = f(u(x))u/(x). Entao

b b u(b)
/ fu(@))u'(z)dx =/ (Fou)(z) = (Fou)l) = F(u(b)) — F(u(a)) =/ f(u)du

EXEMPLO 6.34. Para calcular f02 dz facamos a mudanca de varidvel u = 2 + 1

x
vz +1

entao u'(x) = 2x. Assim

2 T 2 u' () ? /
[ o= |, st = ), S @i
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onde

F(w) (0)=1u(2)=5

1
N i

u(2) 5 1 5
/u(O) f(u)alu/1 mdu = Vulf = V5 -1

2
| e =51
0

2?2 +1
Na pratica para encontrar a primitiva fazendo uma mudanga de varidvel operamos da seguinte

forma: Faz-se u = u(x)

/f(U(iU))U'(x)diU = /f(U)du = F(u) = F(u(x))

onde F' é uma primitiva de f.

EXEMPLO 6.35. Para calcular [ €% cos zdx fagamos u = senz. Entdo du = cos zdz,
/esenx cos xdx = /e“du =e' ="M+ k

Em vérias situagoes é mais facil calcular a primeira integral da férmula de mudanca de

varidvel. Neste caso precisamos supor a funcao u = u(z) seja inversivel e procedemos assim,

d u~1(d)
w)du = w(z))u (x)dx
[ swan= [ s

1 . .
ExEMPLO 6.36. Vamos calcular fo V1 —u2du. Para eliminarmos a raiz fagamos u = senx
onde 0 < x < /2 entdo du = cosxdx e x = arcsenu

1 w/2
/ V1—u2du = / V1 —sen?(zx) cos zdr =
0 0

w/2 w/2
/ cos® zdxr = / H—c;s(lv)dx = (z/2 + (sen2x)/4) 3/2 =m/4
0 0

7. Fracgoes Parciais

Vamos descrever um método para integrar fungoes racionais.

Considere f(zx) = P(z)/Q(x) uma funcdo racional. Comecemos observando que podemos
supor o grau de P(z) menor que o grau de Q(x). Se nao for o caso entdo fazemos a divisao e
obtemos

P(z) = 5(z)Q(x) + R(x)
P()/Q(z) = S(x) + R(z)/Q(x)
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onde o grau de R(z) menor que o grau de Q(z).

A seguir analisemos 0s casos mais simples.

1)
a
d
/bm—i—c v

Fazendo a mudanca de variavel v = bx + ¢ obtemos

/ - Cda: = (a/b) In(bz + ¢)

ar +b
g Sp——
x?+cx+d
Distinguimos trés casos de acordo com as raizes do denominador:

(1)

2)

ar+b ar +b
224+cx+d (z—a)lz—p)

(2)
ar +b ar +b

2+cx+d (z-a)

(3)
ar+b ar+b

2+cx+d (v—a)?+ B2
Nos dois primeiros casos existem constantes A e B tais que

ar +b A B
G-a)o—B) z-a -4
ar+b A B
(w—a)z_:v—a+(:v—a)2

No primeiro caso observe que

ax+b=(x—PB)A+ (r—a)B=(A+ B)x — fA—aB

Como a igualdade vale para todo x obtemos o sistema

A+ B = a
BA4+aB = -b
cuja solucgao é
A - aa+b
a—f
B - Ba+b
= 5.

Fica como exercicio mostrar a existéncia de tais constantes no segundo caso.

142
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No terceiro caso fazendo a mudancga de varidvel u = (x — «)/f recaimos na integral

/ ar +b d / ar +b d
—_—ar = —_—aQr =
22+ cx+d (x — a)? + (2
/ afu+ac+b
B2 (u*+1)
Como consequéncia para calcularmos a integral

ar +b
——dx
2+ cx+d
basta usar as seguintes integrais:

1 1 1
/x_adx—lnh‘—oz /(,%'—Q)de__x—a

1
/az;ildx = (1/2)In(z? + 1) /acQ—i—ldx = arctgx

ExEmMPLO 6.37. Calcular
/ 22 — 3z + 2

2 —3x+2=(r—2)(z—1)
T z A B

:E2—3:L‘+2:(x—2)(x—1) x—2+x—1
r=(x—1)A+(x—-2)B=(A+B)x— A—-2B

A+B = 1
A+2B = 0

Solucao:

A solucgo A =2 e B=—1.

/“f'd _/( 2l ol —2) — Iz —1)

x2—3x+2x_ r—2 x-—1

/”5 dr =t E= Y

2 —3x+2 x—1

Passemos ao caso em que o denominador é de terceiro grau.

ax® +bx +c
/a:3+dat2+ea;+f v
ax’ +bxr+c
23 +dx?+ex+ f

Existem as seguintes possibilidades para a fungao racional
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onde A, B e C sao constantes a serem determinadas:

(1) azx? +bx + ¢ A n B n C
G- A7 r-a -5 17
axr® +bxr +c A B C

2 =

®) e—ape-5 " r-at@-arTi-p

(3) aa:2—|—ba:—|—c_ A n B n C
(r—a)} z-—a (r—0a)? (zr—a)
ax?® +bx + ¢ A Bx+C

W @ ™ a2 P

No primeiro caso vejamos como determinar as constantes.

1) Somando as fragoes do segundo termo e comparando o numerador temos,
ax® +bxr +c= (z — B)(x —7)A+ (x —a)(z —v)B + (z — a)(z — B)C

Neste ponto podemos seguir o mesmo caminho que no caso anterior. Comparar os
coeficientes e encontrar um sistema cuja solucao determina as constantes. Vamos optar

por uma solugao mais simples.

Facamos © = o entao
ac® +ba+c=(a—pF)(a—7)A

Portanto
ac? + ba + ¢
A= ——— ——
(= B)(a—7)
Se x = (8 entao

af?+b8+c=(B—a)B—7)B

B aB?+bB3+c
(8 =a)(B =)
Se x = v entao

ay® +by+e=(y-a)(y - B)C

ay? +by+c

R S )

Observemos que se os polinomios de segundo grau sao iguais entdao os valores de
A, B e C sao dados pelas expressoes acima. Com estes valores o polinémio da direita

coincide com o da esquerda em trés valores distintos e portanto eles sao iguais.
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Passemos para o segundo caso.

ar’ +br +c= (z —a)(x — B)A+ (z — B)B+ (z — a)*C

Se x = (8 entao
aB? +b3+c=(B—a)’C

ap? +bB8+c

C= "G a2

Se x = o entdo

ac® +ba+c=(a—B)B

Para determinar A derivamos a igualdade e temos

A 2aa+b_aa2+ba+c
a—f (B—a)?

No terceiro caso

ar’ +br+c=(x—a)A+(z—-a)B+C
Veja que o mesmo polinémio esta centrado na origem e em ¢ = . Para determinar

seus coeficientes derivamos em ¢ = «.

aa® +ba+c=C
2aa0 +b =B

a=A

No ultimo caso

az® +bx +c= (2 + BHA + (z — a)(Bz + O)
Se z = o entdo
ac® +ba + ¢

A=
a? + 32
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e para determinar B e C' comparamos coeficientes.
Vamos parar por aqui. Para o método geral das fragoes parciais o leitor pode
consultar o livro G.F.Simmons-Volumel ou Van der Waerden-Modern Algebra-Volumel.

EXEMPLO 6.38. Calcular

/x(x - 11)(95 g

1 A N B n C
r(x—1)(z—-2) 2z x-1 =x-2
l=(z-1)(z-2)A+z(zr—-2)B+2(z—1)C
Fazendo x =0, x = 1, = 2 obtém-se respectivamente A =1/2, B= -1, C =1/2.
Entao,

/x(x_11)(x_2)dx:/21xda:—/x_11)da::(1/2)/$12dx

Solugdo:

1 x(x —2)
dr=(1/2)Inx —1 —1 1/2)1 —2)=In+——
| o=t = (/2 e — (@ = 1) + (1/2) @ -2) = Y
ExEMPLO 6.39. Calcular
/ 222 — 5z + 1
——————dx
3 — 212+
Solugdo:
22% — bx + 1 222 — br + 1
———do = | ——————dx
3 — 222+ z(r —1)2
20% — bx 41 A, B C
r(z—12 2z x—-1 (z—1)2
202 — 5z 4+ 1= (2 — 1)?A+z(z — 1)B 4 2C
Fazendo x =0, x = 1, x = 2 obtém-se respectivamente A =1, C = —2. Agora se

z =2 entao A+2B +2C = —1. Assim B = 1.

222 —5:B+1
—d
:E3—2:U2—|—x / :c—i—/

EXEMPLO 6.40. Calcular

322 —x+4
/ (@ — 1)(a2 +2)d”“’

da:— 1/2)/(33_11)2d:c:1n:c(9:—1)+2/($—1)
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Solugdo:
322 —x 44 A +Ba:+C
(x—1)(224+2) (z—1) 2242
322 —x+4= (22 +2)A+ (z — 1)(Bz + CO)
Fazendo x = 1 obtém-se A = 2. Comparando os coeficientes de sequndo grau
temosA + B = 3. Portanto B = 1. Comparando os coeficientes de primeiro grau

C —B=—-1. Disto C =0.

r? — b o
/wdm = / (a 3 l)dx+/ 2% = 2In(z—1)+(1/2) In(2°+2) = In((z—1)*Va? + 2)

3 —222 4+ 2

8. Integrais Improéprias

Nesta seccao estendemos a definicdo de integral para funcoes definidas em intervalos nao
fechados ou ilimitados. Estas integrais sao denominadas de impréprias. Podemos dividi-las em
dois tipos:

1. Fungdes cujo dominio sao intervalos [a, b[ ou |a, b] ou |a, b].

2. Fungoes cujo dominio sao intervalos nao limitados [a, 00| ou Joo, b] ou R =]oo, ool.

DEFINIGAO 6.41. Seja f : [a,b]— R tal que para cada ¢ €]a, b a fungao f restrita ao intervalo
[a, c] seja integrdvel.

Definimos a Integral Imprépria f: f(x)dx por

/f o = Tim af()

Para as fungoes f :Ja,b] — R com as mudancas ébvias define-se

b b
/f(x)da:: lim f(z)dx

c—a4 c

Caso f :]a,b[— R ent@o tomamos c entre a e b e definimos

/a " fa)de = / " (@)dz + / ’ f(a)dn

1 c
1 1
/ ————=dz = lim ———=dz = lim arcsenc =7/2
0 1— 1'2 c—1_ 0 1— .%'2 c—1_

EXEMPLO 6.42.
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Quando os limites sao finitos diremos que a integral imprépria é convergente. Caso contrario

dizemos que é divergente.

EXEMPLO 6.43.

! !
/ —dzr = lim —dz = lim (—Inc) =00
0

x =04+ J. @ c—04

Tl b1
/ x2de‘— lim —dr = lim (1/c—1) =
0

C—>0+ .’E2 C—>0+

1 1
1 1
—=dzr = i —dr =1 2-2 =2
|} o= tig, [ e = i 2= 240 -
Nos exemplos seguintes estendemos os trés casos do exemplo anterior.

EXEMPLO 6.44. Se k > 1 entao

1 1
/ 1d:L'— lim idav— lim L(1—%)20@
0 -

xk c—04 fL'Z c—04 1—-k
pois k—1 > 0.

EXEMPLO 6.45. Se 0 < k < 1 entao

1 1
ot =i [ e = Jg 00
poisl—k>0.

EXEMPLO 6.46. Se k < 0 entdo a integral é prdpria e temos

/1 kg 1 Sl 1
0 —k+1 07 _k+1
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PROPOSICAO 6.47.

Se f e g sao fungoes deﬁm’das num intervalo [a,b] tais que |f(x)| < g(x) para todo x e

b
/ g(z)dx é convergente entao / |f(z)|dz € convergente. Em particular se f(x) > 0 entao

/f )dx converge.

DEMONSTRAGAO. A funcao

-/ @)l

é crescente e limitada por / g(z)dz. Portanto
a

b
/ f(@)|dz = sup F(c)

a<c<b

DEFINIGAO 6.48.
b b

Diremos que / f(x)dx converge absolutamente 56/ |f(x)|dx converge.
a a

PROPOSICAO 6.49.

b b
Se/ f(z)dz converge absolutamente se/ f(x)dx converge.

DEMONSTRAGAO. Seja

£ @ @)

b
Entao f(z) = f+(z) — f-(x) e 0 < fi(z), f-(x) < |f(x)|. Se / |f(z)|dz converge entao da

proposicao anterior / fi(z)dz e / f—(z)dx convergem. Logo

/f dx—/f+ d:c—/f

converge. O
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EXEMPLO 6.50. A integral

1
1
/ SN
0 1— g4

€ convergente.

Com efeito
L ! 1
——dzr = dz
o V1—z4 0 V1—x2v1+ 22
Como ——— < 1 entdo
1+z
1 1
<
V1—21 7 V122
Segue que
/1 ! dx < /1 ! d /2
——dx ——dr =7
o Vi—zt T Jo vV1—2a2
converge.

EXEMPLO 6.51. A integral

1 senx

0 VI

converge pois no intervalo [0, 7| tem-se 0 < senx < 1. Consequetemente

dx

PROPOSICAO 6.52.
b

Seja f : [a,b[— R uma funcgdao positiva tal que / f(x)dx converge e g uma funcao continua
a

e positiva definida no intervalo fechado |a,b].
Entao

[ s

converge.
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DEMONSTRAGAO. Como ¢ é continua existe k& > 0 tal que g(z) < k para todo = € [a,b].
Como consequéncia

/abf(x)g(x)d:v < /ab kf(z)dz = k /ab f(@)da

8.1. Integrais Impréprias sébre Intervalos Ilimitados.

DEFINICAO 6.53.

Para uma fungao f : [a,00[— R tal que para todo ¢ € [a, 00| a restri¢io de f ao intervalo
[a,c] € integrdvel define-se a Integral Imprépria

/OO f(x)dx = lim cf(:v)daj

Cc— 00 a
Se o limite acima existir dizemos que a integral imprdpria converge. Caso contrdrio dizemos

que diverge.

De maneira analoga define-se

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dzx

c——00 c

/_Z f(z)dx = /_COO f(z)dx + /COO F(a)de

onde ¢ é um numero qualquer.

EXEMPLO 6.54.

€T c—00

<1
/ —dzr = lim (Inc) = o0
1
/mldx—lim(l—l/c)—l
p o2t a

c—00

> 1 * 1 )
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EXEMPLO 6.55.

L k>1

0 (1-k) 1
/ 1dm—lim(c—1)—{oo k<
1 T—k

A seguinte proposicao resume as propriedades das integrais improprias em intervalos
ilimitados. A sua demonstracao segue os mesmos passos do que foi feito para intervalos limitados

e serd omitida.

PROPOSICAO 6.56.
(1) Se f(z) > 0 entdo

/aoo f(z)dv = sup /acf(x)dw

podendo ser finito ou infinito.

o0
(2) Se / f(z)dz converge absolutamente entdo ela converge.
a

(3) Se |f(x)] < g(x) e / g(x)dx converge entdo / |f(x)|dx converge e portanto

/ f(x)dx converge.

oo
(4) Seja f : |a,00[— R uma fungao positiva tal que / f(x)dx converge e g uma func¢do
a

continua, limitada e positiva definida no intervalo [a, ool
Entao

/a " f@)g(x)d

converge.

EXEMPLO 6.57. A integral

*© 1
/ 4d3:
o 14z

o0

converge. Com efeito T <grea mtegml/ gdm converge.
a
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EXEMPLO 6.58. A integral

o0 2
/ e Udx
0
€ convergente.

Para mostrarmos isto comecemos decompondo

o0 2 1 2 o0 2
/ e Tdx :/ e ” da:+/ e Tdx
0 0 1

153

o oo
~ 2 _ _ ~ _p2
Se x > 1 entao .’E2 >ree ¥ <e”. Como/ e Ydx converge entao/ e Udr converge.
1 1

EXEMPLO 6.59. Neste exemplo vamos mostrar que a integral de Dirichlet

/°° sen T
0

X

converge mas nao converge absolutamente.

y=senx/x

TS0 ---w__ 2

0

dx

y=1/x

_——————— T

Comecemos definindo a sequéncia
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™ 2m (n+1)m
ao:/ [senz], a1=/ lsenévldx,m,%:/ [sena|
0 x T € nm €

Claramente lim,_, a, = 0 e a sequéncia € decrescente ou seja ag > a1 > ag > ... > Ap > .. ..

Nossa integral € dada por

o]
sen x
/ . dmzao—al+a2+...+(—1)"an+...:g (=) "ay,
0 n=0
Consideremos agora as subsequéncias parciais pares e impares

Sop =Gg — a1 +az + ...+ asy

Sopt1 =Gp — @1 + a2 + ...+ a2n — A2p41

Entao

Sont+2 = Son — A2np+1 + A2p42
S2n+3 = S2n+1 + G2n+2 — A2n+43

Como aon11 > Aont2 € Aopto > Aonpts entdo Sopto < Sop € Sonts > Sopt1. Assim a squéncia
par € decrescente e a impar € crescente.

§1 <83 <85 < ... < 8pg1---< .. 89 < S22 < ... < 89 < 8

Como lima, =0 e |Sop+1 — Son| = an concluimos que

lim s9,, = lim s9,4 = lim sy,

Portanto

o0
sen .
/ dr = lim s,
0

x
converge. Passemos a convergéncia absoluta

> |senx =
/ gdmzao+a1+a2+...+an+...:Zan
0 x n=0

/(n+1)7r ‘ Senx\ /(n+1)7r ‘ senx\
ap = —dx > - dx =
nm x nmw (n + 1)7T
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- dp —
GRSV M i ey

. /<n+1>7r Jeosal e 2
nmw (n + 1)7‘(‘

Desta forma
o0

/OO|SGHCC|dx>22 1
0 T Wn:0n+1

que diverge.

EXEMPLO 6.60. A funcdo Gama definida por

I‘(p):/ 2P le % dx
0

converge para todo p > 0.

oo 1 fe’e)
/ :Up_le_’”da::/ xp_le_xda:+/ P le ?dy
0 0 1

Para 0 < z <1 temos aP~te™® < aP~ 1 =1/217P ¢ [[¥1/2'"Pdx converge.

Com efeito

Para a sequnda integral lembremos que

lim z"/e* =0
T—00

Tomemos M tal que se & > M entdo " /e® < 1. Se tomarmos n = p+ 2 entdo xP2/e* < 1
0 que acarreta que :Up_l/ez < 1/x2.

Como fj\o/[o 1/x2dx concluimos que a sequnda integral também converge.

9. Aplicagoes do Caélculo Integral

Nesta seccao aplicamos os conceitos desenvolvidos anteriormente do célculo integral para
calcular dreas, volumes comprimento de arco de curva e area de superficies e algumas aplicacoes

3 fisica.

9.1. Area. Convenciona-se em geometria que a unidade de area é o quadrado unitdrio. A
area de uma figura plana é definida intuitivamente como a quantidade de quadrados unitarios
contidos na figura. Das propriedades de proporcionalidade e congruéncias que se espera deduz-se
entao férmulas para a drea do retdngulo, do triangulo e mais geralmente para a area de uma
regiao poligonal. Em se tratando do circulo pelo fato de sua fronteira ser uma curva nao linear
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estes métodos nao funcionam. O método de exaustdo utilizado por Arquimedes consiste em
calcular a area de poligonos inscritos no circulo e passar ao limite tornando os seus lados cada
vez menores. Esta é a idéia fundamental do calculo integral.

Sejam f : [a,b] = R e g : [a,b] — R fungbes continuas tais que f(z) < g(z) e

D={(z,y):a<z<b, flz) <y<g@)}
Tomemos uma particao
Pia=xy<o<...<z;<...<xp=0>
do intervalo [a, b].
DEFINIGAO 6.61. Define-se a Area de D por
n n
A(D) = lim (9(xi) — f(zi))Az; = lim AA;

P P
| |a02,:1 | |~>Oi:1

O |m e e e e -

Da definicao de integral

A drea é obtida integrando o elemento de area dA = (g(z) — f(x))dx.

EXEMPLO 6.62.
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Determine a drea da regigo D limitada por y = 2% e y = \/x.
Solucao: FEstas funcdes encontram-se em x = 0 e x = 1. Neste intervalo a raiz € maior.
Portanto

1
A(D):/O (Vx — 2?)dz = 1/3

EXEMPLO 6.63. Calcule a drea da figura localizada no primeiro quadrante limitada por
y=1/z,y=1x ey =x/a® onde a > 0.

Solugdo: A hiperbole e a reta y = x encontram para x = 1 e a reta y = x/a* em x = a.
Entao

1 a
A= / (z — x/a®)dx +/ (1/x — x/a®)dx
0 1
Um cdlculo simples mostra que A = Ina.

y=1/x y=x

y = x/a?

-
Q




9. APLICACOES DO CALCULO INTEGRAL 158

9.2. Volume de Sélidos de Revolugao.

(1) ROTACAO EM TORNO DO EIXO z.

Seja f : [a,b] — R uma funcao continua e positiva e D o subconjunto do plano dado

por

D={(z,y):a<z<b, 0<y< f(z)}

Se girarmos D em torno do eixo x obtemos um sélido S esquematizado na figura

1
1
1
1
1
1
1
1
a

Para deduzirmos uma férmula para o volume V' (.S) considere o elemento de volume

dV dado pelo cilindro infinitesimal cujo raio é f(z) e altura dz como na figura.

dV = 7 f(z)*dx

Entao

V(S):/dV:/abwf(x)de

EXEMPLO 6.64.
Deduzir a formula do volume de um cone reto cujo raio da base é R e cuja altura h.



9. APLICACOES DO CALCULO INTEGRAL 159

Solugao: Obtém-se o cone girando a regiao D correspondente a funcao f(x) = Rx/h
para 0 < z < h.

_R.I' 1
ZI*T E
o
h !
b h TR [h
V(s) = / o (2)2d = / w(Be/)dr = T [ 0%
a 0 0

1
V(S) = gﬁRQh

EXEMPLO 6.65. Volume do elipsoide de revolugao.

Tomemos a fungdo f cujo grafico é a semi-elipse
onde y > 0.

a2 — 2
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Entao

—a<zx<a.
a b2 9 9
V(S) :/ ﬂ—aQ (a* — z7)dx

V(S) = %ﬂab2

Note que se a = b= R obtemos o volume da esfera

4
V(S) = §7TR3

EXEMPLO 6.66. Determinar o volume do solido girando em torno do eizo x a regido
limitada pela pardbola y = % + 1 e pela reta y = 2z + 1.

Solucdo: As duas curvas encontram-se nos pontos onde x =0 e x = 2. Entdo
2
- / (20 + 1) — (22 +1)2)da
0

V =104/15

Observe que calculamos a integral da diferenca dos quadrados e nao a integral do
quadrado da diferenca como no caso das areas!

(2) ROTACAO EM TORNO DO EIXO y.

Com a mesma nomenclatura do caso anterior, considerando a > 0, se girarmos o

elemento de drea em torno do eixo y, de acordo com a figura abaixo
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iCD '

\\\\\\\\""---_——_————__;j““-—---""/ a X x+ dx b

obtemos o elemento de volume como a diferenca de dois cilindros encaixados.
AV = n(x + dx)* f(x) — ma* f(x)

dV = 2nzf(x)dx — mxf(z)da?

como o segundo termo é de segunda ordem entao

dV =2nxf(z)dx
Assim
b
V(9) :/dV:/ 2rx f(x)dx
EXEMPLO 6.67. O Toro T ¢é obtido girando em torno do eixo y o circulo (x —

a)? +y? = b* onde a > b > 0. Vamos inicialmente calcular o volume do semi-toro
considerando a func¢ao

y= VP (x—ap?
paraa—b<xz<a-+b.

Aplicando a férmula anterior

a+b a+b
V= / 2rx f(x)de = / 2rx/b? — (x — a)3dx

—b a—b
fazendo a mudanca de varidvel x —a = bsen 8, dz = bcos0df temos
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w/2

a+b
/ /b2 — (z — a)2dx = / (a + bsen 0)b? cos® Adh
a—b

—7/2
/2 w/2
= / (ab? cos® 0dO + / (b cos? O sen Hdh
—7/2 —7/2
Calculando estas duas integrais bem conhecidas e substituindo tem-se

V = r2ab?
Portanto
V(T) = 2r2ab?

Se a funcao f : [a,b] — R for crescente temos uma bonita relacao entre a rotagao
em torno do eixo y da regido limitada pela funcdo inversa f~! e a rotacdo em torno do
mesmo eixo da regidao limitada por f como veremos a seguir.

O volume em torno de y da fungao inversa é dado por
f(®) L o
Vo= [ n )y
f(a)

Fagamos a mudanca de varidvel y = f(x), dy = f'(z)dx

f(®) b

Vo1 —/ 1 (y)2dy = / mx? f(z)dx
f(a) a

Integrando por partes

u= 2> — du = 2xdx

dv = f'(z)dz — v = f(x)

b b
/ rx? f!(x)de = ma? f(z))8 — / 2rx f(x)dx

a
Portanto

Se

entao
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V 4+ Vo =ab?f(b) — ma® f(a)
Em resumo
” A soma dos volumes das rotagoes em torno do eixo y ¢é igual a diferenga entre os
volumes do cilindro de raio b e altura f(b) e o cilindro de raio a e altura f(a)”

Este fato é evidente da figura

(3) METODO DAS SECCOES TRANSVERSAIS.
Este método generaliza um dos casos anteriores. Seja S é um sélido e r uma reta.
Se um plano 7 perpendicular a r intersepta S entao a interseccao S N7 é chamada de
secgao transversal do sélido S. Fixado um sistema de coordenadas na reta r para cada
x seja A(x) a drea da seccao transversal correspondente ao plano que passa por x. Se

S é um sélido limitado entdo = varia num intervalo [a, b].

/ s

/

'

AX)

\
1

h
1
|

\ !
7 1
N 1
'
1 1
1 '
' 1
1
' 1
1 '

X

m

Caso a fungao
A:fa,b) = R

seja integravel entao o volume do sélido é dado por

b
V(S):/ A(x)dx
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EXEMPLO 6.68. Cunha
Vamos calcular o volume de uma cunha limitada por um cilindro de raio R e por

dois semiplanos formando um angulo oo como na figura abaizo.

Se o triangulo como na figura tem base b e altura h entdo
tga=h/b

R? = b +2°
Destas relagoes concluimos que a dres do triangulo é dada por

tga(R? — 2?)

Az) = 5

e o volume

R R o (R2 — 22
V(S):/_RA(x)dx:/_R tg(R2)d:c

2

EXEMPLO 6.69. Principio de Cavaliere
Sequndo Cavaliere se as dreas das secgoes transversais de dois solidos S1 e So em
relacdo a um eixo x sdo iguais entdo seus volumes sdo os mesmos. Apesar deste fato
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ser uma consequéncia imediata da formula anterior ele tem importantes implicacoes.

Por exemplo, a formula do volume de uma piramide
V =(1/3)bh

pode ser deduzida de maneira elementar. Jd o volume de um cone nao apesar de ser
a mesma formula. Pode-se mostrar isto como consequéncia do principio de Cavaliere.
Considere uma piramide P cuja base € por exemplo um quadrado cuja drea € A e um
cone qualquer C' cuja base € uma regiao do plano limitada por uma curva fechada com

drea também A como na figura.

Das proporgoes

Afh = Ay (z)

Alh = Ay(z)

concluimos que

Ai(z) = Az(x)
para 0 < z < h.

Da formula do volume concluimos que V(C) =V (P).

9.3. Comprimento de arco. O comprimento de arco de uma curva descrita pelo gréafico
de uma funcao f : [a,b] — R é por defini¢ao o limite do comprimento das poligonais inscritas na
curva. Vamos deuzir uma férmula supondo que a funcao tenha derivada continua.
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De acordo com a figura o comprimento Al de um lado da poligonal é dado por

A2l = Az + Af? = Az? + (f(z + Az) — f(x))?
Pelo TVM temos f(x + Az) — f(z) = f'(¢)Ax para algum ¢ no intervalo [z, z + Az].

A2 = Az? + f'(c)?Az?

Al = /1+ f'(c)? Az

infinitesimalmente temos

ds =+/1+ f'(x)%dx

O comprimento de arco do grafico e dado por

l:/ds:/abmd:v

EXEMPLO 6.70.

Como exemplo vamos calcular o comprimento de uma circunferéncia de raio R cuja equagdo

¢ dada por x* +y*> = R?. Para isto considere a fungdo f(x) =y = VR? — 22 com dominio o
intervalo [—R, R] cujo grdfico € a semicircunferéncia. Se l € o comprimento da circunferéncia

entao

R
12 = /R I+ f(@)dx

Um cdlculo simples mostra que

& = Rarcsen(z/R)|%p = Rr

R R
1/2:/ - d
_rVR2 — 2

ou seja
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l=27R

ExeEmprLO 6.71. (Tractriz)

Considere um fio cujo comprimento é a com uma extremidade na origem e na outra estd
preso um ponto material P situado no eixo x como na figura.

[ B

o ¢

A tractriz é a trajetdria do ponto P quando a extremidade na origem desloca-se ao longo do
eizo y. A tractriz € o grdfico de uma funcao f definida no intervalo 10,a]. Observe que 0 ndo
estd no dominio de f. Vamos encontrar o comprimento de arco para um intervalo [t,a] onde
0<t<a.

W2 _ 22
tga=f'(z) = —

x
1+ f'(z)* = a?/2?

Se s(t) € o comprimento de arco entdo

s(t) = /t %4z = aln(a/x)

T
Nao foi preciso encontrar a expressdo da funcao f.
Pode-se mostrar que

a++vVa? — 22
fl@) = aln(*YE—T

)_ a? — 2
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9.4. Area de superficies de revolucao. Se giramos o grifico de uma funcao positiva
f :[a,b] — R em torno do eixo = obtém-se uma superficie de revolucao S. De acordo com a

figura abaixo vamos deduzir uma férmula integral para sua area.

Notando que os segmentos dl e ds sao ortogonais temos

dA =dl - ds
dl = f(xz)df

ds = \/1+ f/(z)2da
dA = dOf(z)\/1+ f'(x)2da
dA = 27 f(2)\/1 + f/(x)2dx
as)=2n [ J@VIF P

Se a > 0 e giramos o grafico de f em torno do eixo y é facil ver que a formula da area é dada

por

A(S) =27 /b:m/l + f(x)%dx

No caso do eixo x o raio de rotagao é f(x) e no caso do eixo y o raio é x.
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EXEMPLO 6.72. Esfera

Girando o grdfico da funcio y = VR?2 — 22, —R < x < R em torno do eizo x obtemos a
esfera S de raio R.

FEntdo sua drea € dada por

R 2
A(S):27r/ \/Rz—x2“1—|—j—y dx
—R T
dy T

dv — JVRZ—a?

EXEMPLO 6.73. Paraboloide
Girando o segmento de pardbola y = x? onde 0 < x < a em torno do eivo y obtém-se um

setor de um paraboloide. Sua drea é

A= 27r/ V1 + da2dx = %(1 + 4a?)3/?
0

Y

Esfera Paraboloide

EXEMPLO 6.74. Pseudo-esfera

A pseudo-esfera € a superficie obtida girando os dois ramos da tractriz em torno do eizo y.
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Como no exemplo da tractriz
1—|—f’(w)2 _ az/xz
A(S)/2 = 277/ z\/14 f'(x)2dx = 271/ zy/a?/x?dx = 277(1/ dx = 2mwa® — 2mat
t t t

A(S) = 4(ma® — mat)

Set — 0 entdo a drea total da pseudo-esfera é

A(S) = 4na?

A mesma drea da esfera!

9.5. Momento,Centro de massa e Aplicagoes. A ideia elementar de momento é o

equilibrio de dois pontos massivos numa balanca como na figura
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Para que haja equilibrio devemos ter mid; = mods. O produto midy é chamado de momento
do ponto P; com massa m; em relagao a C. A igualdade dos momentos determina o ponto C
que equilibra as duas massas localizadas nos correspondentes pontos.

Considere agora um sistema de coordenadas que passa pelos dois pontos.

P,,m
(0] P,m, c 211
° ® o o
X1 XC X2 X

Entao

m1d1 = ml(a:c — 33‘1) = mg(l‘g — $c) = deQ

(m1 + ma)x. = mix1 + maxo

_ M1T1 + MaZ2

C
my + mg

Definimos o Momento do ponto massivo (Py,m;) em relacdo ao ponto O como o produto

mix1. O momento do sistema dos dois pontos é a soma dos momentos

Mo = mix1 + moxo

O ponto C que equilibra o sistema é chamado de centro de massa. Ele é caracterizado como
o ponto onde colocando-se a soma das massas tem o mesmo momento em relagdo ao ponto O

que o do sistema.
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DEFINIGAO 6.75.

O Momento de um Ponto Massivo (P,m) em rela¢ao a um ponto O € dado por

MO:m~O—}>7

O Momento de um sistema de dois pontos (P1,m1) e (Pa,ma) € a soma dos momentos

— —
Mo =m1-OP; +my-0OP,

O Centro de massas € o ponto C' dado por

(m1+m2)'0?:m1-O—P_1>+m2-(7P_2>

— —
O?:L-OPl—i—&-OPZ
mi + mso mi + ms

o o o
0C=0P - "™ . oF+ ™ OF
mi1 + mo mi + ms

— —
O?:OP1+L-P1P2
mp + ms

Esta igualdade mostra que o ponto C' esta soébre o segmento P Ps.
Tomando-se O = P; tem-se

m1 + mso
Substituindo
PC+CPy= PP
— —
chh=—"1_ PP
mi + ms
Entao
miy - Plif = 1ma CPQ
Generalizando,

DEFINIGAO 6.76.

172

O Momento de um sistema de n pontos (Py,my), (Py, m2) ... (Pp, my) € a soma dos momentos

— —— ——
Mo =m1-OPy+mg-OPy+...m, -OP,
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O Centro de massas € o ponto C' dado por

— — —
(m1+m2+...mn)-O?:ml.OP1+m2-0P2+...+mn-OPn

Mo =7 m;- OB OC = —Eizlnmi O
o1 D i1 M

PROPOSIGAO 6.77.

(1) O centro de massas C independe do ponto O.
(2) (Propriedade associativa do centro de massas)
Seja 1 < k <n, Cy o centro de massas dos pontos

(Pl,ml), (PQ, mg) . (Pk,mk)

e Cy o centro de massas dos pontos

(Pk:—i-bmk:-‘rl)) <o (Pnamn)

FEntao

n k n
e o
i=1 i=1 i=k+1
ou seja o ponto C € também o centro de massa dos pontos massivos

(Ch, Zf:l mi), (Co, D i gy q M)

DEMONSTRAGAO.

(1) Seja O" um outro ponto.
Moy :imlﬁzzimz(a—&JrO‘ﬁz) =
i=1 i=1
im15’—0>+iml5ﬁl:
i=1 i=1
i:mlo’—BJrzn:sz?:
i=1 i=1

i=1 =1

ou seja para o mesmo ponto C' temos,
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n ﬁ
00 - Zizimi O'F

k n
(S mi)-0C + (Y my)-0Cs =
i=1 i=k+1
k n
Zmi'aﬁiJr Z mi'aﬁiz
i=1 i=k+1

ExXEMPLO 6.78.

As medianas de um triangulo encontram-se num ponto D o qual divide cada uma delas na
razao 2:1.

Considere um triangulo ANABC. Coloquemos massas unitdrias em cada vértice e seja D
o centro de massas. O ponto médio M, € o centro de massas do pontos B e C' com massas
unitarias. Pela propriedade associativa D € o centro de massas do ponto A com massa unitdria
e do ponto M, com massa 2. Portanto D divide a mediana AM, na razao 2:1. Fazendo o mesmo

raciocinio para os outros lados concluimos que as medianas encontram-se em D.

DEFINIGAO 6.79.

Uma Ceviana de um triangulo € um segmento que comega em um vértice e termina num
ponto do lado oposto.
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PROPOSIGAO 6.80. (Teorema de Ceva)
Se no AABC o ponto M, divide o lado BC na razdio m. : my, My divide o lado CA na
razao me : mg M, divide o lado AB na razdo my : mo entdo as cevianas , AM,, BMy,, CM,. sdo

concorrentes e reciprocamente.

DEMONSTRAGAO. o teorema de Ceva é uma consequéncia da propriedade associativa do
centro de massas. Basta colocar massas mg, my, m. respectivamente nos vértices A, B,C' do

tridangulo. As cevianas concorrem no centro de massas D. ([

O teorema de Ceva tem como casos particulares o encontro das medianas, das alturas e das
bissetrizes de um tridngulo. Basta fazer uma escolha conveniente para as massas.
No caso das medianas como vimos no exemplo anterior escolhemos massas iguais, por exemplo

unitarias. Para as alturas, seja hg, hy, he as alturas correspondentes aos vértices A, B, C.
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Entao
tg o = he/AM, tg B = h./BM.
Segue que
BM. tga
AM,  tgf
De modo semelhante tem-se
CM, _ tgf
BM, tgy
AM, . tgy
CM, tga

Se colocarmos massas tga, tg 5, tgy nos pontos A, B, C' as alturas se cruzam no centro de
massa G.

No caso das bissetrizes usamos o fato da geometria elementar que uma bissetriz divide o lado

oposto ao angulo na mesma porporcao dos lados adjacentes.Entao de acordo com a figura

A

BM_./AM. = a/b CM,/BM, =b/c AMy/C My, = c/a
disto concluimos que o centro de massa G dos pontos massivos (A, a),(B,b),(C,c) é o
encontro das bissetrizes.
Fixado um sistema de coordenadas com origem no ponto O entao cada ponto P; = (z;,y;) e
o centro de massas C' = (¢, y.). Entao

=1 =1

n n

(Z mz) : (xca yc) = Zmz : (Cﬂia yz)
i=1 i=1

Separando as coordenadas
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n n n n
QO mize =) mizi (D miye =) miyi
=1 =1 =1 =1

As coordenadas do centro de massas sao dadas por

Z?:l mixq Z?:l miy;
== = y _ ==t=_ =
Z?:l my ‘ Z?:l mg

Te =

DEFINIGAO 6.81. Chama-se Momento em rela¢ao ao €izo x ao nimero

n
i=1

e Momento em relacdo ao eizo y

n
=1

Em geral define-se Momento em relagao a um eixo e por

=1

onde d; € a distancia orientada do eizo ao ponto P;.

el
d, )
——————e
. 45 P
ds P,
d, P,
d P,

Com esta definigdo as coordenadas do centro de massas sdo dadas por
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M, M,

Tr = —— y = =
‘ D1 ‘ D1 ™

EXEMPLO 6.82. No exemplo anterior vimos que as alturas, as medianas e as bissetrizes de
um triangulo encontram-se num ponto G. Vamos determinar as coodenadas de G num sistema
de coordenadas adequado em cada caso.

Considere o triangulo NABC e firtemos um sistema de coordenadas com origem em B e o
primeiro eizo passando pelo lado BC. As coordenadas do ponto A é da forma A = (a1, hy) onde

he € a altura que corresponde ao ponto A e a1 € o pé da altura.

(1) Alturas
O encontro das alturas é o ponto G centro de massa dos pontos (A,tga), (B,tg3),

(A, tgv). A coordenada y. de G é entdo dada de acordo com as formulas acima por

B hetg
Ctga+tgf+tgy

Ye
(2) Medianas
Para as medianas colocamos massas iguasis.

mhg  h

P— :i
Ye =30 T3

(3) Bissetrizes

As massas sdo os correspondentes lados.

_ahy  2A(A)
Yo W X¥bte a+tbte
(A tgar) (Am)

Ye

(BltgB) a4 (C.tgy) ®m) a (C.m) (B.b)

A seguir vamos considerar uma distribui¢ao continua de massa. Comecamos com uma
distribuicdo de massa numa regiao plana R limitada por uma curva fechada com densidade

constante p.
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~<
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
o .
o
>

A massa correspondente ao elemento de drea dA é dada por dm = pdA, o momento em
relacao ao eixo x é dM, = ydm = ypdA e em relagao ao eixo y dM, = xdm = xpdA. Entao os

momentos e o centro de massa sao dados por

Mx:/de My:/dMy m:/dm

Le = My/m Ye = Mx/m C= (xw yc)

A seguir consideramos a regiao R limitada pelo grafico de duas fungdes como no caso da érea.

e R D

[ I [

o2

X x+dx

dA = (f(x) - g(@))dx  dm = p(f(x) — g(x))da

O centro de massa do retangulo é seu ponto médio entao
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an, = X090 gy T EID 40y — a)ao
Portanto

[@) — g@)?

X

Por outro lado,

dMy = zpdA = zp(f(2) — g(z))dx

Assim,

' f@)? —g@)?

M, = 5

i
a

b
My =p [ ep(f(e) - gla))do

b
m=p [ (#(a) - gla))do

b b ()2 — o)
[ wotrte) — glaas [,

Ye =

Te =

b b
[ (@ = g(anda [ (@ =~ g(anda
a a
As férmulas acima tem como consequéncia um bonito teorema devido a Pappus de Alexandria

CcOmo veremos a seguir.

b boE(? o2
e [ )~ gleyie = [ LI,

Multiplicando por 27w

b b
2y, / (f(2) - g(a))da = / (F(2)? — g(2)?)dx
2my. A(R) = V(S)

onde S é o sélido obtido girando-se a regiao R em torno do eixo z.

Como consequéncia temos:

TEOREMA 6.83. (Pappus)
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O wvolume do solido de revolugdo girando-se uma regiGo R em torno do eixo x € igual ao
volume do cilindro com base R e altura igual ao comprimento da circunferéncia percorrida pelo

centro de massa.

Observamos que poderiamos ter usado a férmula do momento em relagdo ao eixo y para
obter o mesmo resultado. Mais geralmente pode-se tomar um eixo qualquer e pois basta escolher

um sistema de coordenadas onde e é o primeiro eixo.

EXEMPLO 6.84. Através do teorema de Pappus pode-se calcular facilmente volumes de solidos
de revolucdo conhecido o centro de massa e reciprocamente encontrar o centro de massa desde que
conhecemos o volume. Num exemplo anterior deduzimos a formula do volume do toro onde foi
necessario fazer mudanca de varidveis e calcular duas integrais. Através do teorema de Pappus
obtemos facilmente o mesmo resultado. Lembrando o toro T € obtido girando-se o circulo de raio
b com centro no ponto (a,0) em torno do eixo y. O centro de massas do circulo é o ponto (a,0).

Portanto
V(T) = (7b%)(2ma) = 2% ab?

Dando continuidade vamos considerar o centro de massa de uma curva plana descrita pelo
grafico de uma funcao f : [a,b] — R. Como no caso de uma regiao plana a densidade uniforme
nao influi no centro de massa. Assumimos entdo densidade unitéria ou seja a massa coincide

com o comprimento.

[V Sy

[ Y -

O momentos de um elemento de arco ds em relagao aos eixos sao dados por

dM, = f(x)ds dM, = xds

Integrando obtemos os momentos totais

M = [ fayds = /  Fa) T @
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My:/xds:/abxmda:

A massa coincide com o comprimento do fio

b
I=m :/ V1+ f(z)2dx
Portanto os centros de massa sao "
b b
/ z\/1+ f(x)%dx / f@)V1+ f'(z)%dx
xc — a b — a b
/ V1+ f(x)%dx / V1+ f(x)%dx

Estas formulas tem como consequéncia um segundo teorema de Pappus. Consideremos por

Ye

exemplo a segunda férmula,

b b
e / VI F@)de = / F@)V1T f(@)da

multiplicando por 27w

b b
27Tyc/ V14 f(x)%dx = 27r/ f(@)\/1+ f'(z)%dx

2mycl = A(S)

Portanto,

TEOREMA 6.85. (Pappus II)
A drea de uma superficie de revolucdo girando uma curva em torno de um eixo, digamos x
€ igual ao produto do comprimento da curva pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo

centro de massa.

EXEMPLO 6.86. Area do Toro

A(T) = 2nz.l = (2ma)(27b) = 4mab

ExXEMPLO 6.87. Centro de massa de um arco de semicircunferéncia
Considere uma semicircunferéncia com centro na origem e raio R. A primeira coodenada do

centro de massa € x. = 0 por uma questao de simetria. Para encontrar y. aplicamos Pappus.

2my.l = A,
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onde | € o comprimento da semicircunferéncia e A, é a drea da esfera obtida girando a
semicircunferéncia em torno do eizo x.

2my.nR = 4T R?

2R
Ye = —
T

EXEMPLO 6.88. Centro de massa de um semicirculo

Como no exemplo anterior x. = 0. Aplicando Pappus

2ny. A =V,

A € a drea do semicirculo e V, o volume da esfera.

TR 4
27TyCT = §7TR3
4R
Ye = 3
A
Yo @
Yo @
\
X, =0 R x,=0 R |
semicircunferéncia

semicirculo

EXEMPLO 6.89. Centro de massa de uma regido triangular

Usando as notagoes da figura sequinte temos
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Mx:ahQ
6
—M/A—ah2/6—h/3
Yo = MafA =" =

184

Agora o centro de massa do retangulo dA € o ponto médio do segmento x. Assim o centro

de massa do triangulo estd sébre a mediana numa altura h/3. Portanto o centro de massa € o

encontro das medianas.

R sen(a/2)

\ a/2 Rcos(a/2)

/ a/2 X4 Xy

De acordo com a figura seja A a drea do setor.

A=A+ Ay

2
A= % Ay = R%sen(a/2) cos(a/2)
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Ay = R*(a/2 — sen(a/2) cos(a/2))

O centro de massa do triangulo isdceles € o ponto (x1,0) sendo

r] = %R cos(a/2)

Jd o centro de massa da parte circular é (x2,0).

R
2
M, = / 22\ R?2 — x2dx = §R3 sen®(a/2)
Rcos(a/2)

Entao

Agxg = %RS sen®(a/2)

Pela propriedade asssociativa

A1 + Asxs = Az,

onde (z.,0) € o centro de massa do setor. Seque que

R*sen(a/2) cos(a/2)§Rcos(a/2) + gR sen”(a/2) = — %

2 2
gRsen(oz/2) cos2(a/2) + gRsen?’(a/Q) = %xc

2 a
—Rsen(a/2) = —x
“Rsen(a/2) = S,
_ 4Rsen(a/2)

N 3

Em particular se « = w entdo x. = % que foi encontrado no exemplo do semicirculo.

Te

Usando coodenadas polares os cdlculos simplificam.

dA = rdfdr x =rcosf

dM,, = xdA = r cos Ordfdr = r*dr cos 0df

R a/2
M, :/ r2dr/ cos 0do
0 —a/2
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1 a/2 1
M, = (gr?’\é%)(sen 9[7/a/2) = §R3 sen(a/2)

EXEMPLO 6.91. Centro de massa de um triangulo
Neste exemplo consideramos o triangulo NABC como a reunido de seus lados com densidade
linear p = 1. Com isto o centro de massa de cada lado € seu ponto médio com massa o seu

comprimento. Sequindo a figura seguinte

b/2

Entao o centro de massa do ANABC' € igual ao centro de massa do NA1B1C1 com massas

a,b,c. Como os lados do NA1B1Cy sao respectivamente a/2,b/2,¢/2 entao o seu centro G e
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portanto do NABC € o encontro das bissetrizes. A altura y. em de G relagdo ao lado BC é

dada por

h(b+ c)
2

(a+b+c)y.=

h(b+c)
2(a+b+c)
aqui h = he para simplificar as formulas.

Ye =

FE interessante considerar a altura J. do centro de massa em relacao a base B1C1.

h ha AL s(s—a)(s=b)(s—c)
2 yC_Q(a+b+c)_2(a+b+c)_ 4s
Ses=(a+b+c)/2 é o semiperimetro pela formula de Heron

Vs(s—a)(s—b)(s—c)
4s

%:

%:

10. Exercicios
10.1. Integrais.

(1) sejam A, B C R subconjuntos limitados e f,g : X — R fungoes limitadas. Defina
A+B={a+b:a€ Aebe B}, A< B sea<bquaisquer que sejam a € Aeb € B,
c-A={c-a:ae A}, sup f =sup{f(x):z € X} e mostre que:

(a) Se A C B entao sup A < sup B e inf A > inf B,
(b) Se A < B entao sup A < inf B,

(c) sup(A+ B) =sup A +sup B e inf(A + B) = inf A + inf B,

(d) Se ¢ > 0 entao supc.A =c.sup A e infc. A = c.inf A,

(e) Se ¢ <0 entao supc.A =c.inf A einfc. A =c.sup A,

(f) sup(f +g) <supf+supg e inf(f +g) > inf f +inf g,

g) Se ¢ > 0 entao sup(c.f) = c.sup f e inf(c.f) = c.inf f,

h) Se ¢ < 0 entao sup(c.f) = c.inf f e inf(c.f) = c.sup f,

(i) Dé exemplo de funcoes tais que sup(f+g) < sup f+sup g e inf(f+g) > inf f+inf g.
)

(j) sup{|z —y| : z,y € A} =sup A —inf A

(
(
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(2) Seja f : [a,b] — R uma fungao crescente. Seja P, a particao que divide o intervalo [a, b]
em n partes iguais. Mostre que S(f, P,) — s(f, Py) = (f(b) — f(a))(b — a)/n e conclua
disto que f é integravel.

(3) Considere a fungao f : [0,2] — IR dada por

1, 0<z<1
flz) = {

2, 1<zx<2
Seja P, a parti¢ao do intervalo [0,2] em n partes iguais.

a) Calcule s(f, P,) e S(f, P,) paran =4,5,6,7,
b) Dé uma expressao para s(f, P,) e S(f, P,) paran = 2k e n = 2k+1 (n par ou impar);
¢) Calcule lim, o0 S(f, Pp) € limp—oos(f, Pp).

(4) Considere a fungao f : [0,1] — IR dada por

—
—~
&

Il

—N—

-
8
S
S|=3|=

onde n € N. Mostre que f é integravel e calcule sua integral.

(5) Usando as propriedades da integral mostre que

71'/2 2
/ senmdx < £

/4 x 2

(6) Seja f :[a,b] — IR uma funcao integravel e positiva. Mostre que

xX
Fla) = / F(t)dt
a
é uma funcao crescente.

(7) Para as funcoes f abaixo, responda as seguintes perguntas:

e Faga um gréfico de f.
¢

e Encontre a funcao F(t) = / f(z)dz, t € [0,2].
0

e Determine os pontos onde F' é derivavel e neles calcule F'(t).
a) f:10,2] - R

20 —1, 1<z <2

f(:n):{ z, 0<x<1
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b £:00,2] > R
R PR
) f:10,2] = R
CN P

(8) Calcule a drea da regiao:
a) limitada pela reta y = 2 + 1 e pela curva y = 22;

b)
)

c
d) limitada pelas curvas y = z

limitada pelas curvas y = 1 — 22 e y = 2% — 1;

limitada pelos graficos de f(z) = 22 e g(z) = 2 e por x = 2;

2 _z,x=2ey=0.

(9) Seja f uma funcdo continua tal que f(x) = f(—=z). Utilize as propriedades da integral

para mostrar que
f(z)dx = 2/ f(z)dz, a>0
—a 0
(10) Seja f uma fungao continua tal que f(—x) = —f(x). Mostre que
f(z)dz =0

(11) Se f é derivavel e f’ é continua, mostre que

b
2/fmﬂ@m=U@ﬁ<ﬂm2

(12) Verifique se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique suas respostas.

(a) Se f e g s@o continuas entao

[t = [ s [ g

(b) .
/ 1t+in(), 3
1 T

:tg 4

(¢) Uma primitiva de f(z) (x) é F(z) = In(|sec(x)]).

(13) Encontre a derivada da funcao

1422
flx) = /0 1/(2 +sent)dt
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22

(14) Se / f(t)dt = zsen(wx), onde f é continua, determine f(4).

0
(15) Ache uma funcao continua f tal que

/ tf(t)dt = senx — xcosx — x°/2
0

(16) Seja f uma funcao derivavel e inversivel definida no intervalo [a, b]. Mostre que

b OR

[ twaes [0 =5 0) - afta)
a f(a)

(17) Determine os pontos de maximos e os de minimos, se houver, da fungao

a+1
f(@) :/ 1/(1+ 2)dt
(18) Se f(z) = /196 e dt use integracao por partes para exprimir a integral /Ox f(z)dzr em
termos de f. Calcule /01 f(z)dx
(19) Se f(z) = /x sent’dt exprima a integral /Oxf(x)dx em termos de f. Calcule

Jr
/ fa

(20) Encontre a derivada da fungao

™
1
= —————dt
f(@) /xa 1+ t2 +sen?t

e determine f~1(0).

(21) Derive as seguintes fungoes:

@ o) = [

— Y dt
1+ t2 4 sen?t

(b) h(z) = sen ( /0 ” sen ( /O ’ sen’ tdt) dy>.

(22) Seja h : [0,a] — R uma funcao integrével.
Mostre através de uma integragao por partes que

/Oa </Ox h(y)dy) dz = /Oa(a —y)h(y)dy

Este exercicio é generalizado da seguinte forma.
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(23) Seja f : [0,b] — [0,d] uma fungao continua e inversivel e h : [0,d] — R uma funcao
integravel.

Mostre através de uma integracao por partes que

b f(z) d
/ ( / h(y)dy> do = / (b— f~ (y)h(y)dy
0 0 0

(24) Use o exercicio 22) para resolver os problemas 18) e 19).

(25) O exercicio 22) tem a seguinte interpretacao geométrica.

L,/Z\,‘xi,_ !
A(x) {' //E :

Seja B ={(z,y) :0<y <z, 0<z< a}eS osdlidoque com base B e cuja
seccao transversal ao eixo y passando por y é um retangulo cuja altura é h(y).
(a) Entao o volume de S é dado por

V= /Oa(a —y)h(y)dy

xX
(b) A area da seccao transversal ao eixo z é dada por A(x) = / h(y)dy e portanto o
0

volume também é dado por

V= /Oa A(x)dx

[ a—umtas= [ ([ nway) ao

(26) Observe a figura e dé uma interpretagao geométrica para o exercicio 23).

(c) Segue que
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10.2. Calculo com Integrais.

(1) Calcule as integrais abaixo:
7T 2
1
1) / i

2

2) / cos(Tx)dx

7
3)/x_2dx

4) / tg*xdx

(2) Calcule usando integral por partes:

5) / e*dx

2
T
6) / T2

7)/loga xdx

8) / a®dx
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1)/x2e’”dx
2)/x2exdx

3) / sec’xdx

(3) Através de
1)/tg3$d:c

3)/2x(m + 1)2910y

5)/tg3 xdx

uma mudanga de varidvel

4) / e’cosxdx

5) / x"lnxdx

6) / xe “dx

encontre as

2) / e®cosxdx

integrais

4)/xrlnfvdm, reclR

6) / cos3xdx
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V2 — g2’ a

9) / 2e " da

N
11)/ T e
X
Sengx
13
) \/ COST v

x
1
5)/1+x4d$
1—=z
1 v/ d
7)/ 1—i—x$

arctgr
19) / ¢ dx

1+ 22
2
x
w [ G

23)/d”dx
V5 — 2z + 2

T
25)/w2_4dm

3z +4x+5
”/kx—D@—&ﬂx—md”

)/ v
8) [ — X 4
(422 4+ 9)3/2

10) /tngsec4xdx

6290
12) / dz
er + 2

sen2x
1 —d
8)/ 1+ cos?z

20)/ 1 —senwdw

COST

22) /xQ\/ 1 —22dx

24) / sen(inz)dx

(4) Encontre as integrais abaixo pelo método das frac¢oes parciais:

322 + 4z +5
2)/ (x —1)%(x —2)
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2 +r+1

322 + 51 + 4
5 d
)/x3+:1:2+:z:—3 v

7)/‘ 422 — 3z + 3 .
(22 =2z +2)(z+1)

10.3. Aplicagoes do Calculo Integral.

195

2
0| e
z+1

6)/562(1'2—:- 4)2dx

z+1
2 / 22 (22 +4) dz

(1) Determine o volume do sélido obtido girando-se em torno do eixo z a regiao limitada
pelas funcoes y = 22 — 42 +5 e y = —2 + 62 — 3.
(2) Gire a regiao do exercicio 1 em torno do eixo y e encontre seu volume.
(3) Um sélido tem como base a elipse % + 9% = 1 e cada seccdo ortogonal ao semi eixo
maior é um semi circulo. Ache seu volume.
(4) Considere a regiao limitada pela hipérbole y = 1/ax e pelas retas x = 1/a e © = a para
a > 1. Para que valor de a o volume do sélido obtido pela rotagao em torno do eixo x
é maximo?
(5) Determine o volume do sélido obtido girando-se em torno do eixo = a regiao limitada
pory=(r—22ey=(xr—2)2/2+2.
(6) Determine o comprimento das curvas:
(a) y=a2%/4+1/822
(b) y =In(cosz) para 0 <z < 7/4
() y=a2""/(n+1) + 1/4(n—1)z" ! paraa <z <bondea >0
(d) zs + y% = a3
(7) Determine a area da superficie de revolugao girando-se as curvas abaixo em torno do
eixo indicado:
(a) y=2a°
(b) y=2% onde 0 <z <2 eeixoy
(¢) y=+x ondel <z <a eeixox
(d) y=a2*/4+1/822 onde 1 <z <2 eeixoy
(8) Sejam a < b. Calcule o centro de massa do semi-anel limitado pelas circunferéncias:

onde 0 <z <a eeixox

2?4yt =d® e 22 +y? =0

(9) Mostre, usando centro de massa, que as medianas de um triangulo se interceptam num
ponto e este divide cada uma delas na razao de 2 : 1.
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(10) Determine o centro de massa da regiao limitada pelas pardbolas:

22 y2
Yy=— € T=—

4 4

(11) Determine o centro de massa do arco da parabola:

y:xQ; —a<z<a

(12) Determine o centro de massa de um setor circular de raio R e dngulo a.

196



CAPiTULO 7

Curvas

Neste capitulo definimos curvas planas e espaciais e estudamos suas propriedades analiticas.

Através delas descrevemos movimento e as grandezas que deles derivam.

1. Curvas

DEFINIGAO T7.1.

Chamamos de Curva Plana uma aplicagcao diferencidvel até a ordem dois

c: I —R?

e Curva no Espaco uma aplica¢do diferencidvel até a ordem dois

c: I - R3

Vamos escrever

c: I - R"

para englobar os dois casos acima.

Em coordenadas

ou

c(t) = (x(t), y(t), 2(t))

As fungoes x(t),y(t), z(t) sdo chamadas de componentes da curva. Elas sdo pela propria

definicao fungoes que admitem derivadas até ordem dois.
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A interpretacdo cinemética de uma curva é de um movimento de um ponto.
O intervalo I é o intervalo de duracdo do movimento e ¢(t) é a posi¢ao no instante ¢.

A imagem da curva

Im(c) ={c(t): t € I}
¢é a trajetéria percorrida pelo ponto também chamada de traco da curva.
O sistema de equagoes

z = z(t)
¢é chamado de equagoes paramétricas da curva.

EXEMPLO 7.2. Retas

c(t) = p+ot
Reta que passa por p com velocidade v.

(1) Se p=(x0,y0) e v=(a,b) a reta € plana.

c(t) = (wo,y0) + (a,b)t
As equacdes paramétricas sao
r = x0+at
C{ y = yo+bt

Entao
T—To _ Y=o
a b
que € a equagdo geral da trajetoria.
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(2) Se p=(x0,Yy0,20) e v = (a,b,c) a reta estd no espago.

r = x0-+at
c y = yo+0bt
z = zg+ct

Eliminando t

T—2o _Y—Y% _ 2~ %0
a b c
ExXEMPLO 7.3. Circunferéncias
c(t) = (Rcost, Rsent)

R>0.
FEquacoes paramétricas:

r = Recost
c
y = Rsent

Fquacgao geral

EXEMPLO 7.4. Elipses

c(t) = (acost,bsent)

coma>0eb>0.

FEquagoes paramétricas:

r = acost
c
y = bsent

199
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FEquacao geral

EXEMPLO 7.5. Hélices

c(t) = (acost,asent,bt)

a > 0.
FEquacdes paramétricas:

= acost
cy Yy = asent
z = bt

2 a curva estd soébre o cilindro com raio a e eizo o €iro z.

-

— LORCOMEED)

Observe que como 22 +y* = a

AN

A0
| S

DEFINIGAO 7.6. A Derivada de uma curva c: I — R"™ em t € I é o limite

c(t + At) — ¢(t)
A0 At

de _
dt

caso o limite exista.
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c®

c(t+At)

Em coordenadas a derivada da curva tem a seguinte expressao

de _ dv dy dz,
dt — “dt’ dt’ dt

ou em termos da base canoénica do R3:

de _dv — dy - dz
P TP AT

A reta tangente & curva no instante tg é a reta
r(t) = c(to) + ¢ (to)t

Foérmulas andlogas valem para curvas planas.

As propriedades seguintes de curvas sao consequéncia das mesmas propriedades que suas

componentes verificam.

PROPOSIGAO 7.7. Sejam r,c curvas e f uma funcao diferencidvel. Entdo
(1) (c+r) = +7
(2) (f-o)=f-ctf-d
(3) (e,r) = (c/,r) + (e, 1)
(4) (cAr) = ANr+cenr’
(5) (Regra da Cadeia) Se ¢ : J — R™ é uma curva diferencidvel v € J — c(u) € R" e

u: I — J uma fungdo derivavel t € I — u(t) € J entao a fungdo composta

€ diferencidvel e vale

dr - dc du

Tt = )T
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r(t) = c(u(t) é chamada de uma reparametrizacao da curva ¢ pois se a fungdo u ¢é bijetora
entdo as imagens das curvas sdo as mesmas. Portanto o que foi feito foi mudar do parametro u
para t.

ExEmMPLO 7.8. Se ¢(t) = (Rcost, Rsent) entio ¢/(t) = (—Rsent, Rcost). Observe que
d(t) L c(t) como sabemos a tangente a circunferéncia € perpendicular ao raio.
A reta tangente d circunferéncia em c(ty) € dada por

r(t) = (Rcosty, Rsenty) + (—Rsenty, Rcosty)t

EXEMPLO 7.9. Se c(t) = (t3,t%|t|) entdo suas equagdes paramétricas sio

x = t3
C
y = ¢

que sao funcoes diferencidveis até ordem dois.

A equagoa geral é a fungdo y = |x| que nao é diferencidvel! Isto acontece porque ¢'(0) = 0.
Do ponto de vista da cinemdtica a unica maneira de um ponto mudar bruscamente de direcdo €
parando.

N /!

c(t)

N V

1.1. Comprimento de Arco. Seja c: [a,b] — R"™ uma curva e P uma parti¢ao do intervalo
[a,b]

Pia=thy<t1 <...<tpm1<tm=20b

Atz‘ = ti — ti—l ’P| = maXAti

U(P) =" lle(t:) = e(tim)|
i=1

[(P) é o comprimento da linha poligonal que tem como vértices os pontos da curva c(t;).
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Define-se como comprimento da curva o niimero

l(c) = Iljigbl(P)

Entao

. & lelt) — elti D
I(c) = | 1131|1301(P) = ; AL At
b
le) = [ 11¢e)

Se a curva descreve o movimento de um ponto entao ¢(t) é a posicao no instante t, a derivada

%(t) sendo a taxa de variagao da posicao relativa ao tempo é a velocidade no instante t. O

moédulo da velocidade é a velocidade escalar

o(t) = 1550

Define-se a. Fun¢dao comprimento de Arco por

t
) = [ ol

a

s(t) é a distancia percorrida até o instante t.

Como consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo

ds , _
SO =le®l =)

ou seja a derivada do espago em relacao ao tempo é igual a velocidade.

ExXEMPLO 7.10. Considere a sequinte parametrizacao da circunferéncia de raio R:

c(t) = (Rcosw(t), Rsenw(t))

onde w(t) é uma fungao diferencidvel.

dc

a(75) = (=Rsenw(t), Rcosw(t))w'(t)

o(t) = |52 (0)| = R/ ()

Reconhecemos aqui que w'(t) nada mais é do que a velocidade angular.

dw=/Hﬂmw=RMﬂ
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DEFINIGAO T7.11.

Uma curva diz-se Regular se ¢(t) # 0. Diremos que uma curva estd parametrizada pelo

comprimento de arco (pca) se || (t)|] = 1. Neste caso como s =t vamos usar como pardmetro s.

Claramente de uma curva é pca entao ela é regular.

Reciprocamente se ela é regular entdo v(t) = ||/(t)|] > 0. Como §'(t) = v(t) > 0 a funcao

comprimento de arco s : [a,b] — [0,1(c)] é inversivel. Seja t : [0,l(c)] — [a,b] a sua inversa. Se

entao
dr _ dedt
ds dtds
Y P
ds"  "dt' ds dt ds

ou seja r é uma reparametrizacao de ¢ sendo r parametrizada pelo comprimento de arco.

1.2. Férmulas de Frenet para Curvas Planas. Seja

c: 1 — R?

uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. Vamos usar a notagao

simplificada para a derivada ¢(s) = ¢/(s).

Definimos
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ea(s) L ei(s)

tais que (e1(s), e2(s)) é uma base ortonormal positiva do R?. Entdo temos as relacoes

er-er = 1
e1-eo = 0
€y €y = 1

(Aqui o ponto significa produto escalar para simplificar a notagao.)

Vamos abreviar esta relagoes escrevendo

€; - ej = 5@']’
onde (d;;) é a matriz identidade.
Derivando a primeira igualdade
d61
2— -1 =0
ds
d61
Portanto Is 1 e1. Segue que
S
d
“(s) = k(s)eals)

O nimero k(s) é chamada de Curvatura da curva em s. Intuitivamente a curvatura mede a
taxa de rotacao do vetor tangente e; com relagao ao comprimento de arco.

Derivando a segunda igualdade

% -eg + % e =10
% e1 = —k(s)
%2 (5) = ~k(s)er s
Resumindo,
% = kes
des = —key

ds
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Estas sao chamadas de férmulas de Frenet da curva plana.

Em termos de matrizes elas sao dadas por
{del dez]:[e a ]|V
ds ds v kK 0

1.3. Interpretacao Cinematica.
Interpretemos uma curva ¢ : [a,b] — R? como o movimento de um ponto no plano.

Entao
¢(t) = posigao no instante t.

de
a(t) = velocidade no instante t.

d
v(t) = Hd—j(t)H = velocidade escalar.

de _deds _
dt  dsdt
Derivando mais uma vez,
proi dtel vdfracde; Sdt
d?c  dv
ﬁ = Eel + k’UQeQ
d?c  d?s
Gz = gt e

Pelas definicoes de aceleracao temos

d*c - .
a(t) = ﬁ(t) = aceleragao no instante ¢.
s leragio t ial
a; = — = aceleragao tangencial.
ET e ¢ &

a. = kv? = aceleracao centripeta.

Através das relagoes acima podemos deduzir uma férmula para a curvatura.
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d(t) = vey

d'(t) = 8" (t)er + kvPeq

Fazendo o produto vetorial

Ilc'(t) A " ()] = kv?

Portanto,

0 AL
A PO

ExXEMPLO 7.12. (Movimento circular)

O movimento circular uniforme é descrito pela curva

c(t) = (Rcoswt, Rsenwt)

O angulo em fung¢ao do tempo €

w(t) = wt

A welocidade angular w'(t) = w € constante igual a w.

d(t) = Rw(—senwt,coswt) = Rweq

A wvelocidade escalar e o comprimento de arco sao dados por
v = Rw s(t) = Rwt

'(t) = Rw?(— coswt,senwt) = Rw’ey

Portanto a aceleragao tangencial é nula e a centripeta é

a. = Rw? =v*/R

A parametrizacao pelo comprimento de arco é
c(s) = (Rcoss/R,Rsens/R)

d(s) = (—sens/R,coss/R) = e1
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d(s) = (1/R)(—coss/R,sens/R) = 1/Res
A circunferéncia tem curvatura constante igual a
k=1/R

ExXEMPLO 7.13. Vamos mostrar a reciproca. Se uma curva tem curvatura constante entdo a
curva € uma circunferéncia.

Seja

Derivando,

1
C'(s) =(s) + %(—kel(s)) =ei(s) —ei(s) =0
Portanto C = C(s) € constante. Segue disto que

1
—C|l=|~+
le(s) = Cll =[]
Desta forma c(s) parametriza a circunferéncia com centro C e raio R = |%|.

EXEMPLO 7.14. (Curvatura da Elipse)

O comprimento de arco da elipse c(t) = (acost,bsent) € dado por

¢
s(t) = / Va2 sen?t + b2 cos? tdt
0

Se a # b esta € uma integral eliptica e ndo € possivel exprimi-la em termos das funcdes
elementares, assim como a parametrizacao pelo comprimento de arco da elipse. Para exprimir a
curvatura usamos a formula deduzida acima.

_ @A)l ab

k(t) = =
) [/ @) (Va?sen?t + b2 cos?t)3
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1.4. Formulas de Frenet para Curvas no Espaco.

DEFINIGAO 7.15. Uma curva
c: I —R?

diz-se de Frenet se (c'(t),"(t)) sdo linearmente independentes para todo t.

Para uma curva ser de Frenet basta que ela seja regular e ¢”(t) # 0.
No que segue ¢ é uma curva de Frenet parametrizada pelo comprimento de arco.

Derivando a relagao ¢’ - ¢ =1 tem-se ¢’ - ¢ = 0 ou seja ¢’ L .

DEFINIGAO 7.16. Chama-se Referencial de Frenet da curva a terna de campo de vetores

(e1,€2,€3) ao longo da curva definido por

e(s)=c(s)  eals) = &/I$) esls) = exls) Aeals)

Para cada s a terna (e1(s), e2(s), e3(s)) é ortonormal. Derivando as relagoes

ei(s) - ej(s) = 0y

temos

A Curvatura de ¢ é a fungao

Segue que
% =" = kesy
Como
de; de;
P R
ds ds
entao
des dey
L e = - —k
ds ! ds °
d62
— =0
ds 2

Segue que
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des

— = —ke1 + Teg
ds
Para alguma fungao 7.

Com os mesmos argumentos mostramos que

d63
— = —Te
ds 2
A fungao 7 é chamada de Tor¢do da curva.
As férmulas
( d€1
=Lk
ds 2
d€2
2 g
ds el + 7e3
d€3
— = —Te
\ ds 2

sao conhecidas como equacoes de Frenet da curva.

Usando matrizes elas adquirem a seguinte forma:

d61 d62 d63 o - .
ds ds ds ] B [ e e } l({): 0 07'
T

A matriz é antisimétrica por causa das relacoes

dei dei
e; — ———— - ej

ds ! ds

EXEMPLO 7.17. Hélices
A curva

c(t) = (acost,asent,bt)

descreve uma hélice no cilindro z° + y? = a?

Id(t) = Va2 +b?|| =c

s=ct

A parametrizando pelo comprimento de arco
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c(s) = (acos(s/c),asen(s/c),bs/c)

d(s) = (—a/csen(s/c),a/ccos(s/c),b/c)

d'(s) = (—a/c? cos(s/c), —a/c? sen(s/c),0)

a

k=c"(s)]l = 21

O referencial de Frenet é
e1 = (—a/csen(s/c),a/ccos(s/c),b/c)
ez = (—cos(s/c), —sen(s/c),0)

es =e; Aeg = (b/csen(s/c),—b/ccos(s/c),a/c)

d
% = (b/c? cos(s/c), —b/c* sen(s/c),0)
d
% = —b/62€2
Concluimos que
a b
- —b/c? =
a? + b2 €=
As equacoes de Frenet sao
(da _ @
ds — a2+4b2 "’
dep _ __ @ b
ds @ +02 a2 P
des b
\ ds 2+b2 2
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1.5. Formulas par a Curvatura e Torgao.
Seja c(t) uma parametrizacdo de uma curva no espago. Entao c(t)
simplicidade estamos usando a mesma letra ¢ para indicar a curva também parametrizada pelo

= ¢(s(t)). Aqui por

comprimento de arco.

dc decds
— = —— =wve
dt — dsdt !
Derivando mais uma vez,
d?c  dv dei ds

a2~ At T Vs at

d*c  dv 9

) = ael + kv“eg
:l;c = C:Zjel + kv2ey
A derivada terceira ¢ dada por
Zig =0e +0 62+kv2%

onde os coeficientes [0 ndo serao usados.

d3c g des

ﬁ:D61+D €2+]€’U E’U
d3

#:Del—l—ﬂ 62+Tkv363

Em resumo as derivadas de ¢ sao dadas por

A't) = v (t)er + kves

A"t) = Oep+0eg + Tkve3
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O produto vetorial das duas primeiras equagoes nos da

1) A e (1) = ko

Portanto,

I A )
A PO

Por outro lado o produto misto das trés equacoes conduz a uma férmula para a torgao

()N (1)) - =7K*5 = 7| (t) A (1))

N EOVYIOI
v V() O
dt) Jd'(t) "(t) ] = { er ey es 0 kv O
0 0 7kv?

1.6. Coordenadas Polares.

Sistemas de coordenadas polares no plano é o mais tradicional sistema de coordenadas
curvilineo do plano. Ele é extremamente importante para descrever figuras ou equacoes que
admitem uma simetria central.

Fixemos no plano um ponto O e uma semireta e com origem em O.

Se P # O é um ponto, seja r a distancia de O a P e 0 o angulo entre as semiretas e e O?

DEFINIGAO 7.18. O par (r,0) é chamado de Coordenadas Polares de P.

@
X Femm e e
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Fixemos um sistema de coordenadas cartesiano (x,y) tal que o eixo z coincide com e.

A mudanca das coordenadas polares para as cartesianas é dada por
x = rcost
y = rsenf
E preciso prestar atencao para o significado de coordenadas. Se P é um ponto do R? entdo
quando escrevemos P = (z,y) esta de fato é uma igualdade pela prépria de defini¢do do plano
R2. Neste caso o ponto confunde-se com suas coordenadas. Se (r,6) sdo as coordenadas polares
de P nao podemos escrever P = (r,0)! O ponto P é o ponto sobre a semireta que forma um
angulo 6 com o eixo e que estd a uma distancia r de O como na figura acima.

Considere a seguir uma curva c(t) = (x(t),y(t)). Se (r(t),0(t)) sdo as coordenadas polares

de ¢(t) vamos escrever

ep(t) = (r(t),6(2))

para indicar as coordenadas polares de ¢(t). Entao c(t) = (r(t) cost,r(t)sent) é a expressao
da curva no plano.

Como exemplo vamos determinar a expressao da curva

(22 + 42)? = da2a?y?

em coordenadas polares.
2 = 2% 4y
xr=rcos y=rsend

Substituindo,
r® = 4a%r? cos® @ sen’ 0

r = asen 20
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EXEMPLO 7.19. Se as coordenadas polares da curva verifica r = 0 entdo a expressdo da curva

€ dada por

c(t) = (tcost,tsent)
Observe que t > 0.

1

1.7. Area em Coordenadas Polares.

Nesta seccao vamos nos restringir as curvas tais que a coordenada polar r é uma funcao do
angulo 6 ou seja r = r(f) onde @ < # < . Portanto a curva tem como expressao, colocando
t=20,

c(t) = (r(t) cost,r(t)sent)

com a <t <pg.
Vamos determinar uma férmula para calcular a area da regiao D formada pelos pontos P

cujas coordenadas polares (r, ) verificam o <0 < e 0 <r <r(f).

r(0)

)
——
SR
IAIA
= D
IAIA

=

E um fato elementar que a drea A de um setor circular com raio r e angulo 6 é A = 57“20.

dA = %7'((‘))!110
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Subdividindo a regiao D em pequenos setores como na figura o elemento de area

dA = 17«2(9)d9

2
f1
Portanto a area de D é dada por A(D) = /dA = / §T2(0)d0

1.8. Velocidade e Aceleragao em Coordenadas Polares. Considere a curva

c(t) = (z(t),y(t)) = (r(t) cosb(t), r(t) sen 6(t))

c(t) = r(t)(cosO(t),sen b(t))

Derivando

() =71 (t)(cos O(t),sen(t)) + r(t)0'(t)(— sen O(t), cos O(t))

Definindo-se
er(t) = (cosO(t),senb(t))

eo(t) = (—senf(t),cosb(t))

temos

) =71 (t)er(t) + ()0 (t)ey(t)

O par (er(t),ep(t)) constitui uma base ortonormal no ponto c(t).

c'(t)
€9

c(t)

r(t)
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A velocidade é dada em coordenaadas polares por

v(t)? = @I = 7' (5) + ()0 (t)?

e o comprimento de arco por

¢
s(t) = / VOE + (626 (1)2dt
Passemos a derivada segunda.

Derivando

d(t)=1"(t)eq(t) +r(t)0 (t)ey(t)

() = r"(t)er(t) + (r(D)0'()) eq(t) + r'(t)er(t) + r(t)6' (t)eh(t)

de, ﬁ

a  datl
deg _ I,
da dt "

Substituindo na expressao da derivada segunda:
') = ("(t) — (@) e, + (r'0 + 10 4+ 10" )eq (1)
d'(t) = ("(t) — r(0))e, + (r8" 4 2r'0 )eq (1)

OBSERVAGAO 7.20. Como no referencial de Frenet o par (e, eg) é um referencial ortonormal.

Suas derivadas sdo dadas por wma matriz antisimétricas como naquele caso.

1.9. Movimento num Campo Central. Um campo de forcas diz-se Central se sua

expressao e da forma

F = ¢(r)e,

Um ponto de massa m move-se no plano satisfazendo a equagao de Newton

mc’ = F = ¢(r)e,

Entao devemos ter
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rd” +2r'0' =0
multiplicando por r:
r20" + 2rr'0' = 0

d
£(7‘26’/) =0

O que implica que 726’ é constante digamos k.

Suponha que a curva c estd definida num intervalo [a,b]. Sendo c¢,(t)

também que r = r(#). Entao

r(t) =r(0(t))

Pela férmula acima a drea entre os angulos 6(a) = 0 e 6(t) é dada por

a(t)
At) = (1/2)/0 r(0)2d6

Derivando temos

dA ,df

= /2O’ = k

dA
2k
dt

Como A(a) = 0 entao

A(t) = k(t — a)

Entre dois instantes quaisquer t; e 5 obtemos

218

r(t),0(t) as
coordenadas polares de ¢ podemos supor sem perder em generalidade que §(a) = 0. Suponhamos
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A(tg) — A(tl) = k(tQ - tl)
Esta é a ”Segunda Lei de Kepler”do movimento planetario:

O movimento de um planeta varre areas iguais em tempos iguais.

2. Exercicios

(1) Determine e faca um desenho do trago (imagem) das seguintes curvas:
(a) r(t) = (£, 2]t])
(b) f(t) = (cos?t,sen?t)

(¢) r(t) = (cost,sent,1)

(d) p(t) = (t,¢,1%)
r = sect
(e) { —T/2 <t <7/2
y = tant
r = cost
(f) y = sent
z = sen2t
el + et
r = —
() B et et
yo= 2

(2) Parametrize as seguintes curvas:

(a) y* = a®
2 2
y

(b) 2t =1

(c) A interseccio de 22 +9y? —22=0ez=y+ 1.
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(d) (Cardidide) A trajetéria de um ponto de uma circunferéncia que rola sem escorregar

sobre uma circunferéncia de mesmo raio.

(e) (Folium de Descartes) x3 + 1> = 3axy
Sugestao: faga y/x = t.

(f) (Lemniscata) (2% + y?)? — 2a®(2® — y?) =0
Sugestao: coordenadas polares.

(3) Encontre o comprimento de arco das seguintes curvas:

(a) x = a(t—sint) 0<t<om
y = a(l—-cost)
=t t
(b){x o8 0<t<on
y = tsint
(c)y:x% 0<z<27m

(4) Parametrize as seguintes curvas pelo comprimento de arco:
(a) r(t) = (bt +1,t+1,2 —1t)
(b) r(t) = (cost?, sint? 2t2 + 1)
(c) A interseccao de x2 + 4% + 22 = 4 com o plano z = x +y + 1.
(d) r(t) = (3cost,4cost,bsint)
(e) r(t) = (cost,In(cost),sint)
(5) Seja c: [0, +oo[— R?\ {0} uma curva plana dada por c(t) = (z(t),y(t)) satisfazendo
¥ = —y—a?
y/ — T — y3
Mostre que f(t) = ||c(t)||? é estritamente decrescente e que limy_, o c(t) = (0,0).
(6) A catendria é a curva parametrizada por c(t) = (¢, cosht).
(a) Determine a fun¢ao comprimento de arco s(¢ / |e(t)|dt.

(b) Parametrize a catendria pelo comprimento de arco.
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(c) Determine a fungao curvatura.
7) Mostre que se a curvatura é nula, entao a curva é um segmento de reta.
8

)

) Mostre que se a torgao é nula, entdo a curva estd num plano.

9) Determine a curvatura e a torgao da curva c(t) = (acost,bsent,ct).
)

(

(

(

(10) Considere dois vetores unitérios n e v formando um angulo constante 6. Seja ¢(t) uma
curva tal que ¢(t) = n Ac(t) e ¢(0) = v. Calcule sua curvatura em termos do angulo 6.

(11) Defina o que é uma circunferéncia com centro C' e raio R no espago R3. Parametrize-a
pelo comprimento de arco e calcule sua curvatura e sua torcao.

(12) Determine a curvatura e a tor¢ao das seguintes curvas:

(@) z=t, y=1t> z=13

1+t 1—¢2
= —\ 2 =
y=— ¢

(¢c) © =a(t —sent), y =a(l —cost), z ="bt
(13) Determine a curvatura das seguintes curvas:
(a) c(t) = (at,bt?)
(b) ¢(t) = (t,t+1/t)
(c) c(t) = (acost,bsent)
(d) ¢(t) = (3cost,4cost,bsent)
(e) ¢(t) = (acost,bcost,csent)
(f) ¢(t) = (acost,bsent,ct)
(14) Determine a torgao das seguintes curvas:
(a) c(t) = (3cost,4cost,5sent)
(b) ¢(t) = (acost,bcost, csent)
(c) c(t) = (acost,bsent,ct)

(15) Uma curva c : I — R? tem curvatura nula se e somente se a curva é uma reta.

(16) Uma curva c : I — R? tem torcao nula se e somente se a curva é plana.
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(17) Determine as curvas espaciais que tem curvatura e torgao constantes.

(18) Determine o comprimento de arco das seguintes curvas dadas em coordenadas polares:
(a) (Cardioide) r =a(l —cosf) onde 0 <6 <27
(b) (Expiral de Arquimedes) r =af onde 0<6 <2rx
(c) (Expiral de Logaritmica) r =e=? onde 0 <6

(19) Represente graficamente as curvas dadas em coordenadas polares e calcule a &rea

limitada por elas:
(a) (Cardidide) r =a(l —cosf) onde 0<6 <2r
(b) (Trevo de quatro folhas) r =sen20 onde 0<6 <27

(¢) (Limacon ou Caracol) 7 =a(2+ cosf) onde 0 <6 <2rw



CAPIiTULO 8
Formula de Taylor

As funcgoes polinomiais constituem a classe mais simples de fungoes. Para calcular seus valores
num determinado ntmero basta operar com a adicao e a multiplicagdo. Para outras classes de
fungoes nao algébricas como seno, exponencial, logaritmo s6 podemos, em geral, encontrar seus
valores aproximadamente. Existem varios caminhos para fazer esta aproximacao. Um deles é

através da formula de Taylor que é o tema deste capitulo.
1. Funcgoes Polinomiais

Como ja sabemos uma fung¢ao polinomial é uma fungao p : R — R dada por

p(x) = ag + a1+ asx® + ...+ apz”

Os coeficientes de p(x) podem ser obtidos através de derivadas na origem,

p(0) =ao , P'(0) =a1, p"(0) =2as ,... , p™(0) = Klay,

Assim, para k =0,1,...,n

(k)
o = 20
k!
PROPOSIGAO 8.1. Se
lim p—(? =0
z—0 X
entao
apg — a; — ag = :ak—O
DEMONSTRAGAO.
. s kp(x) _
) = e =0

Como limop(:c) = ag entao ag = 0. Segue que
Tr—>

p(z) a1+ asxt + .. 4 apx™ !
= E—1

xk T
Repetindo o processo mostra-se que a; = 0 até a = 0.

223
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Todo polinémio pode ser escrito como soma de termos do tipo a(z — ¢)*. Neste caso dizemos

que p(z) estd centrado em c.
p(z) =bg +bi(z —c) +ba(x —c)* + ...+ bp(z — )"

EXEMPLO 8.2. Determine a expressio de p(x) = x> —x+1 com centro em ¢ = 1. Completando

o quadrado tem-se
px)=2?—z+1l=(@—-1)°+2r—o+1=(x—1)*+ (- 1) +2

Os coeficientes by, sao determinados pelas derivadas em c:

~ p®(e)
TR

EXEMPLO 8.3. Determine os coeficientes do polinomio p(x) = x

3224 2x—1 com centro

emc=1.
Calculando as derivadas p'(z) = 3% — 2z + 2, p"(z) = 62 — 2, p©®(z) = 6. Entdo,

p()=1,p(1)=3, p"(1)=4, pP(z)=6
bo=1,b1=3,b=2,03=1
A expressao do polindomio centrado em 1 €
plx)=1+3(x—1)+2(x—1)*+ (z — 1)
Observe que este método é mais eficiente do que completar as poténcias.
2. Polinémio de Taylor

DEFINIGAO 8.4. Seja f uma fungao definida numa vizinhanga do 0 e n € N Diz-se que f

anula-se até ordem n na origem se

lim @ =0
z—0 ™
Se 0 < k < n entao
lim L::) = lim :U”_kf(x) =0
z—0 X z—0 xn

Conclui-se que f anula-se até ordem k.
Nesta linguagem o que fizemos acima diz que um polindomio anula-se até ordem k se e somente
se os coeficientes ag , a1 , as , ...a sdo nulos. Em particular se & = n entdo o polindémio é

nulo.
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DEFINIGAO 8.5. Diz-se que f,g coincidem até ordem m na origem se

i F@) = 9(@)

z—0 ™

=0

Se p, ¢ sao polinomios de grau < n coincidem até ordem n entao eles sao iguais.

TEOREMA 8.6. Seja f uma funcdo derivdvel até ordem m na origem.

f anula-se até ordem n se e somente se

DEMONSTRAGAO. Suponhamos primeiramente que

F0) = f/(0) = f"(0) = ... = f™(0) =0
Entao,
1_%]:(50) = lim f(z) = £(0) =0
lim fi:x) = lm f(x) ; £0) _ 7(0) = 0
tim 8y L@ = SO
z—0 X z—0 T
Aplicando o TVM,
lim Lf) = lim w — lim f/(‘;)w _
x—0 X z—0 x z—0 X
tiy 89— i () 2 o

pois ¢ estd entre 0 e x entao |¢/z| < 1 e como ¢ — 0 quando x — 0 tem-se que

/ / / o
z—=0 ¢ c—0 ¢ c—0 C
Se n = 2 a demonstracao acabou. Caso n > 2 considere a fungao g(z) = f'(z). Entéo

9(0) = g'(0) = g"(0) = ... = f"D(0) = 0
Pelo que foi feito g anula-se até ordem 2, isto é

i 92

/
m =—=> = lim f'(z)
x—0 5(,‘2 z—0 .’E2

=0

225
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Segue que

lim flz) lim [z lim f'le) _ hm(f'(c))<f)2 _ hm(@)(f)Q —0

x—0 LUS z—0 .CES z—0 .732 z—0 62 T z—0 C2 x

Conclui-se que f anula-se até a ordem 3. A mesma conclusao vale para g(x) ou seja

lim 27 (i) =0
z—0 X
Substituindo g(z) = f'(x)
/
lim £ (f ) o
z—=0 X
Semelhante ao que fizemos
f@) o fi(e) e
Yim S = In(TE(E) =0

portanto f anula-se até a ordem 4. Indutivamente mostramos que f anula-se até a ordem n.

Reciprocamente suponha que lim,_q 1@ _ (. Considere a funcao

"(0 () (0
o(@) = 1)~ (F0) + f1O)+ L1002 T O
E facil ver que g®)(0) = 0 para k = 0,1,...,n. Pela primeira parte tem-se que
lim 9(x) =0
z—0 "
Entao ) .
L) O PO 0y
z—0" ™ Zn
Por hipétese
lim /(z) =0
z—0 ™
Disto,
O ) P02 SO
z—0 rn =
o que implica
F0) = f(0) = f"(0) = ... = f(0) = 0

DEFINICGAO 8.7. Seja f uma funcao definida numa vizinhanga do ¢ e n € N Diz-se que f

anula-se até ordem n em ¢ se
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o f@)
I o =0

Se h = ¢ — ¢ entéo

lim 7]"(0 +h)
h—0  h"
Portanto a fungao g(h) = f(c+ h) anula-se até ordem n na origem e como

=0

9(0) = f(c) , ¢'(0) = f(e) , g"(0) = f"(c) . -, g™ (0) = f™ (o)
tem-se a seguinte Proposicao:

PROPOSICAO 8.8. Seja f uma fungao derivdvel até ordem n em c.

f anula-se até ordem n em c se e somente se

fe=f=1")=...=f"=0

DEFINIGAO 8.9. Chama-se Polinomio de Taylor de ordem n de f em ¢ ao polinémio

(e (n) (e
pu(z) = fle) + f'(c)(x — ) + f2()(x— 4.+ fn'()(x —c)"

Outra notagdo para o polinémio de Taylor mais especifica é py .(x) que faz referéncia ao

centro ¢. Vamos tabém usar a forma condensada de somatdria

(A

n ) (e .
pn(x):Zf .'( )(x_c)l
=0

DEFINIGAO 8.10. A funcgao

é chamada o resto de ordem n em c.

Como
ra(e) =7 (c)=...=rM(c) =0

n

da proposicao anterior 7, anula-se até ordem n em c o que prova

TEOREMA 8.11. Se f € derivdvel até ordem n e ry € tal que

f(x) = pn(x) + Tn(x)
entao
lim 77%@)

T—C (,’L‘ —c)” =0
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3. Formas do Resto

O que foi feito acima mostra que quando x se aproxima de zero o polinémio de Taylor
aproxima-se da func¢do mais rapido do que (x — ¢)™. A seguir veremos para um valor fixo de x

como o polinémio de Taylor aproxima o valor f(x) da fun¢do aumentando o grau do polinémio.
3.1. Forma Integral do Resto.

TEOREMA 8.12. (Resto Integral) Se f € derivdvel até ordem n+1 no intervalo com extremos

cex (c<zour <c) e a derivada (n+1)-ésima é continua entao

z r(n+1) T — )"
o= [ L0y,

DEMONSTRAGAO. Para chegarmos na férmula acima vamos aplicar sucessivamente

integracao por parte.
Como [’ é continua,

= /j f(t)dt

u=f'(t) — du= f"(t)dt
dv=dt — v(t)=(t—x)

Fazendo

f(@) = f(e) = f(1)(t - ) / ()t — x)dt

f(@) — f(@) = )z — o)+ / ") (e — tydt

Novamente fazendo,

u=f"(t) — du= f"(t)dt
dv=(z—t)dt — v(t)=—(1/2)(x —t)*
Substituindo,

f”()(x—t /f”’ (@ —t)?

f(@) = fle)+ f(e)(z —c) + [ - ) / () (@ —1)?
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de onde

z £(3) T —1)2
Tz(x):/ f(t)ét)dt

!

repetimos este processo até a poténcia n e temos,

f@) = f(e)+ f'(e)(z - ¢) I A SO ANV

2 n!

TSR GG L aal G R

Segue que,

z r(n+1) T —t)"
i) = [ =0,

3.2. Forma de Lagrange do Resto.

TEOREMA 8.13. (Resto de Lagrange) Se f € derivdvel até ordem n + 1 no intervalo com

extremos ¢ e x (¢ < zoux < ¢) e a derivada (n+1)-ésima € continua entao

f(n+1)(9)
- (n+1)!

Esta forma do resto é de certa maneira uma extensao do TVM. Recordemos a demonstracao

ro(z (x — )"t

dele pois é uma motivagdo para a demonstracao que faremos. Seja f : [¢, 2] — R derivavel.
Se r é uma reta que passa por (c, f(c)) sua equacao é y = f(c) + m(t — ¢) (Observe que

estamos usando a varidvel ¢ pois x estd fixo.). Escolhemos m de forma que ela também passe
f(@) — f(c)

por (z, f(z)) ou seja m = P
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Considere a fungao

o(t) = f(t) — (f(c) + m(t — c))
Pela nossas escolhas ¢(c) = 0 e p(z) = 0. Pelo teorema de Rolle existe 0 entre c e x tal que
¢'(0) = 0 e portanto f'(6) = m. Entao

p(x) =0= f(z) = (f(c) + f(0)(x —¢))
f@)=f(e)+ f(O)(z —c)
A reta tangente ao grafico de f em (¢, f(c)) tem equagao y = f(c) + f'(¢)(t — ¢). Se p é uma
pardbola que passa por (¢, f(c)) e cuja derivada em ¢ é f’(c) entdo sua equagio é

y=fe) + fe)(t =)+ m(t )’

Escolhemos m tal que ela passe por (z, f(x)).

Considere a funcao

p(t) = f(t) = (f(e) + f'()(t = ¢) + m(t — ¢)?)
Entao ¢(c) = 0 e ¢p(z) = 0 de novo pelo teorema de Rolle existe 6; entre ¢ e x tal que
¢'(01) = 0.
Derivando ¢(t),
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Como ¢'(c) =0 e ¢'(A1) = 0 novamente o teorema de Rolle garante que existe 6 entre c e 6;
tal que ¢”(#) = 0 e como

Conclui-se que
m=1"(6)/2
p(r) = 0= f(x) = (f(&) + f'(e)(& = &) + (1"(0)/2)(x — ¢)?)

f@) = fle) + f()(x =) + (f(0)/2)(z — ¢)?

_"O) o)

(@) 9!

o que demonstra o teorema para n = 1.
Em geral seja

" n n+1
pusa() = 50+ 7@ -+ L2 L0 g E 2D e
um polinémio tal que todas as suas derivadas até ordem n coincidem com as derivadas de f.
Escolhemos m de forma que pp4+1(z) = 0.
e seja

o®) = 10 = (FQ + POt -+ LD — o 4+ IO g iy — iy

2 n!

Como ¢(c) = 0 e p(z) = 0 de novo pelo teorema de Rolle existe 6 entre ¢ e z tal que
¢'(01) = 0.
Derivando ¢(t),

/ _ (! " _ f(n)(c> _ \n—1 _A\n
M) =) = (fle)+ it —e)+...+ j(t =) A mn+1)(t—c)")

Tome 62 tal que ¢”(63) =0

(") (¢
(1) = (1) — (P — ) ot 1D 2 Dyt — o))
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e assim sucessivamente até a derivada de ordem n + 1 para as quais encontramos

c<0<0,<0, 1<...<by<b <z

F(0) = 0= f1(0) - (n+1)im

portanto
7 f”"‘l(Q)
"= (n+1)!
e (n) c
olx) = 0= f(z) - (F@ + F O -+ T V@2 4+ T ooy e — )
. f// c f(n) c N fn+1 0 "
fa) = 1@+ £ -0+ TP w0 Do B o)
(n+1)
ro(z) = M(x — )"t

4. Exercicios

(1) Determine o polinémio de Taylor de ordem 5 em ¢ dado nos seguintes casos:

() =x; c=1
e) flz) =(14+2z)*% ¢=0, onde a # 0 é um numero real dado.
(2) Determine a férmula de Taylor de ordem n em ¢ com resto de Lagrange para as fungoes

do exercicio 1.
(3) a) Determine o polinémio de Taylor de f(z) = e*, de ordem n, em ¢ = 0;

b) Mostre que, para todo = em [0, 1],

1 1 1 3
e —(1+a+=2>+=23+... +—=2")| < s
2 3! n! !

¢) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 1075,
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(4) Sejam n um natural impar e f(x) = senx. Mostre que, para todo z,

A e < 2"
Senxr — | r — — —_— — ... — —
3 Bl n' )|~ (n+2)

(5) Use o exercicio 4 para avaliar senl com erro inferior a 1075,

(6) Mostre que, para todo x,

P L2t
— 1 _ - 1\
senwr}irgo[w TR A ( )(2n+1)!}
ou
B 3 45 LT
senr = x §+§—?+
(7) Seja f(2) =
eja =——.
A >

a) Mostre que P(z) = 1 — 22 + 2% — 25+ 28 — 219 6 0 polinémio de Taylor, de ordem
10, de f em ¢ = 0 sem calcular as derivadas.(Use a férmula da soma de uma P.G).

b) Observando o polinémio do item (a), calcule f (0), £ (0), £ (0), etc.
(8) Se p(x) é um polindémio de grau n mostre que

p"(c)

n!

p(x) =p(c) +p'(c)(z —c)... +
onde ¢,z € R.

(x—c)"

(9) Mostre que o polindémio de Taylor da derivada f’ de uma fungdo f é a derivada do
polinémio de Taylor de f.
(10) Se Py, é o polindémio de Taylor de ordem n da funcdo f entdo o polinénio de Taylor de
ordem n+ 1 de g(z) = [T f(t)dt ¢ a integral [ P, c(t)dt.
(11) Mostre que

B I L
1+=x 1+x

(12) Se g(x) = f(z —¢) e Py(x) é o polinémio de Taylor de f na origem entao P,(x —c) é o

polinémio de g com centro em c .



CAPIiTULO 9
Rudimentos de Equagoes Diferenciais

Uma Equacao Diferencial Ordindria (EDO) envolve uma fungao e suas derivadas e suas
solugoes sao funcoes. Uma grande variedade de problemas sao enunciados e resolvidos através
das equacoes diferenciais tais como determinar a corrente num circuito elétrico, a velocidade de
uma reacao quimica, a variagao da concentragao em uma mistura, o tempo gasto para gelar um
corpo, a oscilagao de um corpo que flutua, a distancia para frear um carro e evitar a colisao
e muitos outros. Apresentamos neste capitulo exemplos elementares de equagoes diferenciais e

faremos algumas aplicagoes.

1. Nocoes de Equacgoes Diferenciais

O exemplo mais simples de uma equacao diferencial é
dy
— — f(zx)=0
7 @
onde f é uma dada funcao continua.
Suas solugoes sao obtidas por integracao:
dy
Y= fa) e yla) = /f(:c)dx
Se f(z) = 22 entdo y(z) = (1/3)z3 +c.
Para cada valor da constante ¢ tem-se uma solugao da equacao. Existem portanto uma
infinidade de solucées.

Outro exemplo

dy
de
Observe que neste caso a fungdo incognita aparece em ambos os lados da equacao. Como

veremos mais adiante suas solucoes sao exponenciais.
y(x) = ce®
234
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Um exemplo da cinemdtica: Um ponto movimenta-se numa reta. FEm cada instante sua

velocidade é proporcional a sua posicao. Descreva sua posicdo x em funcao do tempo t.

instante t

A equagdo que governa o movimento é

dx
bt §
ar

Onde k é a constante de proporcionalidade. Suas solugoes sao dadas por

z(t) = cet

A constante ¢ é o valor da posicao inicial do ponto, isto é xz(0) = c.

DEFINIGAO 9.1. Uma FEquagdo Diferencial Ordindria (EDO) de primeira ordem é uma
equacgdo da forma

d

X
E :f(tvx)

onde f é uma funcdo continua definida em U C R2.
Uma Solugdo da equagao € uma fungdo x = x(t) definida num intervalo I tal que para todo
tel:

(1) (t,z(t)) € U
(2) “2(t) = f(t,2(1)

Dizemos que a solucao satisfaz a condi¢ao inicial (to,z9) se x(ty) = xo. Isto € a solugdo
passa pelo ponto (to,xo).

Geometricamente a equacao diferencial nos da em cada ponto a inclinagdo da reta tangente
ao grafico da solucao que passa por ele.
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I\

Enunciamos a seguir o teorema que garante a existéncia de solugoes de uma EDO.
TEOREMA 9.2. (Teorema de Existéncia e Unicidade)

0
Se f(t,xz) € diferencidvel com or continua entao para cada (to, o) € U passa uma solu¢ao
T

x=ux(t), t € I da equagio

Além disto se x = u(t) , t € J for outra solugdo tal que u(ty) = o entdo x(t) = u(t) para

todot € INJ. Como consequéncia por cada (to,xo) passa uma unica solugdo mazimal.

EXEMPLO 9.3. As fungées x(t) = 0 e x(t) = t3 sdo solu¢des da equagdo

que passam pelo ponto (0,0).
Encontre uma infinidade de solugées que passam pelo ponto (0,0).

Este fato contradiz o teorema de existéncia e unicidade?

2. Equagoes Especiais

(1) Equagdes lineares
Sao equacoes do tipo

Se b(t) = 0 a equagao
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chama-se homogénea.
Comecemos resolvendo a equagao homogénea:

Separando varidveis (veja o item seguinte)

[~ fat

Inx = A(t)+ &
aqui A(t) é uma primitiva de a(t).

z(t) = ce*®

onde ¢ = e*.

Para integrarmos a equacao completa procedemos como se segue.

dx
i a(t)x = b(t)

Multiplicamos ambos os lados por e=4®),

e_A(t)CCll—? —a(t)e AWz = p(t)e=4®

(e Wz) = b(t)e= A

e AWz = /b(t)e_A(t)dt +c

Finalmente,

z(t) = ce® 4 AW ( / b(t)eA(t)dt>

EXEMPLO 9.4. Seja

dzx

— = I + cost
dt +

Neste caso A(t) =t e as solugdes sao dadas por

x(t) = ce' + e (/ e " cos tdt)

x(t) = ce' + (sent — cost)/2
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(2) Varidveis Separadas
Sao equacoes do tipo
dx
— = f(x)g(t
o = F(@)9()
Se f(zo) = 0 entao a funcdo constante x(t) = zp é uma solugao da equagao. Assim
as raizes da equacao f(x) = 0 constituem o conjunto das solugoes constantes. Fora

deste conjunto podemos separar varidvies: Seja x = z(t) uma solucao. Entao

) = rw)e)
1 dx
ma(t) =g(1)

Integrando

1 dx
| sy awi= [ s
dx

Fazendo a mudanca de varidvel na primeira integral = = x(t) de = —(t)dt,

at
/f(lm)dx: /g(t)dt
1

Se F(x) é uma primitiva de e G(t) de g(t) entao,

f(z)
F(a(t) =G(t) + k

Observando que F'(z) é inversivel as solugoes nao constantes da equagao sao dadas

por:

z(t) = F7YG(t) + k)

ExEMPLO 9.5. Considere a equagdo

dzx
— = 2ta?
a7

x(t) =0 € a dnica solug¢ao constante.

/12dx: /tht
x

Separando varidveis:
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1
— =t +k
x

a(t) =

c—t?
onde fizemos c = —k

(3) Equagdes Auténomas

Sao aquelas que o segundo membro da equagao nao depende do ”tempo” t.

o (z)

Se a funcao f estd definida num intervalo I entao o dominio da equacao é o conjunto
U=Rx1ICR?

(2.3.1) PROPRIEDADES QUALITATIVAS DAS EQUAGOES AUTONOMAS

(a) Se xq é tal que f(zp) = 0 entdo z(t) = xp é uma solucao constante da equacao que
chamaremos de solugao de equilibrio.

(b) Se & = x(t) é uma solugao entao sua translacao u(t) = z(t — ¢) também é solugao.



()
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du dz
() == (t—c) = f(a(t — o)) = f(u(t)

dx
Se x = x(t) e tp é um ponto critico, isto é, E(to) =0 e z(ty) = zo entao a solucdo
x = x(t) é constante igual a zg.

Como = = x(t) é solucao entao

dx
“t) = 1)

em particular para t = ty

dz

= (t0) = 0= f(a(to)) = f(o)
Entao a u(t) = zp é uma solugdo constante e como u(tg) = xog = x(ty) elas
coincidem.

Uma solugao da equagao

dx
a (x)

é constante ou estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Esta afirmacao é uma consequéncia da anterior pois se a derivada nao se anula pelo
teorema do anulamento como a funcao derivada é continua ela nao muda de sinal.
Se for positiva a solugao é crescente e se negativa decrescente caso contrario ela
identicamente nula e portanto a solucao é constante.

Se x = z(t) é uma solugdo nao constante, limitada e definida para ¢ > a entao

existe

lim x(t) = xzp e f(zp) =0

T—00
Como consequéncia a solugao constante u(t) = xg é uma assintota da solugao
x = x(t).

Provemos esta afirmacao. Como a solugdo é nao constante entao ela é mondtona.

Se for crescente como é limitada entdo existe

lim z(t) = sup{z(t)} = xo

T—r00

Caso seja decrescente entao

lim z(t) = inf{z(t)} = =z

Tr—r00
Entao
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. dx .

lim —(t) = lim f(z(t)) = f(zo)

Falta mostrar que f(xo) = 0. Caso f(z9) > 0, pela definicao de limite, existe um
to tal que para

)~ fao)

i < f(w0)/2

t > tp tem-se

0 que acarreta

dx

E(t) > f(z0)/2

Integrando,

/t @ par > 00 4y
t

, dt 2
(1) > a(t0) + 70t — 1)
Tomando-se o limite,
f(@o)

xlingo x(t) > xlgngo(x(tg) + (t—1tp)) =00

2
o que contradiz o fato de que a solucao ¢é limitada.
De maneira inteiramente semelhante mostra-se que f(zp) < 0 conduz a uma

contradicao.

Xg u(t)=x0

x=xX(t)

(f) Considere a equagao
dr (@)
dt

definida em R. Se z = x(¢) é uma solugao crescente definida num dominioa < ¢t < b

maximal, isto é que nao pode ser estendido entao
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lim z(t) = oo

z—b
Caso seja decrescente

lim z(t) = —o0

z—b
Analisemos o caso em que é crescente. Basta mostrar que ela nao é limitada. Caso
contrario

lim x(t) = xo

z—b
Entao

tim %2 (6) = i f(2(1)) = 7o) = (1)

Pelo ponto (b, z¢) passa uma solu¢do u = u(t) definida num intervalo |b — 7, b+ r].

Entao d i
u(b) = w0 = 2(b) e —-(b) = f(0) = —(b)

Isto garante que podemos estender a solugao colocando x(t) = u(t) para b < t <
b+ r o que contradiz o fato que z = x(¢) é maximal.

O préximo item dé uma condicdo suficiente para que uma solucao esteja definida
num intervalo |a, ool.

Suponha que f esteja definida em R*. Se 0 < f(x) < z entao toda solugao que
passa por (to,zg) esta definida para todo t > tg.

dz .1 dx
Como E(t) = f(z(t)) < x(t) entdo %E(t) <1

integrando,

t1 dx z(t) |
- _ 1. B o
/t z(t) dt (£)dt /z dz =In(z(t)) —Inzo <t —to

0 0 T

Portanto

x(t) < ke'

para uma conviniente constante k.
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Solugoes de equilibrio z =1 e = = 2.

X
x=3
_f x=1
t

L

yl

S x=1

:

Solugoes de equilibrio z = -1 ,x=1 , x=3.

EXEMPLO 9.6. Considere a equagdo

dx
dt

[\

=z(z*—1)

As solucdes de equilibrio sdao

Separando varidveis

243
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dx
——— =dt
x(z?2 —1)
Pelo método das fragoes parciais encontramos
1 B 1( 1 n 1 ) 1
r(x2—-1) 2'2-1 2z+1" =
FEntao
dx 1. 1 1 1
" de= (= ~ Ndx =
/x(aﬂ—l)x /(2(35—1—1_1‘—1—1) a:)x
(22 — 1)%

1
§ln(x71)(:ﬂ+1)flnm:ln .

/ngDm:/ﬁ

2 1

-1
In u =t+c

2 1

-1
((If )2 — ket
T
Resolvendo em x
+1

"= e

que sdo as solucdes da equacdo.
O grdfico abaixo mostra as solugées para k =1,2,0.1,0.01,—1,—2,—0.1,—0.01 e as solugdes

de equilibrio.

y=1

y=-1
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3. Equacoes de 22 Ordem Redutiveis

A forma de uma equagao de segunda ordem é

d*x dz
ae = 1o g)

A condicao inicial é uma terna (tg,zo,v9) . Existe uma unica solucdo =z = z(t) tal que

dx
x(ty) = xo € E(to) = vg. Em certos casos uma equacao de segunda ordem reduz-se a uma de
primeira ordem. Vejamos alguns tipos.

3.1. Casos Especiais.
d3?x
1) — =1f(t
(1) S =f®)

d d
Fazendo a mudanca de varidvel u = d—f a equacao reduz-se a d—u = f(t). Integrando,

u(t) = / F(#)dt+ b

Integrando novamente

ExEMPLO 9.7. Considere a equagdo

d’x

el = cost
Entao

du

a = cost
Integrando

u(t) =sent+b

Integrando novamente

x(t) = —cost+ bt + ¢

d?x dx
e Y0 e
dt2 (’dt)
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Fazendo a mesma mudanca esta equacao recai numa equacao de primeira ordem

dﬂ - f(tvu)‘

dt

EXEMPLO 9.8. Vamos encontrar as solugées de equacdo

2
&’z _ (dﬁ)2
dt? dt
Fazendo a mudanca
dx
U= —
dt
Recaimos na equacao
du 9
=
dt

Separando varidveis e integrando,

du
/w:/“
1

——=t+b
U
dt ~  t+b
2(t) = In(——) + ¢
4D
d?x dx
T f(x. —
(3) S =0 5)
Para reduzir esta fagamos
yde
Cdt

Entao

P dv_dvde v
a2’ dt  drdt  dx

e a equacao ¢ equivalente ao sistema
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dv 1
@ = Ef(% U)
do _
ar
EXEMPLO 9.9. Seja
dzx o
¢ Cg)
dt? x
Recaimos na equacgdo
v _ v
de =z

Separando varidveis e integrando obtemos

v="b/x

Substituindo na sequnda equacdo

dx
&y
a

Novamente separando varidveis obtem-se finalmente

x(t) = Vbt +c

que sao as solugoes da equacdo.

4. EDO nas Ciéncias Naturais

Nesta secao vamos utilizar equacoes diferenciais para enunciar e resolver problemas tais
como movimento de um ponto sobre uma reta, determinar a corrente elétrica num circuito, a
variagao da concentragao num tanque que contem uma determinada solugdo, a proliferacao de

uma epidemia numa populacao, etc.

4.1. Movimento Unidimensional. Exemplos de um movimento unidimensional sao
movimento retilineo, movimento circular, mais geralmente movimento de um ponto material
sobre uma curva.

Seja x = x(t) a coordenada da posi¢cdo de um ponto material P de massa m. Suponhamos
que uma forga F' = F(x) age sobre o ponto. Forga esta que sé depende da posigdo ou seja um

campo de forcas estaciondrio.
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Recordemos que a velocidade do ponto em movimento é dada por

o(t) = (0

e a aceleracao,

2./17 U
a(t) = 22 =

A Equagao de Newton da dindmica nos diz que

ma=F
Precisamente,
d*x

Uma solucao é uma funcao = = z(t) tal que para todo t € T

A’z
m2 (1) = Fla(t)

Na notagao de Newton,

ma” (t) = F(x(t))

Multiplicando ambos os lados e integrando,

m / 2 (t)a! (t)dt = / F(x(t)x' (t)dt

fazendo a mudanca de varidvel



4. EDO NAS CIENCIAS NATURAIS 249

na segunda integral obtemos,

/ Fla(t))2' (t)dt = / F(u)du

Seja U uma primitiva de —F'(u). Entao,

na primeira integral,

/ (80 (1) dt = / wdu = (1/2)u2 = (1/2)(2/ (£))2

Segue que

m / 2 ()2 (t)dt = / F(x(t))a'(t)dt

(1/2)m(2'(t)* + U((t)) = B
onde F ¢é a constante de integracao.
A equacao acima nada mais é que o ”Principio da Conservacao da Energia”’que diz : A
soma da energia cinética (1/2)m(z’(t))? mais a energia potencial U(z) é constante durante o
movimento e igual a energia total F.

Observe que a equacao acima é de primeira ordem com varidveis separadas:

(1/2m(50) = B~ U@

Conhecida a energia potencial e resolvendo a primeira integral determinamos o movimento.

4.1.1. Aspectos Qualitativos de um Movimento Unidimensional.
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DEFINIGAO 9.10. Chama-se Plano de Fase do sistema mecdanico ao plano

R? = {(z,v):z €R ev € R}
onde x € a posicao do ponto e v sua velocidade.

Cada valor da energia total F¥ determina uma curva no plano de fase cuja equagao é dada
pela equacao da energia
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