MATO0121 - Calculo Diferencial e Integral II

Lista 1 — 05/08/2015

Parte 1 - Ntiimeros Reais

1. Mostre que em todo intervalo com mais que um elemento existem nimeros racionais

e irracionais.
2. Prove que 12+ 22 +...n% = (2n + 1)(n + 1)n/6.

3. Mostre que dados os niimeros reais a, b tais que a,b > 0 existe um natural n tal que

n.a > b.

4. Verdadeiras ou falsas as sentencas? Justifique sua resposta.

a) Se a,b s@o numeros racionais entao a + b é racional.

(b) Se a é racional e b é irracional entao a + b é irracional.
(¢) Se a,b sdo nimeros irracionais entao a + b é irracional.

(d) Se a é racional e b é irracional entao ab é irracional.

5. Prove que todo conjunto finito e nao vazio de nimeros reais tem um elemento méximo.

6. sejam A, B C R subconjuntos limitados e f,g : X — R funcoes limitadas. Mostre as

seguintes propriedades do supremo e do infimo:

Se A C B entao sup A < sup B e inf A > inf B,
Se A < B entao sup A < inf B,
sup(A + B) =sup A+ sup B e inf(A + B) = inf A + inf B,

)
)

(c)

(d) Se ¢ > 0 entao supc.A =c.sup A e infc. A = c.inf A,
) Se ¢ < 0 entao supc.A = c.inf A e inf c.A = c.sup A,
) sup(f +¢g) <supf+supg e inf(f + g) > inf f + inf g,
) Se ¢ > 0 entao sup(c.f) = c.sup f e inf(c.f) = c.inf f,
)

Se ¢ < 0 entdo sup(c.f) = c.inf f e inf(c.f) = c.sup f,



(i) Dé exemplo de fungoes tais que sup(f + g) < sup f + supg e inf(f + g) >
inf f +inf g.

7. Se f: X — R é uma funcao limitada e g : R — R é uma fungao continua e crescente
entao sup(g o f) = g(sup f).

8. Respostas: 4a V ,4bV ,4c F 4d F

Parte 2 - Integrais

1. Seja f : [a,b] — R uma funcao crescente. Seja P, a particao que divide o intervalo
[a,b] em n partes iguais. Mostre que S(f, P,,) — s(f, Pn) = (f(b) — f(a))(b—a)/n e

conclua disto que f é integravel.

2. Considere a funcao f : [0,2] — IR dada por

1, 0<z<1
€Tr) =
/(@) {2, 1<x<2

Seja P, a parti¢ao do intervalo [0,2] em n partes iguais.

a) Calcule s(f, P,) e S(f, P,,) paran =4,5,6,7,

b) Dé uma expressao para s(f, P,) e S(f, P,) paran = 2k e n = 2k + 1 (n par ou
fmpar);

¢) Calcule limy,—00S(f, Pp) € limp—ooS(f, Pn).

3. Usando as propriedades da integral mostre que

/”/2 senx Q
n 2

dz <
/AT

4. Seja f :[a,b] — IR uma fungao positiva. Mostre que

Flz) = / " Fyat

é uma funcao crescente.



5. Para as fungoes f abaixo, responda as seguintes perguntas:

(1) Faga um grafico de f;
t
(2) Encontre a funcao F(t) = / f(z)dx, t €]0,2];
0

(3) Determine os pontos onde F' é derivavel e neles calcule F'(t).

a) £:]0,2] » R

b) f:[0,2] = R

ra-{5 155
c) f:0,2] = R

R P

6. Calcule a area da regiao
a) limitada pela reta y = 22 + 1 e pela curva y = 22;
b) limitada pelas curvas y = 1 — 22 e y = 22 — 1;
c) limitada pelos graficos de f(z) = 22 e g(z) = 23 e por & = 2;

2

d) limitada pelas curvas y = 2* —z, z =2 ey =0.

7. Seja f uma funcao continua tal que f(x) = f(—=z). Utilize as propriedades da integral

para mostrar que

_a f(z)dr = 2/Oaf(:v)d:c, a>0

8. Seja f uma funcao continua tal que f(—x) = —f(x). Mostre que

’ f(z)dz =0

—a



9. Se f é derivavel e f’ é continua, mostre que
b
2 [ f@)f @)z = (F0))* = (f(@)°

10. Verifique se as afirmagoes abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique suas respostas.

a) Se f e g sdo continuas, entao

[t = [ sy [ g

b)/ 1+ln(x)dx:§
1 X 2

¢) Uma primitiva de f(z) = tg(z) é F(x) = In (|sec(z)]).
11. Encontre a derivada da funcao

1422
f(z) = /0 1/(2 4 sent)dt

x2
12. / f(t)dt = zsen(mx), onde f é continua, determine f(4).
0

13. Ache uma funcao continua f tal que

/ tf(t)dt = senx — x cosx — % /2
0

14. Seja f uma funcao derivavel e inversivel definida no intervalo [a,b]. Mostre que

b f(®)
/ F(t)dt + / FN(0)dt = bf(b) — af(a)
a f(a)

15. Determine os pontos de maximos e os de minimos, se houver, da funcao

f(z) = /z+1 1/(1 4 t3)dt
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xr X
16. Se f(x) = / et dt use integracao por partes para exprimir a integral / f(x)dx
1 0

1
em termos de f. Calcule/ f(z)dz.
0

17. Se f(z) = / sent?dt exprima a integral/ f(x)dx em termos de f. Calcule
0

- VE
/0 f(2)dz.

18. Seja B={(z,y): 0<y <z, 0<z< a}e S osdlido que com base B e cuja secgdo

transversal ao eixo y passando por y é um retangulo cuja altura é h(y).

(a) Mostre que o volume de S é dado por

V= /0 (0 — y)h(y)dy

x
(b) Mostre a drea da seccao transversal ao eixo z é dada por A(z) = / h(y)dy e
0

portanto o volume também é dado por
a
V= / A(x)dx
0
(¢) Conclua a igualdade

/Oa(a —y)h(y)dy = /Oa (/Om h(y)dy> dzx

19. Interprete os exercicios 16 e 17 de forma anéloga ao exercicio 18.

20. Encontre a derivada da funcao

T 1
J(w) = /:L'S 1+ ¢2 + sen? tdt
e determine f~1(0).

21. Derive as seguintes fungoes:

T x
= ———dt
(a) gl /0 1+ ¢2 4 sen?t



(b) h(z) = sen ( /0 " sen ( /0  sen’ tdt) dy>.

22. Seja f : [0,b] — [0,d] uma fungao continua e inversivel e h : [0,d] — R uma funcao

integravel.

(a) Mostre através de uma integracao por partes que

b [ pf(@) d
/ ( / h(y)dy) dz = / (b— " (9)h(y)dy
0 0 0

(b) Interprete as integrais acima como volume de um sélido tendo como base o
conjunto

B={(z,y) 0<y<[(z)e0<z<b)

23. Respostas: 6a = 8v/2/3 , 6b = 8/3 , 6c = 1/12 ,6d =1, 10a = F , 10b = V ,
2z
10c = 11) f/ = — , 12 4) =7/2,1 = sinz — 1
o =V 11) o) = g 12) 1) = 72, 13) f(o) = sino — 1,
15) x = —1/2 ponto de méximo. Nao tem ponto de minimo. , 16) 1/2e — 1, 17) 0,

20) f71(0) = ¥/7
Parte 3 - Integrais Improprias

1. Verifique se as seguintes integrais divergem ou convergem. Neste caso determine seu

valor:

1
(a) / dr onde a>1
« crlnx

1
(b)/1 ﬁd:n onde p >0

(©) /‘”argtmdx
0 xr +1

(d) / senz ,
0

3

*x+1
e dx
© [ 5
o0 1
(®) /_oox2+2x+2dx

L |
—d
(8) /0 e




(h) /_21 idw

2. Demonstrar que a integral de Euler de 1* espécie

1
/ P71 — 2)7 N
0

é convergente se p >0 e g > 0.

3. Determine se as seguintes integrais convergem ou nao usando integracao por partes:

(a) /0 " e da

o0
(b) / e cos(bx)dx onde a >0
0
4. Respostas : la=o00,lc=72/8 ,le=o00,1f =7, 1lg = —c0

Parte 4 - Aplicacoes do Calculo

1. Determine o volume do sélido obtido girando-se em torno do eixo x a regiao limitada
pelas funcées y = 22 —4r +5 ey = —x + 62 — 3.
2. Gire a regiao do exercicio 1 em torno do eixo y e encontre seu volume.
(1 . 2 ~ -
3. Um sélido tem como base a elipse % + y? = 1 e cada seccdo ortogonal ao semi eixo

maior é um semi circulo. Ache seu volume.

4. Considere a regiao limitada pela hipérbole y = 1/ax e pelas retas © = 1/a e z = a
para a > 1. Para que valor de a o volume do sélido obtido pela rotacao em torno do

eixo z é maximo?

5. Determine o volume do sélido obtido girando-se em torno do eixo z a regiao limitada
pory=(r—22ey=(xr—2)2/2+2.

6. Determine o comprimento das curvas:

(a) y=a%/4+1/82% onde 1 <z <3
(b) y =1In(cosz) para 0 <z < 7/4



7.

10.

11.

12.

13.

14.

(c) y:x”"’l/(n—i—l) + 1/4(71—1)x"_1 paraa <z < bondea >0
(d) x%+y% :a%

Determine a area da superficie de revolugao girando-se as curvas abaixo em torno do

eixo indicado:

=z° onde 0<x<a eecixox
=z° onde 0 <z <2 eeixoy
=4z ondel <z <a eeixox

=2/4+1/82? onde 1 <z <2 eeixoy

Mostre, usando centro de massa, que as medianas de um triangulo se interceptam

num ponto e este divide cada uma delas na razao de 2 : 1.

Determine o centro de massa da regiao limitada pelas parabolas:

132 y2
e r = —

Y= 1

Determine o centro de massa do arco da parabola:

y=z% —a<zxz<a

Determine o centro de massa de um setor circular de raio R e angulo a.

Resolva as equacoes:

CL) y/ — eac—Qy

y =23 — 2xy

b) (senz)y + (cosz)y = 1 c)

Encontre as solucoes que verificam a condicao inicial dada:

a)y =z+y; y0)=1 b))y =x(y+1); y0)=-1



15.

16.

17.

18.

19.

Determine as solugoes constantes da equagao

29 g2
dt o

e faga um esbogo das solugoes.

A lei do resfriamento de Newton diz que a taxa de variagdo da temperatura em
relacdo ao tempo é proporcional a diferenga entre a temperatura do corpo e a do
meio ambiente. Se um corpo estd a temperatura de 120°C e apds 40 minutos a sua
temperatura é de 60°C, estando o ambiente a 35°C', qual a temperatura do corpo
apds 100 minutos (a partir de 120°C)?

A populacao de uma cidade é de 1.000.000 habitantes. Houve uma epidemia e 10%
da populagao contraiu o virus. Em 7 dias, esta porcentagem cresceu para 20%. O
virus se propaga por contato direto entre individuos saos e enfermos, sendo a taxa
de variagao na porcentagem de enfermos proporcional ao nimero de contatos e este,
proporcional ao produto das porcentagens de saos e enfermos. Supondo a populacao

fixada, pergunta-se: apos quanto tempo os enfermos serao 50% da populacao?

Considere um corpo de massa unitaria sujeito a acdo de uma mola com constante 5.

(a) Escreva a equagao diferencial do movimento e sua solugao geral.
(b) Determine a natureza do movimento.

(c) Ache a solucao particular que parte da posi¢do de equilibrio com velocidade

inicial igual a 4. Esboce o grafico da solucao.

Suponha que uma sala contendo inicialmente 60m? de ar esteja inicialmente livre de
mondxido de carbono. Comeca-se a fumar cigarros e o ar expelido a uma taxa de
0,003m3 /min contém 4% de mondxido de carbono. A mistura homogeneizada deixa

a sala na mesma taxa.

(a) Encontre a porcentagem em volume do mondxido de carbono em um instante

qualquer t.



(b) Uma exposicao prolongada ao monéxido de carbono a uma porcentagem de
0,012 é prejudicial ao organismo humano. Depois de quanto tempo é atingida

esta concentracao na sala?

20. Um recipiente contém um volume V' (em litros) de uma solucao salina, sendo a massa
de sal dissolvida igual a mg quilogramas no instante inicial. Uma outra solucao de
concentragao k (em kg/l) penetra no recipiente a uma razao constante de r litros por
minuto. A solucao se mantém perfeitamente misturada no recipiente, de onde sai a
razao de r litros por minuto. Seja x(t) a concentragao da solu¢do no recipiente no

instante t.

a) Determine a equacao diferencial que admite z(t) como solugao.
b) Resolva a equacao obtida no item (a).

¢) Usando o item (b), determine em que condigoes x(t) é crescente e em que condigoes
x(t) é

decrescente. Interprete os resultados.
d) Calcule lim;_, o, x(t). Interprete o resultado.

21. A velocidade de desintegracao de um material radioativo é proporcional a quantidade

de material em cada instante.

(a) Escreva a equacao diferencial que traduz a desintegragao.
(b) A meia-vida do uranio-235 é 713 milhdes de anos. O que significa isso?

(¢) O uranio-235, ao se desintegrar, origina o chumbo-207. Uma certa amostra de
rocha contém 1g de uranio-235 para cada 31g de chumbo-207. Supondo que

inicialmente a rocha fosse de uranio-235 apenas, qual a sua idade?

(d) Outra amostra contém 2g de uranio-235 para cada 28g de chumbo-207. Qual a

sua idade?

22. Num circuito RC, carrega-se o capacitor com uma carga de 2 coulombs. Qual a
corrente no circuito depois de ligada a chave, sabendo-se que R = 20 ohms e C = 0, 05
farad?
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23. Respostas : 1) 637 , 2) 457 , 3) 47/3 , 4) /3 , 5) 2567/15 , 8) (Te,ye) =

b g) . 10) (2e,we) = (9/5,9/5) . 1) (zerye) = (52 0) | 16) ~ 39°C
, 17) =~ 19 dias , 18) z(t) = \%sin(\/gt) , 19) m(t) = %(1 — e7Bt/10%)

20) x(t) = k — (k —mo/V)el="/VIt | 21¢) 3565 milhdes de anos , 22) I(t) = —2e~*.
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