MATO0111 - Calculo Diferencial e Integral I

Lista 1 — 25/02/2014

Parte 1 - Operacoes
1. Diga se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacées:
(a) 1=2=2=3
(b) Se a,b € Zs entdo (a®> + > =0=a=0e b=0)
(c)ar=a=2z=1
2. Sea,b€R,a#0eb#0 prove que (a/b)~! = b/a.

3. Prove que
1 — gyt
1—&—7‘—1—7“2—1—...4—7’":17
—r

para r # 1.

4. No exercicio 3, faga r = a/b e conclua que

bn+1 - an+1

; ="+ 0" ta+0"2+ ... +a"
—a

5. Se n + 1 é impar mostre que

bn-‘rl +an+1 — (b+a)(b" _ bn—1a+ bn—2a2 4= an)

Parte 2 - Ordem
l.a<bec<d=a+c<b+d
2. a<b= -b< —a
3.a>0eb>0=0ab>0
4. a>1=d>>a

5 0<a<l=d’<a



6. b>a>0=b*>a’

7. Se a,b,c,d > 0,a<bec<dentao ac < bd

8. a<b=a’<t?

9. Se a,b > 0 mostre que\/@g%ﬂ’

10. Se ab # 0 mostre que b? + ab + a? > 0

11. (a+b)?=a*>+b*=a=00ub=0

12. (a+b)P¥=a*+b®=a=00oub=0oua=—b
13. Sea,b>0ea® <b’entdoa <b

14. Considere a equacdo do segundo grau az? + bz +c¢ = 0 onde a > 0. Ela é equivalente
a

b
22t 2a+ S =0
a a

Complete o quadrado somando (b/2a)? dos dois lados e mostre que

n b\? b2 —4dac
r+—] = ——5—
2a 4a?

Conclua disto que se A = b? — 4ac > 0 entdo

-b+ VA —b— VA
————— ou ¥ —_—

v 2a 2a

15. Se a1, as, by, by sd@o numeros reais, encontre os coeficientes do trindmio de segundo
grau
az’ + bz + c = (a1 + b1z)* + (ag + box)?

Use o fato que az? + bx + ¢ > 0 para mostrar que
(a1by + azhs)® < (af + a3)(b7 + b3)

Parte 3 - Completude

1. Verifique quais das sequéncias abaixo s@o crescentes e limitadas superiormente ou

decrescentes e limitadas inferiormente. Nestes casos determine seu limite:



(a) sp = (1+n)/n
(b) sn=(n—1)/n
(€) $n=(14n)/n?
(@) sn ="t
(€) sn=(-1)"/(n+1)
(f) sp=n2/(n+1)
1 0 1 0 ?
(8 sn=5+tpmtogtat tam
(h) sp =mn/(n®+1)
(1) v2,V2+v2,1/2+ V2 + 2, ... ou indutivamente

80:\@ e Spy1=V2+ s,

§) V2,V 2v2,1/2v/2v2, ... ou indutivamente
S0 = V2 e Snt+1 = V28

2. Se a > 0 mostre que a sequéncia

(Tn + 7)

Tn

o =a € Tptl = 9

é decrescente e limitada inferiormente. Determine seu limite.

3. Mostre que a sequéncia

11 1 1 1
Sp, =1+ +i+§+...+m
é crescente e use o fato que 1/n! < 1/2"~! para mostrar que s, < 3. Do axioma da
completude conclua que existe o ntimero
e= lim s,
n— oo
4. Seja p, o perimetro do poligono regular com 2™ lados inscrito na circunferéncia de

raio unitdrio. Se [, é seu lado entao, p, = 2"l,. Mostre que (p,) é uma sequéncia



crescente a partir de ps = 4v/2 e limitada superiormente. Do axioma da completude

conclua que existe o nimero 7 tal que
2r = lim p,
n—oo
Parte 4 - Nimeros Naturais

1. Prove por indugao:

(a) 1+34+5+...+(2n+1) = (n+1)?
M) 1+22+33+43+... +n2=(1+2+3+...+n)?

2. Se m,n sao naturais com n > m, entdo existe d natural tal que n = m + d (isto é,

d =n —m é a diferenga entre n e m).

3. (a) Determine a,b e ¢ naturais tais que

(an—cl—b)n (20 +3) = (a(n + 1)40—6)(71—1- 1)

(b) Considere o conjunto
A={neN|14+3+5+...+(2n+1)=(n+2)n}

Mostre que n € A => (n + 1) € A. E verdade que A = N?

4. (a) Determine a,b e ¢ naturais tais que

(an + b)? b (n41) = (a(n+1) +b)?

(b) Considere o conjunto

2 1)2
A—{nEN]1+2+3+“.+n_(n+)}

8

Mostre que n € A = (n+ 1) € A. Podemos concluir que A = N?



5. O “coeficiente binomial” é o nimero

|
(7;):(”_"2)%' nkeN e k<n

Este é também o nimero de combinacoes de n elementos k a k.

(a) Mostre que:

JOREN
SEORANY

(b) Prove por indugao o teorema binomial

(CH‘b)":(Z)anJr(T)a"1b+<z>a”2b2+...+<n>bn

(c) Mostre que:

oo () (1)) e ()

(d) Utilize a férmula do bindémio de Newton para mostrar que

(1+1/n)" = 1+1+%(1—1/n)+$(1—1/n)(1—2/n)—|—...—|—

4 %(1 —1/n)(1=2/n)...(1— (n—1)/n)

e conclua que

1 1 1
n
(1+1/n) <1+1+§+§+...+m



6. Do teorema binomial temos

1+1)3 = 13 + 3-12 + 3-1 + 1
2+1)32 = 23 + 3.22 + 3.2 + 1
B+1)3 = 3 + 3.3 + 3.3 + 1

: - + 1+
n+1)2 = n2 + 3-n2 + 3-n + 1

Somando membro a membro os dois lados das igualdades, encontre uma férmula para

S=124+224+32+ ... +n?

7. Encontre férmulas para

(a) 1 n 1 n 1 n n 1
a e
1.2 2.3 3.4 (n—1)-n

3 5 7 2n+1
b it
()1'22+22‘32+32,42jL +n2.(n+1)2

8. Sabendo-se que a? — b? = (a — b)(a + b), determine uma férmula para

S=12-22 43" -4+ ...+ (2n— 1) — (2n)?



