Comprimento de Arco, o Numero 7 e as Funcoes

Trigonométricas

J. A. Verderesi

Apresentaremos a seguir a medida de um angulo como limite de poligonais inscritas
e circunscritas a circunférencia unitédria, seguindo o método de exaustdao de Arquimedes.
Em seguida, parametrizaremos os angulos pelo comprimento de arco e utilizaremos esta

parametrizacao para definir as fungoes trigonométricas.

1 Introducao

O estudo do célculo em geral comega por derivadas e as fungoes trigonométricas,
exponeciais e logaritmicas ficam postergadas para o futuro. Assim a variedades de
exemplos restringe-se as fungoes racionais e radicais. Alguns autores para evitar esta
restricao apresentam as funcgoes trigonométricas axiomaticamente prometendo para mais
tarde as demonstracoes dos mesmos. Nestas notas faremos uma exposicao das fungoes
trigonométricas pelo método de exaustdo de Arquimedes, sem utilizar os resultados
convencionais do Caélculo Integral. Acreditamos que o enfoque dado a seguir servird
também como uma motivacao da definicao de Integral como limites de somas superiores e

somas inferiores.

2 Comprimento de Arco

Recordemos que um angulo é formado por duas semi-retas com uma origem comum. O
——
angulo ZAOB é formado pelas semiretas OA e O? com origem O.



O interior do angulo ZAOB ¢é formado dos pontos P que estdo no semi-plano
determinado pela reta OA que contém B e que também estao no semi-plano determinado

por OB que contém A.

A definicdo de interior nao se aplica ao angulo raso, formado por duas semiretas de
uma mesma reta. Deixaremos este angulo fora de nossas consideragoes.
Considere a circunférencia unitéria com centro O. Tomando-se dois pontos A e B sobre

ela teremos:

1. O angulo ZAOB
2. A corda AB

77N\
3. O arco AB formado dos pontos que estao sObre a circunférencia e no interior do

angulo.



N - -
Seja P um ponto do arco AB . Da desigualdade triangular tem-se que AB < AP+ PB.

)

Uma particdo do arco XE é uma sequéncia de pontos P = (Py, Py, ..., P,) do arco @
tal que Py = A, P, = B e P; estd no arco P,_1P;;1 paratodoi=1,2...n—1

Seja [(P) o comprimento da poligonal PyP; ... P, inscrita no arco K\B, isto é:

I(P) = PPy + PPy +...+ P, 1P,

Se acrescentarmos mais um ponto P a esta partigao obtemos uma partigao Q = PU{P}.
Se P estd no interior do arco P,_1P; entao temos P,_1P, < P,_1P + PP,. Portanto
I(P) < 1(Q).

Indutivamente mostra-se que:

PcQ=1(P) <I(Q)



A seguir analisaremos as poligonais circunscritas & circunférencia. As tangentes nos
pontos A e B encontram-se num ponto 1" e tem-se AT = BT.

Sendo P um ponto da circunferéncia no interior do ZAOB, a tangente em P encontra
AT num ponto T; e BT num ponto Tb. Da desigualdade triangular temos T1Th <
T\ T+TTs. Segue que AT\ +T1 P+PTo+ToB = AT+ T/ TIh+15B < AT\ +ThT+TTo+ToB =
AT + BT. Resumindo: a poligonal circunscrita AT} PToB = AT T»B tem comprimento

menor que a poligonal circunscrita AT B.

Dada a particao P tracemos as tangentes nos pontos Py, Pi,...FP,. Obtemos uma
poligonal circunscrita PyT1PiT5P, ... P,_11, P, construida da seguinte forma: a tangente
em Py = A encontra a tangente em P} no ponto 717, a tangente em P; encontra a tangente
em P, no ponto 75, em geral a tangente em P;_; encontra a tangente em P; no ponto T;.
Note que Py T'PiToPs ... Py, 1T, P, = PyT115...1T,F,.



Seja L(IP) o comprimento da poligonal circunscrita:

L(P) =PRI+ TP+ PT...+ P, 1T, +T,P,

L(P) =PI +TiT+T5T5...+ T, 11T, +T,P,

Seja Q = PU{P}. Se P estd no interior do arco P;_1P; a tangente em P,_; encontra
a tangente em P num ponto 7;1 e a tangente em P encontra a tangente em P; num
ponto T; 2.Como vimos anteriormente, a poligonal P;_;T;P; tem comprimento maior que a
poligonal P;_1T;1PT;2P;. De onde concluimos que L(P) > L(Q).
Por inducao temos:
PcQ= L(P) > L(Q)

Comparemos a seguir as poligonais inscritas com as circunscritas. Observando a figura

abaixo decorre da desigualdade triangular que P,_1P; < P,_11; + P;T;. Podemos entao
concluir que

I(P) < L(P).



Seja | = I(LAOB) = supl(P) e L = L(LAOB) = inf L(P). Claramente tem-se que
I<L.
A seguir vamos mostrar que [ = L.

Um angulo ZAOB pode ser dividido ao meio usando régua e compasso.

Iterando o processo obtemos uma particao P, com 2" pontos. Chamaremos esta
particao de Regular. Ela determina uma poligonal inscrita tal que o comprimento de
seus lados s@o todos iguais a um numero l,. Assim [(P,) = 2" - [,,. Comparemos [,, com
lny1-

Seja x e y como na figura abaixo.



Do teorema de Pitdgoras temos x = /1 — 7”)2 =1—4/1— %")2

Aplicando novamente o teorema de Pitdgoras (ln+1) = (7")2 + 42

n+1*2_2~/
I 2
U(Py) =211y |2 —24/1— <;>

n Z(Pn) ?
Z(Pn+1):2+1- 2—2 1—<2n+1>

De onde concluimos que:

Assim:

Temos entao uma férmula para calcular [(P,,41) a partir de I(P,,).
Como Iy > 2 2 segue que: [(Ppy1) = 2" [ > 27, = 1(Py,).

Desta forma temos uma sequéncia crescente:

Z(Pg) < Z(Pg) .. Z(Pn) < Z(Pn+1) ..

A férmula ln+1 =2—-24/1-— (7")2 implica que

1. 12<2

2. 17 = l721+1(4 - l721+1)



Decorre que I, > ly+1. Assim (I,,) é uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente.
Tomando-se o limite de ambos os lados obtemos: 12 = 1?(4 —2). Como [ < v/2 tem-se que
l=0.

lim [, =0
n—oo

Consideremos a Poligonal circunscrita determinada pela particao regular. Se L, é o
comprimento de cada um de seus lados entao seu perimetro é dado por L(P,) = 2" - L,,.

Sendo x,y, z como na figura abaixo temos:

\/ZH—T :x—lz\/m—l 22 — ﬁ)2+y2. Por outro lado

L
2l Elevando esta tltima ao quadrado e comparando com a anterior obtemos:

G-
Lo Lot = 4(1/1 4 (%)2 _1)
n+2 2

L(Ppt1) = L2(IPn)(V 1+ (gﬁ’})) -1)

L . .
”“ ez = LT” — "2“ concluimos que L, > 2L,1. Obtemos assim uma

. De onde deduzimos:

Como z >

sequéncia decrescente:

L(Py) > L(P3) >...> L(P,) > L(Pp41) ...



’ . . . . n
Comparemos agora oS perlmetros inscritos com os circunscritos. Como ln+1 > — e

2
L
Ly < 7” entao

1
Ln+1 - ln+1 < i(Ln - ln)

L(Pr+1) = UPny1) < L(Pp) — U(Pn)

Concluimos que a diferenca entre os comprimentos dos poligonos inscritos e circunscritos

diminuem com n. Mostremos que ela fica arbitrariamente pequena. Na figura abaixo, como
— 1 1
os triangulos AOED e AOAC sao semelhantes temos: OF = L—n = roTe, ou
n

l l 1
1—(22 = ___ -
(2) L,

Assim temos que l((li,z)) =4/1— (%)2 Como lim,_,s I, = 0, tem-se que
()
| =1
noroo L(Py)
Entao,
. L(Py,)
Jim (L(Py) — [(Py) = lim 1(P,)( ) 1)

concluimos que



Disto segue claramente que [(ZAOB) = L(LZAOB). Este ntimero serd chamado a

medida do adngulo ZAOB e escrevemos:
0(LAOB) =1(£LAOB) = L(£LAOB)

Da definigdo de comprimento de arco deduz-se facilmente a Propriedade aditiva de

angulos:
Se P é um ponto interior do angulo ZAOB entao,

9(/AOB) = I(LAOP) + L(/POB)

3 O Algoritmo de Arquimedes

Da igualdade:
lnvy 1

vem que:

Desenvolvendo obtemos:
L,—1, L, -1,

e das igualdades:



deduzimos o Algoritmo de Arquimedes:

L(Py) +1(Py)

2. L(Pry1) = VL(Ppt1) - 1(Pn)

1. L(Ppyq) = 2

4 Parametrizando os Angulos

Fixemos um sistemas de coordenadas com centro O. Seja A o ponto cujas coordenadas
é (1,0) e P um ponto da circunferéncia unitaria com coordenadas (x, %), entdo: x2+y? = 0.

Consideraremos no que segue a semi-circunferéncia S formada dos pontos P tais que
y = 0.

Sendo A = (—1,0) o dngulo raso ZAOA terd como medida o ntimero:

0(/AOA) = I(/AOB) + L(£/BOA)

A
B
S
A 0 A -
\ ! o
\ 1
\ 1
\ /
\ /
\ /
N 7
N //
S o . c - 7
Definimos o nimero m como:
7 =0(LAOA)

Se —1 <z < 1 seja P(x) = (z,V1 — 22).

Ordenamos os pontos da semicircunférencia S colocando:
P(azl) < P(SUQ) — 12 < I
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Definimos a funcao

0:[-1,1] — [0, 7]

0(z) = 0(LAOP(z))

Se P(x1) < P(z2) entdao P(z1) estd no interior do angulo ZAOP(x32), portanto
0(LAOP(z1)) < (LAOP(x2)). Concluimos que a funcao 6 é decrescente:

1 < 19 = 0(35'2) < 9(1‘1)
Como §(LAOP(z3)) = 0(LAOP(z1)) + 0(£LP(x1)OP(x2)) temos:
0(LP(x1)OP(x2)) = 0(x2) — 0(x1)

A seguir vamos mostrar que a fungao 6 é derivavel no intervalo [—1,1], isto é, que o

limite 50 9( ) 9( )
. ) — C
gp\©) = I — —

existe.

Como P(z) = (z,vV/1—122) e P(c) = (c,V1— c?) entao:

P@)P(e) = (&~ 2+ (V122 — V1 - &)

Pelo Teorema do Valor Médio aplicado & funcao f(z) = 1 — z2, existe z1 entre ¢ e

x tal que:
\/1—x2—\/1—02:_7xl(x—c)

\/l—x%
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Substituindo na expressao acima obtemos:

2=
P(xz)P(c)| =
PEPE ==,
Da definigao de comprimento de arco temos:|0(z) — 6(c)| > ’331— 6’2'
— a2

Se z > ¢ entao 6(c) — 0(x) >

0(0)—9(m)> 1
PN

Se x < ¢ obtemos 4 mesma desigualdade. De onde concluimos que:

Portanto temos

O(x) —0(c) < -1
r—c = \/1-2}
Comparemos Blz) = 6(c) com a poligonal circunscrita. As tangentes em P(z) e P(c)
r—c

encontram-se um ponto 7' cuja primeira coordenada ¢ um nimero ¢ entre c e x.

P(c)

Al---=-=-=-=-==-=---

Y

Entao




|z —]
V1— 22

Se 9 = max{c, z} e do fato que t estd entre ¢ e x temos:

TP(x)

POT +TP@) < =
V31— l’%
Se x > centao 0(c) — 0(x) < P(c)T + TP(x) < \:Ul—c\z Concluimos que:
— a2
0(c) — -1
()~ 0(x) _
r—c 1— a3
Se < ¢ obtemos a mesma desigualdade.
Em qualquer caso temos:
0(z) — _
(0) -0 -1
T —c 1— a2

Das consideracoes anteriores segue que:

-1 0(z) — _

0w o)
1— a3 rT—c 1— a9
_ -t
V1 — 22

onde 1,z estdo entre ¢ e z. Da continuidade da fungaof(x) = segue que:

lim 0(x) —6(c) 1

T—c Tr—cC V1 — 2

)= o—
de>’  J1-¢2

Semelhante a que fizemos se considerarmos os pontos P(z) = (z, —v/1 — z2) obtemos os

pontos da semi-circunferéncia complementar S que completam uma volta da circunferéncia.

Se A = (0,—1) definimos

0:[-1,1] — [m,27]

0(z) = 7 + 0(LAOP(z))
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Repetindo os argumentos acima mostramos que:
do © 1
)= ——
dz V1—¢?

Assim se x varia de —1 a 1 a fung@o 6 decresce de 0 a 7 e a fungao 6 cresce de 7 a 27.

Seus graficos sao mostrados na figura abaixo.

2m

5 As Funcgoes Trigonométricas

Definimos a funcao Cosseno no intervalo [0, 7] como a inversa da funca@o 6 e no intervalo

[7,27] como a inversa da funcao 6. Para z € [—1,1]

cos(A(z)) =z e cos(f(z)) ==
Também teremos:
0(cos(a)) = a se a € [0, 7]

O(cos(ar)) = a se a € [mr, 27]

A funcao Seno é definida a partir do Cosseno:

sin(a) = y/1 — cos?(«) se a € [0, 7]
sin(a) = —y/1 — cos?(a) se a € [r, 27|

Derivando cos(f(z)) = z e cos(f(x)) = x mostramos que
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cos'(a) = —sin(a) e sin’(a) = cos(a)

para a # 0,7, 27w (que correspondem a x = —1,1).Como estas fungoes s@o continuas
e suas derivadas existem fora destes pontos entao as derivadas neles sdao os limites das
derivadas, ou seja as férmulas continuam validas.

Os graficos das funcoes Cos e Sen sao mostrados abaixo:

Estendemos estas fungoes para todo numero real definindo para 2km < z < 2(k + 1),

cos(z) = cos(x — 2km) e sin(x) = sin(z — 2k7) onde k£ é um nimero inteiro. Mostra-se
que estas sao derivaveis em todo o seus dominios.

Sendo f(z) = cos(x) ou f(x) = sin(x) entdo f”+ f = 0. Multiplicando por f’ obtemos
f"- f'+ f- f/ = 0. Disto segue que:

(P + 12 =0
Concluimos que:
() +f =k
onde k é uma constante positiva.
Se k = 0 entdo f = 0. Agora k = f'(0)2 + £(0)? de onde concluimos que se f(0) = 0
e f'(0) = 0 entao f = 0. Verificamos diretamente que se f é uma solucao da equagao
"4+ f =0entao g(z) = c- f(z) e g(x) = f(x + ¢), onde ¢ é uma constante qualquer,

também verificam a mesma equacdo. Dito de outro modo esta equacao é invariante por

homotetias e por translagoes.Temos portanto dois grupos de solugoes:
o f(x) =cycos(x)+ cgsin(x)

e g(z) = cos(z + ¢) ou g(x) = sin(x + ¢)
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Mostremos que estes dois grupos coincidem. Note que f(0) = c¢1, f'(0) = co,
9(0) = cos(c) e ¢'(0) = —sin(c). Assim se colocarmos ¢; = cos(c) e c; = —sin(c¢) teremos
f(z) = cos(c) cos(x) — sin(c) sin(x). Se h = g — f entdo h(0) = 0 e A'(0) = 0. Concluimos
que h = 0. Disto obtemos as formulas de Adicdo de angulos:

cos(z + ¢) = cos(x) cos(c) — sin(x) sin(c)

sin(z + ¢) = sin(x) cos(c) + sin(c) cos(z)
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